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LSsungsvorschlag zu den Hausaufgaben der 1. Ubung
Hausaufgabe 1:

a) Gib verschiedene Metriken und Nicht-Metriken auf X = {Fenster, Tiir, Tafel, Kreidehalter, Lampe} an.
b) Definieren die folgenden Funktionen Metriken auf R?
i) d(z,y) = |x — y|? fir p € R (fiir welche p)?
i) d(x,y) = cos?(x — y)?
ii) d(z,y) =z —2y

ist Metrik auf R+.

c) Beweise oder widerlege: d(z,y) = ’10g bl

Losung:

a) Wie in Prisenzaufgabe 1 ist natiirlich auch hier die diskrete Metrik eine mogliche Metrik auf X. Keine Metriken
sind dagegen beispielsweise:

0, gleicher Anfangsbuchstabe,

n:X? —R n(x,y) =7 oder m: X* — R, m(z,y) = {
1, sonst.

b) Definieren die folgenden Funktionen Metriken auf R?
i) Im Fall p < 0 ist d nicht wohldefiniert und daher keine Metrik. Sei also p € [0, 00). Fiir p = 0 gilt

d(z,y) =l —y|’ =1,
also d(x,x) # 0 fiir alle € R und daher ist d auch in diesem Fall keine Metrik.
Ist p € (0,1), folgt fiir ,y,z € R:
(a) d(z,y) >0und d(z,y) =0 <= |r—y|=0 <= z=y,

(0) d(z,y) =z —ylP =y — 2P =d(y, ),
(¢) Zunichst einmal gilt fiir z,y,z € R

P
d@,y) = o=yl = |o = 2+ 2 —y" < (Jo = 2| + |2~ y)
und somit geniigt es zu zeigen, dass
b P
(lo =zl +12=yl) <lz =2+ |z~ ylp
bzw.

(a+b)P <a?+b” Va,b>0

ist. Fiir b = 0 ist dies offensichtlich. Im Fall b > 0 koénnen wir = := ¢ setzen und die Behauptung
reduziert sich auf
flz)=14+2P—-(1+2)P >0 Vz>0.

Wegen
f(x) =paP~t —p(1 + )P~ >0 fiir p € (0,1]

ist f monoton wachsend und daher tatséchlich f(x) > f(0) = 0 nach dem Mittelwertsatz.



Also ist d(z,y) = |x — y|P fiir p € (0, 1] eine Metrik und es bleibt der Fall p > 1. Dann ist aber
A=) = | —w =P =27 2" £ 20l = | = 2" + [¢]" = d(—2,0) + d(0,z) V2 e R\ {0}

und daher d keine Metrik.
ii) d ist keine Metrik, da

iii) Auch diese Abbildung ist keine Metrik, da
d(2,1)=0 aber 2#£1.

c) Fiir z,y,2 € RT ist d(z,y) > 0 und

1) da,y) =0 < 10g<;>:0 — z=y,

(i)

log (g) ’ = |log(z) — log(y)

= |log(z) — log(y)| = llog(y)—log(w)’ = |log (i)‘ =d(y, ),

2)  dx,y) =

B)  dx,y) =

IN

log(x) — log(2)| + | log(2) — log(y)|

T
log () ‘ +
z

IN

log (;) ’ = d(z,2) +d(z,y) .

Also ist (R*,d) ein metrischer Raum.

Hausaufgabe 2:

Fiir jede Norm wird durch d(z,y) = ||z — y|| eine Metrik definiert. Ist (C*([a,b]), || - [|~) ein vollstindiger metrischer
Raum?

Losung:

1. (CY([a,b]),d) mit d(f,g) = ||f — glleo ist ein metrischer Raum.
Offensichtlich ist d nach Definition positiv definit und symmetrisch. Dariiber hinaus ist
Vfg.heCla b)) [f(z) - g(a)] < |f(x) = k(@) + [h(z) — g(z)]
und somit auch

d(f,9) = sup |f(z) —g(z)| < sup [f(z)—h(z)|+ sup |h(z)—g(z)|=d(f h)—d(h,g)
z€[a,b] z€[a,b] z€[a,b]

fiir alle f,g,h € C'([a,b]).
2. (C([a,b]),d) ist nicht vollstindig.
Betrachte dazu die Folge (f,,)nen mit

fn<x>:=\/(m—“;b)2+i, € ab].

Offensichtlich ist (fy)nen eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen, die gleichméfig gegen die nicht diffe-
renzierbare Funktion f € C([a,b]) mit

@)= fo- 15

konvergiert. Insbesondere ist daher (f,,),en eine Cauchyfolge in (C([a,b]),d) und damit auch in (C*([a, b)), d).



Hausaufgabe 3:
Welche Funktionen f: R — R machen d(z,y) = |f(z) — f(y)| zu einer Metrik auf R?

Losung:
Offensichtlich ist d nach Definition fiir beliebiges f: R — R symmetrisch und erfiillt d(x,y) > fiir alle z,y € R.
Dariiber hinaus gilt stets

dz,y) = |f(2) = fWI < |f(@) = f(2)| + |f(2) = f)| = d(z, 2) +d(z,y) Va,y€eR,
und
r=y = d(z,y)=0.
Kritisch ist lediglich die Bedingung

Vez,yeR: d(z,y) =0 = z=y

Ubersetzt bedeutet sie, dass f die Beziehung

erfiillen und daher injektiv sein muss.
Es sind also genau die injektiven Funktionen, die d(z,y) = |f(z) — f(y)| zu einer Metrik auf R machen.

Hausaufgabe 4:
Sei X = {(2n)nen; Tn € R} und sei d: X x X — R definiert durch

oo

1 |5L'n _yn‘

Zeige, dass (X, d) ein metrischer Raum ist, die Metrik d aber nicht von einer Norm erzeugt wird.
Tipp: Vgl. Ana I, WS 2011/12, Ubung 1.

Losung:
Offensichtlich ist d und fiir  := (25,)nen, ¥ := (Yn)neN, 2 := (2n)nen in X gilt

‘xn - yn|

1) dz,y)=0 < -—n_Jnl
(1) d(z,y) ar—

=0 VneN <= z=y

und nach Ubung 1, Analysis I im WS 2011/12

oo

Q) dley) =Y gt

27 1+ |z, — Ynl

n=1
Z ( |37n - n| + |Zn_yn| )
B 20 \1+ [z — 2| 1+ [20 — Yl
1 |xn an = 1 |Zn — yn|
= ———=d d .
22"1+|$n*2n|+Z2n1+|2n*yn| (2, 2) +d(z,y)
Also ist (X, d) ein metrischer Raum. Wiirde dieser auch von einer Norm ||.|| erzeugt, d. h. d(z,y) = ||z — y||, so wére
fiirx £y

d(az,ay) = llaz — ay|| = alle — y|| = a- d(z,y) fir a>0

im Widerspruch zu

=1 laz, — ayn| >

2 : 2 : 1 |xn - yn‘
d = _— — . _—— . d .
(o) n=1 2" 1+ |azn, — ayn| ‘ n=1 2" 1 +alzn, —y #a-dzy)

n






