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Aufgabe 1 (2 Punkte):
Nennen Sie ein Beispiel für a) oder b):

a) einen nichtseparablen Hilbertraum,

b) ein stetiges lineares Funktional auf einem Unterraum mit unendlich vielen verschiedenen stetigen normerhal-
tenden Fortsetzungen auf den ganzen Raum.

Aufgabe 2 (2+2+2+2 Punkte):

a) Was besagt die Besselsche Ungleichung?

b) Was ist die Aussage des Rieszschen Darstellungssatzes?

c) Nennen Sie einen Satz, der nach Banach benannt ist, und geben Sie seine Aussage an.

d) Skizzieren Sie den Beweis des Satzes von der gleichmäßigen Beschränktheit.

Aufgabe 3 (4 Punkte):
T sei ein selbstadjungierter stetiger Operator auf dem komplexen Hilbertraum H. Zeigen Sie:

‖(T + iI)x‖2 = ‖Tx‖2 + ‖x‖2.

Aufgabe 4 (2+2+4 Punkte):
Sei T : (C[0, 42], ‖ · ‖∞)→ (C[0, 42], ‖ · ‖∞) definiert durch

Tf(x) =

∫ x

0

sin(t)f(t) dt.

Untersuchen Sie T auf

a) Linearität,

b) Stetigkeit,

c) Kompaktheit.

Aufgabe 5 (3 Punkte):
Es sei a > 0. Und A : L2(0,∞)→ L2(0,∞) sei definiert durch

Ax(t) = x(at).

Bestimmen Sie die Adjungierte.



Aufgabe 6 (2+2+3 Punkte):

a) Was versteht man unter einem vollständigen Orthogonalsystem?

b) In welchen Räumen ist die Existenz eines abzählbaren vollständigen ONS gesichert?

c) Sei (xn)n∈N ein ONS. Untersuchen Sie diese Folge auf schwache Konvergenz.

Aufgabe 7 (2+4 Punkte):

a) Was besagt der Satz über die Neumann’sche Reihe?

b) Es sei γ = 2
(∫

R
1

1+x2 dx
)
. Zeigen Sie die Existenz einer eindeutigen Lösung f ∈ L2(R) von

f(x) = e−x
2

+ γ−1
∫
R
f(y)

1√
(1 + x2)(1 + y2)

cos(
√

1 + y2) dy.

Aufgabe 8 (4 Punkte):
Es sei A ∈ L(X,Y ) für Banachräume X,Y . Zeigen Sie: A′ ist abgeschlossen.

Aufgabe 9 (2+4 Punkte):

a) Was besagt der Satz von der offenen Abbildung?

b) Die stetigen Funktionen a, b, c ∈ C([0, 1]) seien derart gewählt, dass

a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x) = f(x), u(0) = u(1) = 0

für jedes f ∈ C([0, 1]) eine eindeutige Lösung u ∈ C2(0, 1) habe. (Die Lösung zu f bezeichnen wir mit uf .)
Zeigen Sie die Existenz einer Konstanten C, sodass für alle f ∈ C((0, 1)) die Abschätzung

sup
x∈(0,1)

|u′′f (x)| ≤ C‖f‖∞

erfüllt ist.

Aufgabe 10 ((2+1)+4 Punkte):

a) Was versteht man unter der „kanonischen Einbettung in den Bidual“? Geben Sie auch eine ihrer Eigenschaften
an.

b) Sei X normierter Raum. Eine Folge (xn)n∈N heißt schwach beschränkt, wenn f(xn) beschränkt ist für alle
f ∈ X ′. Zeigen Sie: Schwach beschränkte Folgen sind beschränkt.


