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tronischen Hilfsmittel sind verboten, also insbesondere auch Skripte, Spickzettel und Taschenrechner.

Bitte benutzen Sie nur weifses Blankopapier. Alle Blétter sind mit Namen zu versehen, fortlaufend zu
nummerieren und nur einseitig in blau oder schwarz mit einem ordentlich funktionierenden Stift zu beschriften.

Beginnen Sie fiir jede neue Aufgabe (nicht: Teilaufgabe) ein neues Blatt.
Alle Ergebnisse sind zu begriinden. Insbesondere werden Losungswege bewertet.
Mobiltelephone sind fiir die Dauer der Klausur abzuschalten.

Bitte fiillen Sie zuerst das Deckblatt aus und geben Sie dieses am Ende der Klausur mit ab.
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Aufgabe 1 (2 Punkte):
Nennen Sie ein Beispiel fiir a) oder b):

a) einen nichtseparablen Hilbertraum,

b) ein stetiges lineares Funktional auf einem Unterraum mit unendlich vielen verschiedenen stetigen normerhal-
tenden Fortsetzungen auf den ganzen Raum.

Losung:

a) (Siehe Ubung 8.) Die Vervollstindigung des C-Vektorraums der Funktionen der Form f: R — C, f(t) =
Sor_, cretxt (fiir ein n € Nund ¢ € C,a; € R fiir k= 1,...,n) unter dem Skalarprodukt

A—o0

A
(fig) = lim i/_Af(t)@ dt.

b) (Siehe Ubung 13.) Betrachte auf dem Unterraum U := {f € X : f(a) = f(b)} von X = {f : [0,1] —
R, f beschrankt} das Funktional ®(f) = f(a) (Norm 1, wird fiir konstante 1-Funktion angenommen) und als
Fortsetzung @, (f) = Af(a) + (1 — X) f(D).

Aufgabe 2 (2424242 Punkte):

a) Was besagt die Besselsche Ungleichung?

b) Was ist die Aussage des Rieszschen Darstellungssatzes?

¢) Nennen Sie einen Satz, der nach Banach benannt ist, und geben Sie seine Aussage an.
d)

Skizzieren Sie den Beweis des Satzes von der gleichméfigen Beschréanktheit.

Losung:

a) Fiir Orthonormalsysteme {e,, }, und Vektoren z im Hilbertraum gilt > [(z, e,)|? < |z|*.

b) Die stetigen lineare Funktionale eines Hilbertraums H sind genau die Abbildungen, die sich fiir y € H als (-, y)
darstellen lassen.

¢) Z.B. Banach’scher Fixpunktsatz. Strikte Kontraktion auf vollstindigem metrischen Raum hat eindeutigen
Fixpunkt.

d) Betrachte die Mengen {z : |f(x)] < NVf € F}, folgere aus dem Satz von Baire, dass eine dieser Mengen
nichtleeres Inneres hat und leite mithilfe der Kugel, auf der jetzt die Abschétzung fiir die stetigen linearen
Funktionale gilt, eine entsprechende fiir den ganzen Raum her.

Aufgabe 3 (4 Punkte):
T sei ein selbstadjungierter stetiger Operator auf dem komplexen Hilbertraum H. Zeigen Sie:

I(T + il = || T||* + =,

Loésung:



(T +iD)z|* = (T + i)z, (T +il)z)
= (Tz,Tz) + (Tz,ix) + (ix, Tz) + (iz,ix)
= ||Tz|? - i(Tz,z) + i{x, Tx) —i*||z|?

T2 P2 — i{Ta, ) + (T, 2) + 2] = | Ta])? + ]

Aufgabe 4 (24244 Punkte):
Sei T': (C[0,42], || - loo) = (C10,42], || - ||c) definiert durch

Tf(z)= /Ow sin(t) f(t) dt.

Untersuchen Sie T auf

2)
b)
)

Linearitét,
Stetigkeit,

Kompaktheit.

Losung:

TAf+9g)(z) = /Ow sin(t)(Af(t) +g(t)) dt = X /Ow sin(t) f(¢) dt + /Ow sin(t)g(t) dt = \T'f(z) + Tg(z)

1T5@)le = s | [ i) ] <171 [ Jsin(o)] ae < 2201,

0<z<42
Damit ist Beschranktheit gezeigt und fiir lineare Abbildungen ist die &quivalent zur Stetigkeit.

Wir miissen untersuchen, ob das Bild einer beschrankten Menge relativkompakt ist.
Dazu sei M C C[0,42] eine beschriankte Menge: Vf € M : || f|lco < C.
Zunéchst ist T'(M) punktweise beschrénkt. Denn sei z € [0,42], dann ist

|Tf(x \—|/ sin(t dt|</ 1C dt < Cux.
0

Ferner ist T(M) gleichgradig gleichméRig stetig. Sei € > 0, wihle § = ¢/C, sei f € T(M), seien z,y € [0,42]
mit |z — y| < J. Dann ist

Y
Tf(z) — Tf(y)| = ydi— [ si d
ITf(x) — T () = | / sin(®)f(2) dt = [ sin(0)1(0) a
|/ sin(t)f(t) dt| <|ly—z|-1-C <6C < C—E

Mit dem Satz von Arzela-Ascoli folgt nun, da zugleich [0,42] kompakt ist, dass T(M) relativkompakt in
C(]0,42]) ist, also T' kompakt.

Aufgabe 5 (3 Punkte):
Es sei a > 0. Und A: L?(0,00) — L?(0,00) sei definiert durch

Azx(t) = z(at).



Bestimmen Sie die Adjungierte.

Losung:
(A, y) = / T n(at)y(r) di = / () y(3) ds = (x, A7),
also ist
Ay(t) = Ty(0)

Aufgabe 6 (24243 Punkte):

a) Was versteht man unter einem vollstdndigen Orthogonalsystem?
b) In welchen Raumen ist die Existenz eines abzéhlbaren vollstindigen ONS gesichert?

¢) Sei (n)nen ein ONS. Untersuchen Sie diese Folge auf schwache Konvergenz.

Losung:
a) Eine Menge von Vektoren in einem Hilbertraum, die paarweise orthogonal sind und deren lineare Hiille dicht
im Raum liegt.
b) Separablen Hilbertrdumen. (Gram-Schmidt)

c¢) Jedes stetige lineare Funktional auf einem Hilbertraum lasst sich durch Skalarproduktbildung mit einem Ele-
ment darstellen. Es ist daher fiir beliebiges festes y € H zu untersuchen, ob (y, z,,) gegen ein (y, z) konvergiert.
Nach der Bessel’schen Ungleichung ist > .o, [(y,z,)* < ||y||?, es ist also (y,z,) eine Nullfolge und daher z,,
schwach konvergent gegen 0.

Aufgabe 7 (244 Punkte):

a) Was besagt der Satz {iber die Neumann’sche Reihe?

b) Es sei v =2 (fR S dx). Zeigen Sie die Existenz einer eindeutigen Losung f € L?(R) von

2 1
f@) = 27 [ 1) T V)

Losung:

a) Wenn A: X — X ein stetiger linearer Operator auf einem Banachraum X ist und seine Norm kleiner als 1, so
konvergiert die geometrische Reihe >°°7 | A™ und I — A ist invertierbar und hat als Inverse gerade den Wert
dieser Reihe.



b) Die Gleichung lésst sich gerade als (I — A)f = g mit g(z) = e (diese Funktion liegt in L?) und

— ot / 1) s VI ) @

(14 22 )(1+y)

schreiben. Also f = (I — A)~'g, wenn I — A invertierbar ist. Wir schiitzen die Norm von A ab:

2, =772 cos T
1413 = /(/f V(e <¢1+y2>dy> a

5 1 N 1 ’
/m d </Rf(y)lm 1dy)

1 1
< ~72 dx/ 2d/ d
<7 /RlJrch le(y)l VT W
1 2
-2 2
(/Hxde> Hf”;:2

< 212

IN
»—\«é

=~

also ||A|| < 1 und damit nach dem Satz iiber die Neumannsche Reihe (L? ist Banachraum) I — A invertierbar,
es folgt die Behauptung.

Aufgabe 8 (4 Punkte):
Es sei A € L(X,Y) fiir Banachrdume X,Y. Zeigen Sie: A’ ist abgeschlossen.

Lﬁsung
Esseiy, >y €Y' und A'y,, —» 2’ € X'. Zu zeigen ist A’y = z/. Es ist fiir beliebiges z € X

<Ay x>=<y, Az >=< lim y),, Az >= lim <vy,, Az >
= lim < Ay, z >=< lim Ay, z >=<a',x >,

also A’y’ = 2’ und damit A’ abgeschlossen.

Aufgabe 9 (244 Punkte):

a) Was besagt der Satz von der offenen Abbildung?
b) Die stetigen Funktionen a,b, c € C([0, 1]) seien derart gewéhlt, dass
alw)u () + b () + clw)u(z) = f(@),  u(0) = u(l) =0

fiir jedes f € C([0,1]) eine eindeutige Losung u € C?(0,1) habe. (Die Losung zu f bezeichnen wir mit uy.)
Zeigen Sie die Existenz einer Konstanten C, sodass fiir alle f € C((0,1)) die Abschétzung

Sup)lu F@ <Ol flloo

z€(0

erfullt ist.

Loésung:

a) Jede stetige, lineare Abbildung zwischen zwei Banachrdumen, die surjektiv ist, ist offen (also ihre Umkehr-
funktion stetig).



b) Wir definieren A mit Au = a(x)u” (z)+b(x)u'(z)+c(x) als Abbildung zwischen zwei geeigneten Banachraumen.
Hier bieten sich C2(0,1) und C°(0,1) an, mit ||ul| = ||u|lco + [|[4/]|oo + ||t || bzw. Supremumsnorm. Dann ist
A: C? — C(0,1) stetig, denn

[Aulloo = Jlau"+bu'+¢l|oe < sup |a(z)][|u"[|so+sup [b(2)[[[/ || +sup |e(2)|[|ulloc < max{sup|al, sup [B], sup |e[}|ul|c2.

Nach Voraussetzung ist A bijektiv. Nach dem Satz iiber die offene Abbildung ist daher A offen, also A~! stetig.
Damit ist (mit C = ||A71]])
luglle= = [IAT I < ClIFI,

insbesondere also

sup |uf(2)| < C|flloo-
z€(0,1)

Aufgabe 10 ((2+1)+4 Punkte):

a) Was versteht man unter der ,kanonischen Einbettung in den Bidual“? Geben Sie auch eine ihrer Eigenschaften
an.

b) Sei X normierter Raum. Eine Folge (z,)nen heifft schwach beschrinkt, wenn f(x,) beschriankt ist fiir alle
f € X'. Zeigen Sie: Schwach beschriinkte Folgen sind beschrinkt.

Losung:

a) Die Abbildung jx: =z — {f — f(x), fiir f € X’}. Sie ist stetige lineare Isometrie.

b) Betrachte die Menge {jx(z,)}. Es handelt sich um eine Menge stetiger linearer Funktionale auf X’. (X' ist
als Dualraum dabei ein Banachraum.) Sie ist punktweise beschrinkt, nach dem Satz von Banach-Steinhaus
also auch gleichméfig. D.h. es gibt C' € R mit [|jx(z,)| < C fiir alle n. Nun ist jx aber Isometrie, also
|z || = llix (zn)]|. Damit ist auch {z,,} beschriankt. Das war zu zeigen.



