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Aufgabe 1 (2 Punkte):
Nennen Sie ein Beispiel für a) oder b):

a) einen abgeschlossenen, aber nicht stetigen Operator,

b) eine schwach konvergente, aber nicht konvergente Folge.

Aufgabe 2 (2+2+2+2 Punkte):

a) SeiA ein stetiger linearer bijektiver Operator vom BanachraumX in den Banachraum Y . Ist dannA−1 ∈ L(Y,X)?
(Begründen Sie Ihre Antwort kurz.)

b) In welchen Banachräumen ist die abgeschlossene Einheitskugel kompakt?

c) Was besagt das Lemma von Lax-Milgram?

d) Was versteht man unter einem kompakten Operator?

Aufgabe 3 (4 Punkte):
Es sei H ein reeller Hilbertraum. Zeigen Sie für x, y ∈ H: x ⊥ y genau dann, wenn ‖y‖ ≤ ‖λx+y‖ für alle λ ∈ R gilt.

Aufgabe 4 (2+2+3 Punkte):
Gegeben sei der Operator A : l2 → l2 mit

(Ax)n =
xn+1

2n
.

Untersuchen Sie A auf Beschränktheit, bestimmen Sie Norm und Adjungierte von A.

Aufgabe 5 (5 Punkte):
Es sei V ein Untervektorraum von C([0, 1], ‖ · ‖∞) und es gebe C > 0, sodass

∀ f ∈ V ∃ α ∈ (
1

2
, 1) : |f(x)− f(y)| ≤ C‖f‖∞|x− y|α.

Zeigen Sie: V ist endlichdimensional.

Aufgabe 6 (2+4 Punkte):

a) Was besagt der Satz vom abgeschlossenen Graphen?

b) X,Y seien Banachräume, T : X → Y und S : Y ′ → X ′ seien linear. Es gelte für alle x ∈ X und für alle g ∈ Y ′,
dass g(Tx) = (Sg)(x). Zeigen Sie: T und S sind stetig.



Aufgabe 7 (4 Punkte):
X sei ein normierter Raum, S eine Basis von X ′. Zeigen Sie⋂

f∈S

ker f = {0}.

Aufgabe 8 (4 Punkte):
Sei H ein Hilbertraum. Zeigen Sie, dass die Folge (xn)n∈N ⊂ H genau dann gegen x ∈ H konvergiert, wenn xn ⇀ x
und ‖xn‖ → ‖x‖.

Aufgabe 9 (6 Punkte):
Zeigen Sie: Es gibt ein stetiges lineares Funktional Φ auf L∞(R) mit der Norm ‖f‖L∞ = esssup |f |, sodass ‖Φ‖ = 1
und Φf = f(0) für alle stetigen beschränkten Funktionen f .
(Beachten Sie, dass wegen der Definition über Äquivalenzklassen für allgemeine f ∈ L∞ der Ausdruck f(0) nicht
wohldefiniert ist.)

Aufgabe 10 (5 Punkte):
Gegeben sei eine Folge (fn)n∈N ⊂ L2(−π, 3π) mit ‖fn‖∞ < 42 für alle n ∈ N. Zeigen Sie: Es gibt eine Funktion
f : (−π, 3π)→ R mit

∫ 3π

−π f
2(x) dx <∞ und eine Teilfolge fnk

derart, dass für alle Funktionen g ∈ L4(−π, 3π)

lim
n→∞

∫ 3π

−π
fnk

(x)g(x) dx =

∫ 3π

−π
g(x)f(x) dx

gilt.


