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Losungsvorschlag zu den Prisenzaufgaben der 10. Ubung

Prasenzaufgabe 1:

Sei H ein Hilbertraum. Gib eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, dass die Identitét I: H — H
kompakt ist.
Ist der Rechtsshift auf /2 kompakt?

Losung:

H endlichdimensional. Siehe alte Ubungen.

Die Komposition von Linksshift und Rechtsshift liefert die Identitit, die Verkniipfung von stetigem mit kompaktem
Operator liefert einen kompakten Operator. [ ist aber nicht endlichdimensional.

Prasenzaufgabe 2
Sei k: [0,1]% — R eine beschriinkte Funktion. Auf L2(0, 1) sei der Operator T durch

1
Tf(z) = / Kz, 9) f(y) dy

definiert. Bestimme 7. Unter welcher Bedingung an k ist T selbstadjungiert?

Losung:
Das Produkt aus k£ und den L2-Funktionen f und g ist integrierbar, der Satz von Fubini also anwendbar.

(Tf,9) // (2, 9) () dyg(z dx—// (2, 9)0 dzf()dy—</01k<z,->g<x>dz,f>,
- / k(. 2)g(y) d

Selbstadjungiert wird T also, falls k& symmetrisch ist: k(z,y) = k(y, z). (Falls k komplexwertig wire, kiime noch eine
Konjugation dazu.)

also

Prisenzaufgabe 3:
Sei H unendlichdimensionaler Hilbertraum, K : H — H kompakt. Zeige: 0 € o(K).

Losung:
Wiire 0 ¢ o(K), so wiire K stetig invertierbar und I = K 'K als Komposition aus stetiger und kompakter Abbil-
dung kompakt, also H endlichdimensional.

Prasenzaufgabe 4:

Zeige fiir den stetigen linearen Operator A: H — H, dass A € o(A) genau dann, wenn \ € o(A*).



Losung:
Ein Operator hat genau dann ein stetiges Inverses, wenn dasselbe fiir seine Adjungierte auch der Fall ist. A € o(A)
genau dann, wenn A\ — A kein stetiges Inverses hat. (A\I — A)* = (A — A*)



