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Losungsvorschlag zu den Prisenzaufgaben der 13. Ubung

Priasenzaufgabe 1:

Zeige mithilfe des Zornschen Lemmas den Fortsetzungssatz von Hahn-Banach auch fiir nicht-separable Rdume

Losung:

vergleiche Heuser: Funktionalanalysis, S. 229f. Die Fortsetzung auf einen Raum mit einer um eins erhéhten Dimen-
sion ist moglich wie im Beweis aus der Vorlesung. Danach Lemma von Zorn nachrechnen auf der Menge der stetigen
Linearformen mit passender Norm mit (f, D(f)) < (g, D(f)) genau dann, wenn g|p(s) = f und D(g) D D(f).

Prisenzaufgabe 2:

Es sei F ein normierter Raum und E’ = L(FE,K). Zeige, dass

und dass dieses Supremum sogar angenommen wird.

Loésung:
Offenbar ist nach Definition der Operatornorm

|2 ()] < [l |-

Angenommen wird das Supremum, da es zu festem z € E (0BdA z # 0) ein stetiges lineares Funktional gibt mit
Norm 1 und #'(z) = ||z||. Denn setze auf dem Unterraum U = span(z) das Funktional ¢ wie folgt fest: Fiir alle
v € U existiert ein eindeutiges o € R mit v = aur, definiere: ¢(v) = af|z||. Da |p(v)| = |a|||z]| = ||v]| ist es stetig mit
Norm 1. Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert eine stetige Fortsetzung x’ von ¢ auf ganz E.

Prisenzaufgabe 3:

E sei ein normierter Raum und sein Dual E' = L(E,K) sei separabel. Zeige: Auch E ist dann separabel.

Losung:

{fn;n € N} sei eine abzahlbare dichte Teilmenge der Einheitssphire in E’. (In einem separablen Raum ist diese
wieder separabel.) Wihle zu jedem dieser f, ein x,, € E mit f,(z,) > %. (Das geht, da || f,|| = 1.)

Wir versuchen zu zeigen, dass die Menge {z,} in Bg dicht liegt.

Nimm nun an, z aus der Einheitssphire von E habe einen Abstand gréfer als ein fixes € > 0 von jedem dieser z,,,
insbesondere x ¢ span{z,;n € N}. Dann gibe es (Hahn-Banach! bzw. Folgerung 3.15) ein Funktional f mit Norm
1 und f(z) = ||z|| = e sowie f(x,) =0 fiir alle n. Es wire dann

1
1fn = Fll 2 [ fa(@n) = fza)| = | falzn) = 0] = 5,

im Widerspruch dazu, dass die f,, dicht liegen in der Einheitssphire von E’.



Prasenzaufgabe 4:

Seien a,b € [0,1] mit a # b, X := {f : [0,1] — R, f beschridnkt} versehen mit der Supremumsnorm und
U:={feX: fla) = f(b)} C X. Finde ein stetiges lineares Funktional auf F' € L(U,R), das unendlich viele
stetige und normerhaltende lineare Fortsetzungen besitzt.

Losung:
Betrachte ®(f) = f(a) (Norm 1, wird fiir konstante 1-Funktion angenommen) und als Fortsetzung ®,(f) =

Af(a) + (L= A)f ().



