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Lésungsvorschlag zu den Prisenzaufgaben der 2. Ubung

Priasenzaufgabe 1:

Gilt in metrischen Rdumen, dass
Be(z) = {y;d(x,y) < e}?

Losung:
Nein, nicht notwendig. Betrachte in der diskreten Metrik die offene Kugel mit Radius 1. Sie ist gleich ihrem Ab-
schluss, aber die Kugel mit d(z,y) <1 ist der ganze Raum.

Priasenzaufgabe 2

Zeige: Die Rdume ! und C(K) (Raum der stetigen Funktionen von K nach R, wobei hier K C R ein kompaktes
Intervall sei) sind separabel.
Hinweis: Verwende den Satz von Weierstrass:Die Menge der Polynome liegt dicht in C(K).

Losung:

I': Betrachte die Menge der Folgen (g,,), mit ¢, € Q und ¢, = 0 fiir n > N mit einem N. Diese Menge ist abzihlbar.
Sie ist auch dicht: Sei ¢ > 0. Zu (z,,) € I' gibt es nun N € N mit 7 \ |2x| < § und zu jeder der Zahlen y, fiir
k=1,...,N gibt es ein rationales g; mit |z — qx| < 5. Setze ¢ = (qx)r = (q1,¢2,--.,qn,0,0,0,...). Dann liegt
g in der eben beschriebenen Menge und
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Demnach ist die beschriebene Menge dicht.

Fiir C(K) verwenden wir, wie der Hinweis es suggeriert, die Menge der Polynome. Diese ist noch nicht abzéhlbar,
also gehen wir, wie eben, iiber zur Menge der Polynome mit rationalen Koeffizienten, die dan abzdhlbar ist.

Wg zeigerllc, dz.mss esin bel.iebig kleiner Entfer.nung > 0 einer Pf)lynomft.l.nktion p(z) = > h—o arz® ein Polynom ¢(z) =
o ez mit g, € Q gibt. Alle Monome sind stetig und damit beschriinkt auf K. Sei C' = max{||2%]|s, . . ., [|2" |0 }-
Wir wéhlen nun zu ay, jeweils eine rationale Zahl ¢ mit |ap — qx| < ﬁ Dann ist
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Prisenzaufgabe 3:

Wir betrachten den Vektorraum cgp der ,abbrechenden Folgen®, also derjenigen Folgen (x,,), reeller Zahlen, fiir die
ein N existiert, sodass z, = 0 fiir n > N.

a) Zeige: Mit ||z|| = max; |z;| wird cgp zu einem normierten Raum.

b) Ist ¢gp vollstandig?



c¢) Betrachte die Abbildung

f: Coo — R
f((n)n) = Z k.
k=1

Ist f linear? Stetig?

d) Hast du in ¢) daran gedacht, f auch auf Wohldefiniertheit zu untersuchen?

Losung:

a) coo ist abgeschlossen beziiglich Summenbildung und Multiplikation mit Skalaren. Auferdem sind alle seine
Elemente beschrinkte Folgen, die Norm ist gleich der Supremumsnorm. Damit ist ¢go ein Unterraum von [*°,
also insbesondere auch ein normierter Raum.

b) Vollstandig ist cgp nicht. Um das zu sehen, betrachten wir die Folge
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Sie liegt in cgg und ist eine Cauchyfolge. IThr Grenzelement in ¢y bzw. [°° wére (%)k, was aber in cgg nicht
enthalten ist.

c) Linearitét ist klar. (Definition einsetzen.) Stetig ist die Abbildung nicht. Betrachte e, (wobei e, die Folge
sei mit dem Wert 1 an nter Stelle und 0 sonst). Dann konvergiert diese Folge gegen 0: [|Xe,| = = — 0, aber

f(%en):174>0:f(0).

d) Ja, hoffentlich. Da es sich um abbrechende Folgen handelt, ist der Funktionswert stets eine endliche reelle Zahl.



