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LSsungsvorschlag zu den Prisenzaufgaben der 4. Ubung

Prasenzaufgabe 1:

Welche Mengen sind in R™ relativkompakt?

Losung:

Es sind genau die beschrankten Mengen. Sei dazu zundchst M C R" eine beschrinkte Menge. Dann folgt aus dem Satz
von Bolzano- Weierstrass, dass jede Folge in M eine konvergente Teilfolge hat (Wie genau?). Ist nun andererseits
M C R™ nicht beschrinkt, so kénnen wir eine Folge (x,)nen C M konstruieren, die keine konvergente Teilfolge
besitzt. Dazu wahlen wir z; € M beliebig. Anschliefsend sei z2 ein Element in M, dass vom Ursprung 0 wenigstens
um 1 weiter entfernt ist als x; und fahren so fort. Das bedeutet: Sind bereits j Elemente x1,...,z; gewdhlt, so
nehmen wir fiir z;4; ein Element in M, dass vom Ursprung 0 wenigstens um 1 weiter entfernt ist als z; (moglich,
da andernfalls M beschrinkt wére). Nach Konstruktion ist dann

d(l‘j+1,$k) > d(l‘j+1,0) —d(l‘k,O) >1 VjeNVO<Ek<]y

und somit keine Teilfolge konvergent.

Prasenzaufgabe 2:

Untersuche die folgenden Mengen auf relative Kompaktheit in (C(]0,1]), ]| - |loo):
My ={fe€C([0,1]) | f(z) ==z", n € No},

My ={f € C'([0,1]) | [f(z)] <=, |f'(2)] <z Vxel0,1]},
Ms = {f € CY([0,1]) | £(0) =0, |f'(x)| < 2+sin(rz) ¥ z € [0,1]}.

Losung:

(1) Angenommen M; wire relativ kompakt, dann hitte die Folge (fy,)nen mit fr(z) = 2™ eine in (C([0,1]), || - ||co)
konvergente Teilfolge. Folglich gébe es ein f € C([0,1]), so dass

k—o0

[ = flloo ——0

und somit
k— o0

™ ———» f(z) gleichmiRig fiir alle = € [0,1].

Tatséchlich gilt aber:
0; x €[0,1)
lim f,, (z) =

k—o0
1; sonst

und somit

lm sup |fn,(z) — f(z)]= lim 1=1#0.
k—o0 z€[0,1] k—o0

Da M, nicht relativ kompakt ist, ist M7 auch nicht kompakt.



(2) Wir nutzen den Satz von Arzela-Ascoli:

Seien (X, d,) ein kompakter metrischer und (Y, d,) ein vollstindiger metrischer Raum. Eine Teil-
menge F von (C(X,Y),dc) mit

dc(f,g) = sup dy(f(z),g(x)),

zEX
ist genau dann relativ kompakt, wenn gilt:
(a) Fir alle x € X ist F(x) = {f(z): f € F} relativ kompakt.
(b) F ist gleichmapig gleichgradig stetig, d. h.

Ve>0 36>0 VfeF VayeX: dole,y) < = dy(f(2),f(y)) <e

Damit wagen wir uns an My C C([0, 1], R) und folgern:

]
(a) Fiir alle z € [0,1] ist Ma(z) = {f(z) : f € Ma} relativ kompakt. Ist ndmlich (2, )nen eine Folge in My (z)
(d.h. z, = fp(x) fir ein f,, € Ms) so gilt:

|zn| = |fo(z)] <z < max z=1.
z€[0,1]

Also ist (x,,)nen beschriankt und besitzt daher nach Bolzano- Weierstraf§ eine konvergente Teilfolge.

(b) M, ist gleichgradig stetig. Denn zu gegebenem & > 0 wihlen wir § := ¢ und erhalten fiir f € Ms und
x,y € [0,1] mit |z — y| < 4:

|f(x) = fly)] < Jnax, -z —yl < grél[gﬁ]i o =e.

Also ist My nach Arzela-Ascoli relativ kompakt.

(3) Analog wie in (2) sieht man auch hier, dass M3 relativ kompakt ist.

Prasenzaufgabe 3:

Zeige: Im Raum LP(]0, 1]) (den wir als Vervollstindigung des Raumes stetiger Funktionen eingefiihrt haben) gilt die
Minkowski’sche Ungleichung.

Losung:

Wir verwenden, dass wir bereits wissen, dass die Ungleichung fiir stetige Funktionen gilt. Seien f,¢g € LP([0,1])
und f,, g, Folgen stetiger Funktionen, die f bzw. g in der LP-Norm approximieren. Wenn f, — f und g, — g,
konvergiert auch f,, + g, — f + g. Es gilt ebenfalls || full, — |fll, (da |[|fallp = I fllp] < |fa — fllp = 0 nach der
Dreiecksungleichung) und damit erhalten wir

1 +glly = T 1+ gnlly < Tin 1 fullp + llgnlly = 171 + gl

Dieses Vorgehen ist typisch, wenn man (Un)gleichungen auf Riume {iibertragen will, die als Vervollstdndigung de-
finiert sind. Man muss dabei unbedingt darauf achten, dass die Terme tatséchlich konvergieren, wenn man in der
gegebenen Norm approximiert. (Was in unserem Fall gut funktioniert, da diese Terme ja gerade Ausdriicke in der
Norm sind.)

Prasenzaufgabe 4:
Zeige: Fiir a < b € R ist

(C>([a,b]), [ - [l2) = (C(la, b)), [ - ll2)-
Hinweis: Analysis III, Blatt 6, HA 1.

Losung:



Da C*°([a,b]) C C([a,b]) ist natiirlich auch (C*>([a, b)), || - ||2) € (C([a,b]),] - ||2)- Sei nun andersherum f € C(]a, b]).
Dann definieren wir

1
cex s el <1
¢:R—R, ¢(z):= p<w2—1> = :

wobei ¢ € (0,00) so gewahlt wird, dass

/Rgb(x)dle.

Setzen wir ¢5 = 67 '¢ (%) und definieren die Faltung von ¢; und f durch

(65 % ) (z) == / os(x — ) f(y) dy = / 65 (1) (x — y) dy

folgt nach Analysis 111, Blatt 6, Hausaufgabe 1:

e Fiir 6 passend gewihlt ist ¢s € C5°([a,b]) und damit das Integral wohldefiniert.

e In der || - |[o-Norm gilt: (¢s * xr) —— f(x) fiir alle z € R.
In d N 1t: (o5 % f) () 2% f(z) fiir all R

Folglich kénnen wir jede stetige Funktion durch unendlich oft differenzierbare Funktionen approximieren, d.h.

(C([a, b, - ll2) € (€ ([a, b]), - ll2) = (C([a,b]), ]I - ll2)  (C=([a,b]), ][ - ll2) -



