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Losungsvorschlag zu den Prisenzaufgaben der 7. Ubung

Prasenzaufgabe 1:

Zeige: Sei X normierter Raum und M ein endlichdimensionaler Unterraum. Dann gibt es zu jedem z € X ein z € M
mit [l — z|| = inf,enr 2 -y

Losung:
Sei x € X vorgegeben und d := dist(z, M) = inf, e ||z —yl|| . Dann gibt es eine Folge (yy,)nen mit lim ||z —y,| =d,
n—oo

die wegen |lyn|l < ||x — ynl| + ||z|| beschrinkt ist. Sie enthilt eine konvergente Teilfolge. (Wir nennen diese wieder
(yn) und ihren Grenzwert z.) Dariiberhinaus ist M als endlich-dimensionaler normierter Raum abgeschlossen, sodass
z:= lim y, € M und

n— oo

inf fla —yll = lim o= yall = o~ 2],

Prisenzaufgabe 2:

Betrachte (fiir passend klein gewiihltes € > 0) auf /2(R) und dem Unterraum
X = {=; fiir nur endlich viele ¢ gilt x; # 0}

(T = {0 i=1

exi_1 1> 1.

den Shiftoperator

Was geht beim Anwenden des Satzes iiber die Neumannsche Reihe schief?

Loésung:
Hier existiert die Inverse (I — T)~! nicht. Zwar ist

00 1/2 0o 1/2
ITz]s = (Z |exn|2> =c- (Z |xn|2> — e,
n=1 n=1

also ||T|| = ¢ und die Neumann’sche Reihe fiir ¢ < 1 daher existent ((I — T)~! liisst sich als Abbildung: I* — [?
bilden), aber

oo
(I — T)ilel = ZT”€1 =TIe; +Te —|—T2€1 + ... = (5k71)keN §_Z X.
n=0

Der Knackpunkt liegt bei dem Unterraum X C [?(R). Dieser ist némlich nicht abgeschlossen und daher auch nicht
vollstéindig. Betrachte dazu die Folge (z%);eny C X mit

) ntn<i
Ty =
n .
{ 0 :n>i.
Dann gilt

N v !
||xi—<i>n||z=(2<wi—i>2> =<Z<i>2> SO0 R

n=1 n=t

also 2 — (%), € X fiir i — oo.

1
n



Prasenzaufgabe 3:
Gegeben sei f: (o, || - [|o) — R, definiert durch

x) = Z 27"z,
n=1
fiir alle z = (x,,) € co.

a.) Zeige: f € (co, ||+ |loo)’-

b.) Berechne die Operatornorm von f. Nimmt f seine Operatornorm in einem z € ¢g an?

Losung:
a.) Sei x := (xy)nen € co C I*°. Dann ist f wegen

,nxn

oo
<suplz|- > 27" =1+ [zl
neN _

wohldefiniert, beschrinkt und wegen
ax+ﬂy :Z axn+/Byn *0422 xn+ﬂz2 yn*af()‘kﬂf(y)
n=1 n=1 n=1
linear und daher insbesondere (linear und beschrénkt) stetig.

b.) Nach Teilaufgabe a.) ist
Il = Sup (@) < 1.

k.— (xfb)neN mit

k 1:n<k
x, =
0:n>k

Betrachten wir nun die Folgen z

folgt
b 1— 9 k-1
=Y 2= —1=1-2F 1 fiir k—oo
— 1—-2-
und somit
IfIl = 1.
f nimmt die Norm in keinem x € ¢y an, denn dazu miisste f die Norm auf einem x mit Norm 1 annehmen;
damit aber fiir ein 2 € [°° mit ||z|| = 1 auch

)
2.
n=1

~™ =1) dann z,, = 1 sein fiir alle n. Diese Folge konvergiert aber nicht gegen 0, liegt

gilt, muss (wegen » | 2
also nicht in ¢g.



