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4. Ubung zur Funktionalanalysis | im SS 2013

Prasenzaufgabe 1:

Welche Mengen sind in R™ relativkompakt?

Prisenzaufgabe 2:

Untersuche die folgenden Mengen auf relative Kompaktheit in (C([0, 1]), || - ||oo):
M, ={feC(0,1]) | f(z)=2", n € Ny},

My ={f € C'((0,1) | 1f(@)| <, |f(@)| <a ¥ ae0,1]},
My = {f € C'([0,1]) | £(0) =0, |f'(x)| < 2+sin(ma) ¥ x € [0,1]}.

Prasenzaufgabe 3:

Zeige: Im Raum LP([0, 1]) (den wir als Vervollstindigung des Raumes stetiger Funktionen eingefiihrt haben) gilt die
Minkowski’sche Ungleichung.

Prasenzaufgabe 4:

Zeige: Fiir a < b € R ist

(€>([a,b]), [ - [l2) = (C(la, b)), || - ll2)-
Hinweis: Analysis III, Blatt 6, HA 1.

Hausiibungen
Abgabe: 8.5.2013, 6 Uhr

Hausaufgabe 1:

Es sei F eine Familie von Funktionen auf [0, 1], deren Supremum jeweils durch C beschrénkt sei. Zu jedem f € F defi-
niere Fy(z) = [, f(t) dt. Zeige: Jede Folge in der Menge {Fy; f € F} enthilt eine gleichmaRig konvergente Teilfolge.

Hausaufgabe 2:
Ist die Einheitskugel des Raumes [? kompakt? Ist sie relativkompakt?

Hausaufgabe 3:

Beweise oder widerlege:
a) Kompakte Mengen sind beschrénkt.

b) Kompakte Mengen sind vollsténdig.



Hausaufgabe 4:

Fiir 0 < @ <1 sei der Raum der auf [0, 1] zum Exponenten « Holder-stetigen Funktionen definiert durch
Co([0,1]) :=={f : [0,1] = R | |flo.a < 00},

e @)~ Fw)
z) —
[ flo,a = sup ay .
oty |z =yl
Zeige:
a.) Eine Funktion f € C%%([0,1]) ist genau dann konstant, wenn |f|o , = 0.

b.) Fiir f € C%*([0,1]) sei
1fllo.a := LF(O)] + [ flo,a-

Dann ist || - [|o,o eine Norm auf C%*([0, 1]).
c.) Es gilt C%([0,1]) € C([0,1]) und || f|leo < || f]l0, fiir alle f € C%([0,1]).
d.) (C%([0,1]), ]l - |lo,a) ist ein Banachraum.

e.) Die Menge
Boo i={f € C%*([0,1]) | [|fllo, <1}
ist relativ kompakt in (C([0,1]), ]| - |loo)-

f.) Warum betrachten wir nicht C%([0,1]) fiir o > 1?

Hausaufgabe 5:
Wir definieren fiir p > 1 und 2 C R”

1
p
[ull1p = </ |u\p+/ IU’I”)
Q Q

a) Dieser Ausdruck definiert eine Norm auf dem Schnitt der Menge C'(Q) der stetig differenzierbaren Funktionen
mit LP(Q).

Zeige

b) Bestimme die Vervollstéindigung von C1(€2) beziiglich dieser Norm und zeige, dass sie mit der Menge W1 ()
derjenigen LP-Funktionen u iibereinstimmt, zu denen eine LP-Funktion v existiert, sodass fiir alle ¢ € C*°(Q)

gilt: [, o'u=— [, pv.



