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Kurzfassung

In dieser Arbeit wird eine mikropolare Plastizitéatstheorie fiir finite Deformationen, die kinema-
tische und isotrope Verfestigung beriicksichtigt, entwickelt. Charakteristische Eigenschaften der
Theorie sind die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten und des mikropolaren
Rotationstensors in entsprechende elastische und plastische Anteile. Das Elastizitatsgesetz wird
vom Zweiten Hauptsatz der Thermodynamik hergeleitet. Aulerdem wird fiir die Definition der
FlieSfunktion ein Spannungstensor verwendet, der auf dem Mandelschen Spannungstensor im
Rahmen der klassischen (nichtpolaren) Plastizitit basiert. Das Fliegesetz wird von dem Postu-
lat von II'iushin hergeleitet, welches fiir mikropolare Kontinua angemessen formuliert wird. Die
Verfestigungseigenschaften werden in die freie Energie und die FlieSfunktion einbezogen, wobei
die entsprechenden Evolutionsgleichungen als hinreichende Bedingungen fiir die Giiltigkeit der
sogenannten inneren Dissipationsungleichung hergeleitet werden. Auf diese Weise wird fiir die
erarbeiteten mikropolaren Plastizitatsgesetze die thermodynamische Konsistenz gesichert.

Um beliebige mechanische Strukturen als Anfangsrandwertprobleme betrachten zu koénnen,
muss das entwickelte konstitutive Modell mittels eines numerischen Verfahrens umgesetzt wer-
den. In der vorliegenden Arbeit geschieht dies mit Hilfe der Methode der finiten Elemente. Aus
der starken Form des quasistatischen Randwertproblems werden die schwache Formulierung
des Gleichgewichts fiir mikropolares Materialverhalten und die konsistente Linearisierung der
schwachen Form hergeleitet. Auf der Basis dieser Grundgleichungen erfolgt die Beschreibung
der Methode der finiten Elemente mittels Einfithrung einer Diskretisierung und einer isoparame-
trischen Interpolation. Bei der Integration der Gleichungen findet das Operator-Split-Verfahren
Anwendung. Aus den Gleichungen auf Elementebene werden die globalen Gleichungen assem-
bliert und in einer globalen Gleichgewichtsiteration gelost. Die Finite-Elemente-Methode kann
auf beliebige Elementformulierungen angewandt werden. Hier wird ein eigenstandig entwickeltes
dreidimensionales 8-Knoten-Volumenelement mit Verschiebungs- und Rotationsfreiheitsgraden
betrachtet. Dieses Element wird iiber die Benutzerschnittstelle UEL in das kommerzielle Finite-
Elemente-Programm ABAQUS implementiert.

Es wird gezeigt, dass die entwickelte mikropolare Plastizitatstheorie in der Lage ist, Langenska-
leneffekte im Materialverhalten wiederzugeben. Dazu wird die Torsion eines Vollzylinders disku-
tiert. Die berechneten Ergebnisse werden qualitativ mit experimentellen Resultaten verglichen.
Die Finite-Elemente-Berechnungen demonstrieren, dass bei kleinen Geometrien die Berticksich-
tigung kinematischer Verfestigung auch fiir Deformationen mit monotonen Belastungen sehr
wichtig ist. Dies ist ein wesentlicher Unterschied zu den klassischen Plastizitatsmodellen. Un-
terschiede auch hinsichtlich der Effekte zweiter Ordnung wurden bei der einfachen Torsion
festgestellt. Weitere Figenschaften der konstitutiven Theorie werden anhand einer gelochten
Platte unter Zugbeanspruchung veranschaulicht. Fiir die gelochte Platte sagt die Theorie fiir
mikroskopische Geometrien Langenabhangigkeiten voraus. Bei grofleren Probengeometrien mit
Einschniirung ist fiir die Beschreibung von Langenabhingigkeiten die Berticksichtigung von
Schéadigung erforderlich.



Abstract

A finite deformation micropolar plasticity theory exhibiting kinematic and isotropic hardening
is developed. Characteristic features of the theory are the multiplicative decomposition of the
deformation gradient and the micropolar rotation tensor into elastic and plastic parts, respec-
tively. The elasticity law is derived from the second law of thermodynamics in the form of the
Clausius-Duhem-inequality. Also, in defining the yield function use is made of a stress tensor,
which corresponds to the Mandel stress tensor within the framework of classical (nonpolar)
plasticity. The flow rule is obtained from the postulate of II'iushin, which is formulated appro-
priately for micropolar continua. The hardening properties are incorporated in the free energy
and the yield function, the associated evolution equations being derived as sufficient conditi-
ons for the validity of the so-called internal dissipation inequality. This way, the established
micropolar plasticity laws are thermodynamically consistent.

In order to be able to regard arbitrary mechanical structures as initial boundary value problems,
the developed constitutive model together with the related field equations have to be integrated
numerically. In this work this happens with the help of the finite element method. From the
strong form of the quasi-static boundary value problem the weak formulation of the equilibrium
for micropolar material behavior and a consistent linearization are derived. On the basis of
these principal equations the description of the finite element method takes place by means of
an introduction of a discretization and an isoparametric interpolation. For integration of the
equations an operator split procedure was used. From the equations on element level the global
equations are assembled and solved in a global equilibrium iteration. The finite element method
can be applied to arbitrary element formulations. Here a three-dimensional 8-node-volume ele-
ment with translational and rotational degrees of freedom is developed and implemented into
the commercial finite element program ABAQUS.

It is shown that the developed micropolar plasticity theory is able to describe length scale
effects in the material behavior. In particular the torsion of a solid cylinder is discussed. The
predicted results are compared qualitatively with experimental results. It turns out that for small
specimens the presence of kinematic hardening is very important even for deformations due to
monotonic increasing loading. This is an important difference to the classical plasticity models.
Moreover differences with respect to second order effects were asserted. Further characteristics
of the constitutive theory are illustrated with reference to a plate with a hole under tensile
stress.
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1 Einfiihrung

1.1 Langenabhangigkeiten im Materialverhalten —
Gegenstand der Arbeit

In der Kontinuumsmechanik werden Stoffgesetze tiblicherweise in lokaler Form eingesetzt. In
diesem Sinne hangt der aktuelle Wert der Spannung an einem materiellen Punkt einzig und
allein von dem Zustand dieses Punktes sowie dessen Geschichte ab. Der Zustand benachbarter
Punkte spielt keine Rolle. Die mathematische Form der Gleichungen umfasst dabei algebraische
Gleichungen, gewohnliche Differentialgleichungen und Algebrodifferentialgleichungen. Aufgrund
des lokalen Charakters der zugrundegelegten Materialtheorie diirfen z. B. partielle Differential-
gleichungen im System der konstitutiven Gleichungen nicht vorkommen. Insbesondere stellt die
klassische Plastizitét eine lokale Theorie dar, bei der algebraische und gewohnliche Differential-
gleichungen in Abhéngigkeit von Fallunterscheidungen zum Tragen kommen. Ein besonderes
Merkmal lokaler Theorien besteht darin, dass bei geometrisch dhnlichen Problemen die Lo6-
sungen, sofern sie in geeignet entdimensionierter Form vorliegen, gleich bleiben.

Mit Hilfe lokal formulierter Materialmodelle ist es moglich, eine Reihe von Problemen aus dem
Bereich der klassischen Strukturmechanik erfolgreich zu diskutieren. Dafiir sind ausgereifte ma-
thematische Losungsalgorithmen, Verfahren zur Bestimmung von Materialparametern sowie ex-
perimentelle Methoden zur Erkundung materieller Eigenschaften entwickelt worden. Mit dem
heutigen Kenntnisstand wird es immer offensichtlicher, dass sich die Moglichkeiten lokaler Theo-
rien erschopfen, sobald die Abmessungen der Bauteile derart gewéhlt werden, dass sie in der
GroBenordnung innerer Léngenskalen im Material liegen. Ahnliches gilt auch fiir den Fall so-
genannter Lokalisierungen, bei denen sich die gesamte Deformationsanderung im Wesentlichen
in einem schmalen Bereich konzentriert. Eine Moglichkeit, solche Probleme zufriedenstellend
zu untersuchen, beruht auf der Vorstellung, dass die verschiedenen Zustandsvariablen abhangig
sind von hoheren Gradienten im Sinne einer asymptotischen Entwicklung funktionaler Bezie-
hungen. Bei Problemen der klassischen Strukturmechanik sind die Koeffizienten der hoheren
Gradienten vernachlassigbar klein im Vergleich zu den geometrischen Abmessungen des Pro-
blems und haben somit keinen nennenswerten Einfluss auf die Losungsmannigfaltigkeiten. Bei
geschickter Formulierung der Theorie ist es moglich, die bedeutenden Koeffizienten als innere
Langenskalen zu interpretieren. Vom Standpunkt der Materialtheorie aus betrachtet, spielen
innere Langenskalen in den klassischen Theorien keine besondere Rolle.

Der Sachverhalt andert sich, wenn beispielsweise Bauteile der Mikrosystemtechnik betrachtet
werden. Mikrosensoren, -ventile, -pumpen, usw. besitzen laterale Abmessungen, die in derselben
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Groflenordnung liegen konnen wie die inneren Langenskalen. Dasselbe gilt bei Lokalisierungen
in makroskopischen Proben. Die Breite der beobachteten lokalisierten Zone ist von der gleichen
GroBlenordnung wie die inneren Langenskalen. In diesen Féllen miissen hohere Gradienten im
System der Materialgleichungen beriicksichtigt werden. Das heift, dass nichtlokale Material-
gleichungen herangezogen werden miissen. Experimentelle Bestatigung dieser Vorstellungen lie-
fern einerseits die Mikrotorsionsexperimente von FLECK ET AL. [39] und die Mikrobiegeexpe-
rimente von STOLKEN & EVANS [84] und auf der anderen Seite die experimentellen Befunde
im Zusammenhang mit sogenannten Scherbéndern (siehe z.B. ZHU ET AL. [98] und die darin
zitierte Literatur). Es muss jedoch erwahnt werden, dass bei diesen Experimenten plastisches
Flielen immer vorhanden ist. Im rein elastischen Bereich sind Langenskaleneffekte hauptséchlich
bei geophysikalischen Materialien beobachtet worden (siche VARDOULAKIS [94]). Im atomaren
Bereich sind bei Metallen Langenskalenabhéngigkeiten auch bei rein elastischen Deformationen
in Form von Dispersionsrelationen bei Wellenausbreitungsphanomenen festgestellt worden, die
mit klassischen Elastizitétsgesetzen nicht beschreibbar sind (siche ERINGEN [35]).

Die Idee der systematischen Entwicklung einer nichtlokalen Kontinuumsmechanik geht auf die
Gebriider Cosserat im Jahre 1909 zuriick (siche COSSERAT [24]). Es folgten eine Reihe von
weiteren Entwicklungen sowohl fiir Fluide als auch fiir Festkorper. Im Folgenden werden einige
Stationen dieser Entwicklung skizziert, die von Interesse fiir die vorliegende Arbeit sind.

Um mikroskopische Effekte im Materialverhalten mit den Mitteln der Kontinuumsmechanik zu
erfassen, schlugen MINDLIN [73] und ERINGEN [36] vor, das Material als ein (Makro-)Kontinuum
mit Mikrostruktur (sog. Mikrokontinuum) zu beschreiben. Die Mikrostruktur stellt einen defor-
mierbaren Korper dar, der an den betrachteten materiellen Punkt angeheftet wird. Der Deforma-
tionsgradient der Mikrostruktur ist einerseits von dem betrachteten materiellen Punkt des Ma-
krokontinuums und andererseits von der Lage innerhalb des Mikrokontinuums abhéangig. Zwei
Sonderfalle sind wegen ihrer einfachen Form sehr wichtig: Der erste Fall ergibt sich, wenn das
Mikrokontinuum einen starren Korper darstellt, wihrend im zweiten Fall das Mikrokontinuum
nur homogene Deformationen erfahrt. In beiden Fallen andert sich der Deformationsgradient des
Mikrokontinuums nur von Punkt zu Punkt des Makrokontinuums. Die Theorie berticksichtigt
demnach neben dem Deformationsgradienten des Makrokontinuums auch den Deformations-
gradienten des Mikrokontinuums und seinen Gradienten relativ zu den Ortskoordinaten des
Makrokontinuums. Damit werden in einer phanomenologischen Art und Weise Langenabhéngig-
keiten in das System der Materialgleichungen eingefiihrt. Die resultierende Kontinuumstheorie
heifft mikropolar oder mikromorph, je nachdem ob der Deformationsgradient des Mikrokontinu-
ums eine Rotation oder eine beliebige homogene Deformation beschreibt. Diese Begriffsbildung
geht auf ERINGEN [36] zurtick. Wie von MINDLIN [73] gezeigt, ist eine mikromorphe Theorie in
der Lage, die erwahnten Dispersionsrelationen bei Wellenausbreitungsphanomenen wiederzuge-
ben.

Eine wichtige FEigenschaft mikropolarer und mikromorpher Theorien ist, dass neben dem Span-
nungstensor sogenannte Momentenspannungen in Erscheinung treten. Die praktische Bedeutung
dieses Sachverhalts fiir einen mikropolaren elastischen Kérper wurde von SCHAFER [76] anhand
der reinen Biegung eines Balkens demonstriert. Eine Beziehung zwischen dem mikropolaren
Kontinuum und Modellen der Versetzungstheorie wurde zuerst von GUNTHER [45] hergeleitet.



1.1 Langenabhangigkeiten im Materialverhalten — Gegenstand der Arbeit

Wie spéater von KRONER [56] nachgewiesen, sind mit gegebener Versetzungsdichte auch die
sogenannten Kriimmungen des mikropolaren Kontinuums gegeben.

Mikropolare und mikromorphe Kontinua stellen nicht die einzige Moglichkeit dar, innere Langen-
skalen mittels partieller Differentialgleichungen zu modellieren. Eine weitere Moglichkeit ist
z.B. die Gradiententheorie von AIFANTIS [3]. Diese Theorie ist attraktiv, weil sie ohne Mo-
mentenspannungen auskommt und in Bezug auf andere Theorien weniger Materialparameter
enthélt. Leider ist es bisher nicht gelungen, solche Theorien in zufriedenstellender Weise in einen
thermodynamischen Rahmen einzubetten. Aus diesem Grund werden diese in der vorliegenden
Arbeit nicht weiter betrachtet. Da ferner mikromorphe Theorien mehr Materialparameter als
mikropolare enthalten, werden nur mikropolare Theorien betrachtet.

Obwohl eine mikropolare Elastizitatstheorie relativ frith entwickelt wurde, sind mikropolare
Plastizitatstheorien erst in den achziger Jahren eingefiihrt worden. Probleme bei der Behand-
lung von Randwertaufgaben mit lokalen Stoffgesetzen und materialabhéngiger Entfestigung
(sog. softening) war in den meisten Beitrdgen der Anlass dafiir. Bei solchen Féllen werden
Netzabhangigkeiten in den Finite-Elemente-Losungen beobachtet, wenn sogenannte kritische
Lasten iiberschritten werden. Mathematisch bedeutet dies, dass das quasistatische Problem
die Eigenschaft der Elliptizitat verliert und nicht mehr wohl gestellt ist. Folglich konvergie-
ren die Losungen nicht mehr bzw. werden netzabhangig. Um solche Probleme zu regulari-
sieren, wurden mikropolare Plastizitdtstheorien eingesetzt (siehe z.B. DE BORsT [15], [16],
DE BORST & MUHLHAUS [17], DIETSCHE & WILLAM [33], DIETSCHE ET AL. [32], TEJCH-
MAN & Wu [85], MUHLHAUS & VARDOULAKIS [71], VARDOULAKIS [94], STEINMANN [81],
[83]). Auf der anderen Seite hatten die Rechnungen von SCHAFER [76] gezeigt, dass signifikante
qualitative Unterschiede zwischen klassischer und mikropolarer Elastizitat entstehen konnen,
wenn eine der Bauteilabmessungen hinreichend klein wird. Vom Standpunkt der Modellierung
von Materialeigenschaften ist es deswegen einleuchtend, zur Beschreibung des Verhaltens von
diinnen Filmen oder von Bauteilen der Mikrosystemtechnik mikropolare Modelle einzusetzen.
Das Gleiche gilt fiir mechanische Systeme mit makroskopischen Abmessungen, wenn damit
Aspekte der inneren Struktur des Materials in einfacher Weise berticksichtigt werden konnen.
So wurden z. B. von LIPPMANN [62], DIEPOLDER ET AL. [31] und LACHNER [57] mikropolare
Plastizitatsmodelle eingefithrt, um die Rotation von K&rnern bei polykristallinen Materialien
wahrend des plastischen Flielens zu beriicksichtigen. Interessante mikropolare Plastizitatstheo-
rien wurden auch von BESDO [12], [13] und STEINMANN [81] vorgeschlagen.

Die bisherigen Ausfiithrungen rechtfertigen die Modellierung etwa von metallischen Bauteilen der
Mikroelektronik oder metallischen diinnen Filmen im Rahmen der mikropolaren Plastizitat. In
der Regel werden solche mechanischen Systeme zyklischen Belastungen unterworfen, so dass
die Beriicksichtigung einer kinematischen Verfestigung sehr wichtig ist. Allerdings wurde eine
kinematische Verfestigung nur in FOREST [41] und FOREST ET AL. [40] angenommen, wobei
diese lediglich im Sinne der Kristallplastizitat mit Hilfe skalarer Variablen beriicksichtigt wurde.
AuBlerdem ist die Theorie in den meisten Fallen rein mechanisch formuliert. Eine Ausnahme
stellt die Arbeit von STEINMANN [81] dar, bei der isotrope Verfestigung in thermodynamisch
konsistenter Form angenommen wurde. Der Term thermodynamisch konsistent driickt in der
vorliegenden Arbeit die Eigenschaft aus, dass der zweite Hauptsatz der Thermodynamik standig
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erfiillt wird. Somit lautet das Ziel der vorliegenden Dissertation eine thermodynamisch kon-
sistente Plastizitatstheorie zu entwickeln, welche sowohl isotrope als auch kinematische Ver-
festigung berticksichtigt. Die Theorie soll fiir grofle Deformationen formuliert werden. Dies ist
bei zahlreichen praktischen Problemen, z. B. dem Eindruckversuch (sog. microidentation) oder
der Mikrobiegung einer diinnen Folie, von Bedeutung. Bei solchen experimentellen Vorgangen
treten in der Tat grofle Deformationen bzw. grole Rotationen in Erscheinung. Bei klassischen
Plastizitatsmodellen haben sich Evolutionsgleichungen mit Erzeugungs- und Begrenzungster-
men sehr bewéahrt. Solche Anséitze beschreiben nichtlineare Verfestigungseffekte, wie z. B. die
Armstrong-Frederick Gleichung fiir kinematische Verfestigung. Ein Aspekt der vorliegenden
Arbeit ist es, Evolutionsgleichungen fiir die mikropolare Plastizitiat zu erhalten, welche die
Struktur von Erzeugungs- und Begrenzungstermen besitzen. SchlieBlich ist bekannt, dass bei
klassischen Plastizitatstheorien, die auf dem Konzept der Zwischenkonfiguration basieren, der
sogenannte Mandelsche Spannungstensor eine entscheidende Rolle spielt. Um die thermody-
namische Konsistenz bei kinematischer Verfestigung zu sichern, wird angenommen, dass der
Translationstensor (sog. back-stress tensor) auch mit der mathematischen Struktur eines Man-
delschen Spannungstensors angegeben werden kann (siehe TSAKMAKIS [89]). Es ist dann von
Interesse, die Frage zu klaren, ob sich solche bewahrten Methoden in geeigneter Form auf die
mikropolare Plastizitat iibertragen lassen.

1.2 Aufbau der Arbeit

Nach einigen einfiihrenden Notationen und Definitionen, werden in Kapitel 2 die kinematischen
Grundlagen der Theorie polarer Medien vorgestellt. Dieses beinhaltet die kinematischen und
dynamischen Variablen, die fiir die Formulierung der Theorie notwendig sind. Der thermodyna-
mische Rahmen fiir mikropolare Plastizitiat wird in Kapitel 3 erarbeitet. Das Elastizitatsgesetz,
die Flie- und Verfestigungsregeln werden aus dem Zweiten Hauptsatz der Thermodynamik, dem
Postulat von II'iushin und der inneren Dissipationsungleichung abgeleitet. Dies liefert ein elasto-
plastisches Materialmodell fiir das mikropolare Kontinuum. In Kapitel 4 werden die Gleichungen
fiir die Finite-Elemente-Methode hergeleitet. Insbesondere wird auf die Variationsformulierung,
die Linearisierung und die Losung des nichtlinearen Problems eingegangen. In Kapitel 5 wird
gezeigt, dass die entwickelte mikropolare Plastizitatstheorie in der Lage ist, Langenskaleneffek-
te im Materialverhalten wiederzugeben. Dazu wird die Torsion eines Vollzylinders diskutiert.
Weitere Eigenschaften der konstitutiven Theorie werden anhand einer gelochten Platte unter
Zugbeanspruchung veranschaulicht. Die Arbeit endet mit einigen abschlieBenden Bemerkungen.

1.3 Voraussetzungen und Notation

Betrachtet werden isotherme Deformationen. (t) bezeichnet dabei die materielle Zeitableitung
einer Funktion ¢(t), wobei ¢ die Zeit ist. Da die Verformungen unabhéngig vom Ort im Raum
sind, wird in dieser Arbeit von nun an kein expliziter Bezug zur raumlichen Koordinate mehr
vorgenommen. Ublicherweise wird zur Beschreibung einer Funktion und des Funktionswertes



1.3 Voraussetzungen und Notation

an einer Stelle dasselbe Symbol verwendet. Wenn jedoch mit verschiedenen Reprasentationen
derselben Funktion gearbeitet wird, wird oft auf unterschiedliche Symbole zuriickgegriffen. Fiir
ein reelles = bezeichnet (x) die Funktion mit

r wenn x>0 |
(x) = (1.1)
0 wenn z <0

Tensoren zweiter Stufe sowie Vektoren werden mit fettgedruckten Buchstaben gekennzeichnet.
So bezeichnen im einzelnen a - b, a x b und a ® b das innere Produkt, das Vektorprodukt
und das dyadische Produkt zweier Vektoren a und b. Fiir zwei Tensoren zweiter Stufe A und
B bedeuten trA, det A und A” die Spur, die Determinante und die Transponierte, wihrend
A - B = tr(AB7) das innere Produkt zwischen A und B und ||A|| = VA - A die Euklidische
Norm von A ist. Weiterhin stellt

1= 51']'61' &® €; (12)

i,7 = 1,2,3, den Einheitstensor zweiter Stufe dar, wobei 6;; = 5; = 5f das Kronecker-Delta
und {e;} eine orthonormale Basis im dreidimensionalen Euklidischen Vektorraum ist, in dem
die Bewegung eines materiellen Korpers betrachtet wird. Auflerdem werden die Notationen
AP = A — $(trA)1 fiir den Deviator von A und AT~ = (A~ benutzt, wenn A~ existiert.

Tensoren dritter und vierter Stufe werden mit kalligraphischen fettgedruckten Buchstaben dar-
gestellt. Seien IC, P zwei Tensoren vierter Ordnung, A ein Tensor zweiter Stufe und v, w zwei
Vektoren, dann gilt beziiglich der orthonormalen Basis {e;} Folgendes: Werden IC, P, A und
v, w durch I = Kjje;, ®e; @ e, ®e, P =Piue ®e; @e, e, A= A;e ®e; dargestellt
(héufig auch A;; = (A);;) und sind v = v;e;, w = w;e;, dann gilt

KP = KijmnPmnk € Q€; Qe, Qe

’CT:ICijkl eVe Ve e; |

KIA] = KijmnAmn € @€
A’=AA=A;Ape;@e, , (A2=ATTATYH |

Av = Aijvj e, .,

00 N o Ol W

N N N e
— = = = =
N — — — ~— —

Alv,w] =v - Aw = v;A;;w,
Daher ist fiir zwei Tensoren zweiter Stufe A, B und einen Tensor vierter Stufe IC

A KB]=B-KT[A] . (1.9)

Der Einheitstensor vierter Stufe wird mit Z bezeichnet
I=0mljne;Qe;Re, e, (1.10)
und besitzt die Eigenschaft

IT=E+J (1.11)
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mit

—_

E = Simjn e Re,® €; ® e, = _<5ij5mn + 5'm5m]) e e, ® €; e, ’ (112)

\V)

1
j - \7imjn €; & €nm ® ej & e, = 5(51]5mn - 6zn5m]) €; 03y €em X ej ® €n . (113)

Daher gilt fiir den symmetrischen und den antisymmetrischen Anteil eines beliebigen Tensors
zweiter Stufe A, bezeichnet mit Ag und A4

As=E[A] | (1.14)

A,=J[A] , (1.15)
wahrend

TA]=A . (1.16)

Der Tensor vierter Ordnung mit der Eigenschaft
S[A] = A" (1.17)
wird mit & bezeichnet. Jeder isotrope Tensor vierter Ordnung IC besitzt die Darstellung
K=kh1®1+kI+kS |, (1.18)
wobei kq, ko, ks skalare Grofien sind.

Seien a, ¢, v Vektoren. Dann gilt

vx(c®a):=(vxc)®a |, (1.19)

(c@a)xv:i=(cxv)®a |, (1.20)
so dass

vx(c®a)=—(c®a)xVv . (1.21)

Weiterhin ist

(Aax Ac)-Av = (detA)(axc) v . (1.22)
Fiir einen antisymmetrischen Tensor zweiter Stufe W mit dem axialen Vektor w

w=axl(W) , W =Spn(w) |, (1.23)
gilt

Wec=wxc . (1.24)



1.3 Voraussetzungen und Notation

Jeder Rotationstensor R lasst sich als Exponentialabbildung eines antisymmetrischen Tensors
W angeben
2 W3

R = exp(W) = exp(Spn(w)) = 1+W+7+?+... , (1.25)

wobei w der axiale Vektor von W ist. Die Exponentialabbildung wiederum lasst sich auch in
geschlossener Form angeben (Euler-Rodrigues-Formel)

sin(|w|)

@]

R = cos(|w|)1 +

Spn(w) + (wWew) . (1.26)

Ein Tensor dritter Stufe M = M, i e; ® e; ® ey, erfiillt die Beziehung
Mlc,a,v] = M;ji(e;-c)(ej-a)(eg-v) . (1.27)

Ist A = A;;e; ® e; ein Tensor zweiter Stufe, dann fithren AM, MAT und Ao M = Mo AT
auf Tensoren dritter Stufe, fiir die gilt

AM = M (Ae;) ® e; @ ey = ApiMijre, ®e; e, (1.28)
MAT = Mijre; ®@e; ® (Aer) = MijrAmie; @ e; R e, (1.29)
Ao M=MoAT .= Mijre; @ (Ae)) ® e, = M;jpAne Qe, e (1.30)

wobei M[A] den Vektor

reprasentiert. Fiir einen gegebenen Tensor A wird ein linearer Operator £(A) eingefiihrt, der
wie folgt auf den Raum aller Tensoren dritter Stufe wirkt:

So gilt fiir den Spezialfall M = B®u, in dem B und u ein Tensor zweiter Stufe und ein Vektor
sind,

AM=AB®u)=(AB)®u |, (1.33)
MAT = BeuA" =B® (Au) |, (1.34)
AoM=MoA" = (BAT)®u (1.35)
M]c,b,v] =Bjc,b](u-v) = (c-Bb)(u-v) . (1.36)

Ist B antisymmetrisch mit dem zugehorigen axialen Vektor wy, so ist

Mic,a,v]=c- (wp xa)(u-v)=—c-(ax w,@u)v
=—(axwp®u)c,v] = ((wp ®u) x a)lc,v] . (1.37)
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1.4 Symbole

Fettgedruckte Arabische Zahlen

1 Einheitstensor zweiter Stufe
0 Nullvektor, Nulltensor

Fettgedruckte Lateinische GroBbuchstaben

TERQATMOQW

o

SHHHREA<aaRRREDEO T

N N

(e}

Linker Cauchy-Green-Tensor

Rechter Cauchy-Green-Tensor

Symmetrischer Anteil des raumlichen Geschwindigkeitsgradienten L
Deformationsgradient, globaler Kraftvektor

Krummliniger Basisvektor in der Referenzkonfiguration R

Krummliniger reziproker Basisvektor zu G;

Mikropolarer Krimmungstensor zweiter Stufe, globale Steifigkeitsmatrix
Raumlicher Geschwindigkeitsgradient

Mandelscher Spannungstensor in der Zwischenkonfiguration

Mandelscher Momentenspannungstensor in der Zwischenkonfiguration
Rotationstensor bei iiberlagerter Starrkorperrotation

Rotationtensor, Rotationtensor aus der polaren Zerlegung von F

Rotationtensor des mikropolaren Kontinuums

Gewichteter Cauchyscher Spannungstensor

Gewichteter Momentenspannungstensor

Cauchyscher Spannungstensor

Momentenspannungstensor

Rechter Strecktensor aus der polaren Zerlegung von F

Rechter mikropolarer Strecktensor

Linker Strecktensor aus der polaren Zerlegung von F

Linker mikropolarer Strecktensor

Antisymmetrischer Anteil des rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten L

Innere Variable vom Dehnungstyp zur Beschreibung der kinematischen Verfestigung
Innere Variable vom Kriimmungstyp zur Beschreibung der kinematischen Verfestigung
Ortsvektor in der Referenzkonfiguration Rz

Linienelement in Rz mit Ortsvektor X

Innere Variable vom Spannungstyp zur Beschreibung der kinematischen Verfestigung
Innere Variable vom Momentenspannungstyp zur Beschreibung der

kinematischen Verfestigung
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Fettgedruckte Lateinische Kleinbuchstaben

b
bC
d

dii

S S S o >
‘<x><2<cﬂo .9555'5'

Volumenkraftdichte in der aktuellen Konfiguration R
Volumenmomentendichte in der aktuellen Konfiguration R,
Globaler Losungsvektor des Finite-Elemente-Problems
Knotenpunktsverschiebung

Knotenpunktsrotation

Kartesischer Basisvektor in der aktuellen Konfiguration R,
Krummliniger Basisvektor in der aktuellen Konfiguration R
Reziproker krummliniger Basisvektor zu g®

Mikropolarer Krimmungstensor

Menge aus inneren Zustandsvariablen

Basisvektor in der aktuellen Konfiguration R,
Einheitsnormalenvektor der Oberflache OR,
Warmeflussvektor bzgl. der aktuellen Konfiguration R;
Spannungsvektor

Momentenspannungsvektor

Verschiebungsvektor

Virtueller Verschiebungsvektor

Virtueller Rotationsvektor

Axialer Vektor eines antisymmetrischen Tensors zweiter Stufe W
Ortsvektor in der aktuellen Konfiguration R
Linienelement in Rz mit Ortsvektor x

Verallgemeinerter Verzerrungs-Kriimmungsvektor

Lateinische GroBbuchstaben

E
L
R
w

Dreidimensionaler Euklidischer Punktraum
Belastungsfaktor

Innere Variable vom Spannungstyp zur Beschreibung der isotropen Verfestigung

Leistung der inneren Krafte oder Momente pro Einheitsvolumen

Lateinische Kleinbuchstaben

;T O®

Spezifische innere Energie

FlieSfunktion

Innere Zustandsvariablen zur Beschreibung der Verfestigung
Skalarwertige Spannung

Anzahl der Elemente im Finite-Elemente-Modell

Anzahl der GauB-Punkte

Innere Variable vom Dehnungstyp zur Beschreibung der isotropen Verfestigung

Spezifische innere Warme pro Masse
Plastische Bogenlange
Zeit



1 Einfiihrung

Fettgedruckte Griechische GroBbuchstaben

I,  Antisymmetrischer Tensor zweiter Stufe in R,

®  Ortsvektor in der Referenzkonfiguration Ry

®; Direktoren in Ry

Ap Verallgemeinerter Verzerrungs-Kriimmungsvektor
' Antisymmetrischer mikropolarer Spintensor

Fettgedruckte Griechische Kleinbuchstaben

v, Axialer Vektor von I'y,

€ Mikropolarer Eulerscher Verzerrungstensor

¢  Vektor in der aktuellen Konfiguration R,

@, Direktoren in R,

o  Verallgemeinerter Spannungs-Momentanspannungsvektor

o. Eigendrehimpuls
x  Translationstensor (back-stress-couple-stress Tensor)
é’ Translationstensor der kinematischen Verfestigung
in der plastischen Zwischenkonfiguration R, (Spannungstyp)
éc Translationstensor der kinematischen Verfestigung

in der plastischen Zwischenkonfiguration R, (Momentenspannungstyp)
w  Axialer Vektor des mikropolaren Spintensors

Griechische Buchstaben

A Skalarwertige Differenz
0;j Kronecker-Delta

Y%  Konvektive Koordinaten

U Sperzifische Verzerrungsenergiefunktion

o  Massendichte in der aktuellen Konfiguration R,

Fettgedruckte Kalligraphische Buchstaben

Symmetrischer Anteil von Z

Einheitstensor vierter Stufe

Antisymmetrischer Anteil von Z

Liefert die Transposition eines Tensors zweiter Stufe
Mikropolarer Verzerrungstensor

20N,
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Kalligraphische Buchstaben

B Materieller Korper

Din: Innere Dissipation

F Funktional

Rr  Referenzkonfiguration

R;  Aktuelle Konfiguration

R:  Plastische Zwischenkonfiguration
X Materieller Kérperpunkt in B

Operatoren
axl Axialer Vektor eines Tensors zweiter Stufe
det Determinante
div Divergenz
exp Exponentialabbildung
GRAD Gradientenoperator in Bezug auf X
grad Gradientenoperator in Bezug auf x
tr Spur
Spn Antisymmetrischer Tensor zum axialen Vektor
Ve Gradientenoperator beziiglich Rz
Vg, Gradientenoperator beziiglich aktueller Konfiguration R
Vg, Gradientenoperator beziiglich plastischer Zwischenkonfiguration R;
L Linearer Operator
Indizes

Transponierte eines Tensors

Inverse eines Tensors

Symmetrischer Anteil eines Tensors
Antisymmetrischer Anteil eines Tensors
Deviator eines Tensors

Transformierte Grofie

Grofle in der aktuellen Konfiguration
Grofle in der Referenzkonfiguration

Elastischer Anteil

Plastischer Anteil

Verzerrung, Spannung
Krimmung, Momentenspannung

Grofle in der Referenzkonfiguration
Grofle in der plastischen Zwischenkonfiguration

11
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()
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Mikropolare Grofe
Gestorte Grofie

Anteil aus isotroper Verfestigung
Anteil aus kinematischer Verfestigung

Materielle Zeitableitung
Objektive Zeitableitung

GroBe zu Beginn (Zeit tp)
GroBe am Ende (Zeit t.)
Werte im ersten Operator
Werte im zweiten Operator



2 Grundlagen des mikropolaren
Kontinuums

In diesem Kapitel werden die Grundlagen des mikropolaren Kontinuums, wie sie in GRAM-
MENOUDIS & TSAKMAKIS [46] entwickelt wurden, beschrieben. Vieles davon greift auf Ideen
von STEINMANN [81] zuriick. Lehrbiicher zur klassischen Kontinuumsmechanik sind beispiels-
weise CHADWICK [22], GURTIN [48], LEIGH [59], FuNcG [43], [44], TRUESDELL ET AL. [87],
[86], WANG & TRUESDELL [96], MALVERN [68], MARSDEN & HUGHES [69], OGDEN [74],
LEMAITRE & CHABOCHE [60], ALTENBACH & ALTENBACH [5], BECKER & BURGER [10],
HaupT [50] und L1u [63].

2.1 Grundbegriffe der Kinematik

Betrachtet wird ein materieller Korper B, der im dreidimensionalen Euklidischen Punktraum E
den Raumbereich R einnimmt, welcher als Referenzkonfiguration bezeichnet wird. Dabei wird
angenommen, dass es sich um die Konfiguration handelt, die zur Zeit ¢ = 0 eingenommen wird.
Nach Wahl eines Ursprungs (Nullpunkts) in E, kann jeder materielle Kérperpunkt X aus B
durch den Ortsvektor X zum Punkt X in Rg, der von diesem materiellen Punkt eingenom-
men wird, identifiziert werden. Mit x wird der Ortsvektor zum Punkt z bezeichnet, der vom
selben materiellen Punkt zur Zeit ¢ in der aktuellen Konfiguration eingenommen wird. In dieser
Konfiguration nimmt der materielle Kérper B den Raumbereich R; in E ein.

Eine Bewegung des materiellen Korpers B in E ist eine mit der Zeit ¢t parametrisierte Schar von
Konfigurationen und stellt eine Abbildung

% (X,1) — x=%(X,1) (2.1)

dar, die fiir eine feste Zeit ¢ eine Inverse X = X(x,t) besitzt. Es wird angenommen, dass alle
Funktionen stetige Ableitungen bis zur gewiinschten Ordnung beziiglich raumlicher Variablen
und der Zeit t besitzen.

Der Deformationsgradient F, der zur Bewegung (2.1) gehort, ist gegeben durch

F—F(X,¢) = g—; _ GRADX | (2.2)

wobei det F > 0 vorausgesetzt wird. Hierbei muss unterschieden werden zwischen GRAD und

13



2 Grundlagen des mikropolaren Kontinuums

grad, die jeweils den Gradientenoperator in Bezug auf X und x darstellen. Der rechte Cauchy-
Green-Tensor C und der linke Cauchy-Green-Tensor B sind gegeben durch

C=F'F=0?% |,
B=FF' =Vv? |

wobei U und V jeweils den rechten und linken Strecktensor darstellen. Sie sind symmetrische
und positiv definite Tensoren zweiter Stufe und kommen in der polaren Zerlegung von F

F=RU=VR (2.5)

vor, wobei R ein eigentlich orthogonaler Tensor zweiter Stufe ist.

2.2 Mikropolares Kontinuum

Ein mikropolares Material wird in Anlehnung an ERINGEN [35] und ERINGEN & SUHUBI [38]
als ein Kontinuum definiert, bei dem an jeden einzelnen materiellen Punkt eine Substruktur
angeheftet ist. Diese verhéalt sich wie ein starrer Korper, der rotieren kann und den Rotations-
tensor R = R(X,t) besitzt. Der Tensor R stellt demnach, genauso wie der Deformations-
gradient F, ein Zweipunkttensorfeld dar, so dass R(X,t) auf einen Ortsvektor ® wirkt, der an
einen Punkt mit Ortsvektor X in R angeheftet ist. Er liefert einen Ortsvektor ¢, der an einen
Punkt mit Ortsvektor x in R; gebunden ist (siche Abbildung 2.1)

¢ =R® . (2.6)

Ferner wird vorausgesetzt, dass R bei beliebigen auf der aktuellen Konfiguration R, iiberlagerten
Starrkorperrotationen Q ahnliche Transformationsbeziehungen erfiillt wie F':

R - R"=QR . (2.7)
(Weitere Transformationsbeziehungen sind in Anhang A gegeben.)

Die Definition typischer kinematischer Grofien fiir mikropolare Kontinua kann am besten auf
der Grundlage reiner Elastizitat motiviert werden. Es wird eine spezifische Verzerrungsenergie-
funktion ¥ angenommen, die bei einem mikropolaren Material von F, R und GRADR abhéngt,

¥ =V(F,R,GRADR) . (2.8)

Neben dem Einfluss des klassischen Deformationsgradienten und des mikropolaren Rotations-
tensors wird durch dessen Gradienten, einem Tensor dritter Stufe, eine zusétzliche Abhangigkeit
von der Nachbarschaft des materiellen Punktes beriicksichtigt. Das heit, GRADR dient dem-
nach dazu, in der Theorie eine innere Langenabhangigkeit miteinzubeziehen.

Sei {¥*}, k = 1,2,3 ein konvektives Koordinatensystem, und o.B.d. A. kartesisch in der Be-
zugskonfiguration. Seien ferner Gy und gy jeweils die Basisvektoren in der Bezugs- und der

14



2.2 Mikropolares Kontinuum

Abbildung 2.1: F, R wirken auf Vektoren in Rz und liefern Vektoren in R;.

Momentankonfiguration, die tangential zur k-ten Koordinatenlinie sind. Die reziproken Basis-
vektoren zu G, und g werden jeweils mit G* und g* bezeichnet. Dann gilt

G = G* , Gy Gy=0p (2-9)
gr=g:x)=FG, , g'=g'x)=F""'G, , g -g=0 . (2.10)

Mit my, = my(x,t) wird fiir den spateren Gebrauch die orthogonale Basis bezeichnet, die in der
aktuellen Konfiguration definiert ist als

m; := RG, . (2.11)
Offensichtlich kann R als eine Funktion von 9% angesehen werden, so dass gilt

_ JR OR
GRADR X — ok ® Gg (2.12)
Wegen Gleichung (2.7), transformiert sich GRADR wie folgt
OR

(GRADR)® = QGRADR = Q7 ® Gy

(2.13)

Es ist zweckmiBig, die Tensoren U und V wie folgt einzufiihren (siehe auch ERINGEN & KAFA-
DAR [37] und STEINMANN [81])

F=RU=VR . (2.14)

Im Gegensatz zum linken und rechten Strecktensor aus der polaren Zerlegung (2.5) sind U und
V nicht symmetrisch.
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2 Grundlagen des mikropolaren Kontinuums

Durch Anwendung des Prinzips der materiellen Objektivitat wird die Giiltigkeit der Transfor-
mationsbeziehung ¥* = ¥, d. h.

¥ = U(QF, QR, QGRADR) (2.15)

verlangt, die fiir jeden eigentlich orthogonalen Tensor zweiter Stufe Q = Q(t) erfiillt sein muss.
Wird insbesondere Q = R” gewihlt, dann gilt

¥ =V¥(U,1,R"GRADR) (2.16)
oder

U=T(EK) | (2.17)
wobei

e=U-1 , (2.18)

” T >, ST oR

Somit ist die Abhéngigkeit der spezifischen Verzerrungsenergiefunktion auf die zwei Grofien €
und IC reduziert. Diese werden mikropolarer Lagrangescher Verzerrungs- bzw. mikropolarer
Lagrangescher Kriimmungstensor genannt. Eine geometrische Interpretation wird in Kapitel 2.3
gegeben.
Mit der Definition
5 _ R
r,=R"'— 2.20
; Rl (2:20)

wird deutlich, dass
K=T,®G:y . (2.21)

Zu beachten ist, dass T', = T'y(X, t) einen antisymmetrischen Tensor zweiter Stufe und & einen
Tensor dritter Stufe darstellen, die beide in der Referenzkonfiguration wirken.

2.3 Mikropolare Verzerrungs- und Kriimmungstensoren

Sei dX ein Linienelement an einem Punkt in der Referenzkonfiguration mit dem Ortsvektor X,
und ® ein Vektor, der am selben Punkt angeheftet ist. Infolge des Deformationsprozesses trans-
formiert sich dX mit Hilfe des Deformationsgradienten F zum Linienelement dx in der aktuellen
Konfiguration

dx = FdX . (2.22)

Das Linienelement dx ist dabei am Punkt mit dem Ortsvektor x = %(X,t) gebunden. Wenn
andererseits ® = ®(X) als ein Ortsvektor fiir die Substruktur gedacht wird, die am Punkt X
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2.3 Mikropolare Verzerrungs- und Kriimmungstensoren

angeheftet ist, dann wird ® gemifl Gleichung (2.6) mittels R zu einem Vektor ¢ = p(x,t) in
der aktuellen Konfiguration gedreht, der als ein Ortsvektor fiir die Substruktur am Punkt x
fungiert.

Durch die Betrachtung der skalarwertigen Differenz
Ay =p-dx—®-dX (2.23)

konnen verschiedene Gegenstiicke des mikropolaren Verzerrungstensors € eingefithrt werden.
Fiir die Differenz wird Forminvarianz beziiglich der gewéhlten Konfiguration verlangt. Werden
zum Beispiel die Gleichungen (2.6) und (2.22) benutzt, dann gilt

A;=® (R'"F-1)dX =& - (U - 1)dX (2.24)
=p-(1-RF Ndx=¢ (1 -V dx (2.25)
oder
Ay =P -édX =p-edx (2.26)
wobei
e=1-V!'=ReF' . (2.27)

Dabei wird € als der mikropolare Eulersche Verzerrungstensor bezeichnet. Somit wirken nun in
einer forminvarianten Art und Weise € und € jeweils auf materielle Linienelemente und Vektoren
in der Momentan- und Referenzkonfiguration, die zu der betrachteten Mikrostruktur gehoren
und die Differenz A erfillen.

Um auch K geometrisch interpretieren zu konnen, werden drei zeitunabhangige Vektoren ®; =
®,(X) betrachtet, die auch Direktoren genannt werden. Diese sind linear unabhéngig und cha-
rakterisieren die Substruktur am Punkt X (sieche auch ERINGEN [36], Kapitel 1.0-1.4). Die
Substruktur kann so am Punkt x durch die Direktoren

p, =p,x,t)=R®;, , i=1,23 (2.28)

beschrieben werden. Ein Maf§ fiir die Rotation der Substruktur an einem materiellen Punkt,
das zusatzlich der Rotation der Substrukturen an benachbart angehefteten Punkten Rechnung
tragt, kann beispielsweise durch die Bildung der folgenden Differenz eingefiihrt werden

8Q02 8(1)2 — OR — — (9(1)2 0¢'2
_ . OR
=® - (RTW) , (2.30)
_®, P, . (2:31)

Diese Differenz hangt vom Index k£ ab. Um zu einer indexfreien Notation zu gelangen, wird ®3
umgeschrieben in die Form

3 = (03); G (2.32)
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2 Grundlagen des mikropolaren Kontinuums

und Gleichung (2.31) mit (®3)x = ®3 - Gy multipliziert. Unter Beriicksichtigung der Beziehun-
gen (1.36) und (2.21), gilt dann einerseits

D

A=y - W(q)?))k - P, - W(‘I’s -Gy) (2.33)

und andererseits
A= (@1 - T ®5) (P35 - Gy) (2.34)
= K[®,, ®,, D3] . (2.35)

Es sei daran erinnert, dass auf Grund von Gleichung (2.32) und (2.11) gilt

@3 = R®3 = (03),m; . (2.36)
Dabher folgt aus (2.33) infolge von (®3); = 5 - my
dp 0P
A=, - <8T”f2 ® mk> p; — Py - <E)T”f2 ® Gk) P, . (2.37)
Dariiber hinaus werden die Definitionen
0P
Vi, ®; = GRAD®, = W: ® G (2.38)
dp
VR, @y = 8—19’3 ® my, (2.39)
verwendet, um (2.37) und (2.35) in der Form
Ac =1 (Vrpo)lps] — P1 - (Ve $2)[Ps] (2.40)
= K[®1, Do, &3] (2.41)

umzuschreiben. Dies fiihrt zu einer geometrischen Interpretation des Kriimmungstensors K.
Zu beachten ist, dass R keine globalen Kompatibilitatsbedingungen erfiillt, so dass Vg, im
Gegensatz zu Vg, im Allgemeinen keinen Gradientenoperator beziiglich R, darstellt. (Letzterer
. . 0
ist definiert durch grade, = 353 ® gF.)
Da Ty ein antisymmetrischer Tensor ist, kann er durch seinen axialen Vektor

4, = ax1(Ty) (2.42)

dargestellt werden. Beim Umgang mit mikropolaren Theorien ist es tiblich, mit Krimmungs-
tensoren zweiter Stufe

K =4, ® Gy (2.43)

anstelle von Kriitmmungstensoren dritter Stufe zu arbeiten (siche ERINGEN [36], Kapitel 1.0-
1.5). Aus (2.34) und (1.37) folgt

Ac =@ (Y X B2)(P5 - Gi) (2.44)
= (7 ® Gi) x B2)[®1, D3] (2.45)
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2.4 Mikropolare Verzerrungs- und Kriimmungsgeschwindigkeiten

oder
A= (K x ®,)[®y, B3] = B; - (K x &y)P5 . (2.46)

Von der Differenz A, wird die Forminvarianz beziiglich der gewdhlten Konfiguration verlangt.
Dies fiihrt auf verschiedene Transformationen der Tensoren IC, I'y, 7, und K. Insbesondere
gelten die folgenden Beziehungen beziiglich der aktuellen Konfiguration

Ac = ’C[‘Pla P, 903]

(2.47)

=1 (Vi X p2)(p5 - my) (2.48)

= (v ® my) x @y)[1, 3] (2.49)

= (K X @,)[e1, 03] (2.50)

wobei
K=T,om,=LR)K] |, (2.51)
. OR

Ty = —Ii;f = RILR" = WRT : (2.52)

K :=RKR” =~,®m,; |, (2.53)

~ve = R, = ax1(T},) (2.54)

und die Beziehungen (1.19) bis (1.37) verwendet wurden.

2.4 Mikropolare Verzerrungs- und
Krummungsgeschwindigkeiten

Jedem mikropolaren Verzerrungs- und Krimmungstensor kann eine objektive Zeitableitung
zugewiesen werden, falls die Forminvarianz der materiellen Zeitableitung der Differenz A, und
A. in Bezug auf die betrachtete Konfiguration verlangt wird.

Da dX und ® in (2.26) als zeitunabhéngige Vektorfelder angenommen werden, ergibt sich aus
Gleichung (2.22) und (2.6)

(dx) = Ldx (2.55)

p=0Q (2.56)
mit

L=FF!=gradx |, (2.57)

Q =RR" . (2.58)

) stellt einen antisymmetrischen Tensor dar, der in der aktuellen Konfiguration wirkt und
dessen axialer Vektor mit

w = ax1(2) (2.59)
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2 Grundlagen des mikropolaren Kontinuums

bezeichnet wird, wahrend L die Zerlegung
L=D+W (2.60)

besitzt, mit dem symmetrischen und antisymmetrischen Anteil

D= %(L + L7 (2.61)

W = %(L ~- LT . (2.62)

Aus Gleichung (2.26) folgt dann
Ay=® &dX =p-edx | (2.63)
wobei € die objektive Zeitableitung von € bezeichnet und gegeben ist durch
e=é—Qe+eL=ReF ! (2.64)

Die Tensoren € und € sind demnach die objektiven Zeitableitungen von € und € in der ent-
sprechenden Konfiguration. Ein Vergleich von (2.27), mit (2.64), lésst erkennen, dass die Trans-
formationsbeziehungen zwischen den objektiven Verzerrungsgeschwindigkeiten dieselbe sind,
wie die zwischen den Verzerrungstensoren selbst. Zudem folgt aus den Beziehungen (2.64),,
(2.14) und (2.18)

¢ —RUU'R" = (RUO)U 'R - RR” = FF ' — RR” (2.65)
oder

e=L-Q . (2.66)

Bei der Gewinnung objektiver Zeitableitungen fiir die mikropolaren Krimmungstensoren sei
daran erinnert, dass neben den Direktoren ®; auch die Basisvektoren G;, zeitunabhéngig sind,
so dass infolge von Gleichung (2.11)

gilt. Werden die Gleichungen (1.19) bis (1.37) verwendet, ldsst sich zeigen, dass aus den Rela-
tionen (2.41) bis (2.53)

. <

AC - fc[q)17q)27q)3] - K[‘Pl?‘lOQ?(p?)] (268)
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2.4 Mikropolare Verzerrungs- und Kriimmungsgeschwindigkeiten

oder

A, = (K x ®,)[®1, ®s]
=@, - (7, ® Gi) x By) P,
=@ - (7, x ©2)(Gy - @)

(2.69)
(2.70)
(2.71)
= RTS% : (RT’%% X RTS%)(mk : 503> (2-72)
=@ (%’k X @,)(my, - 903) ( )
=@ ((%’k ®@ my) X @,)P; ( )
— o1 (K x 0o)eps (2.75)
— (K % ¢,)[1, ) (2.76)

~ <& X <&
folgt, wobei die objektiven Zeitableitungen IC, IC, K und K die folgenden Beziehungen erfiillen

K=T,®G; , (2.77)
K:—K—-QK-QoK—-KQ" = LR)K] |, (2.78)
K=%0G; . (2.79)
K :— K - QK — KQ' — RKR” (2.80)
Des Weiteren gilt
I, =T — QT - 07 = R[,RT (2.81)
%/k; = — Qv =Ry, (2.82)
K-T,om, | (2.83)
K =%, m, (2.84)

Es sollte erwahnt werden, dass die objektiven mikropolaren Krimmungsgeschwindigkeiten mit
Hilfe des Ausdrucks dw /09" ausgedriickt werden kénnen. Zur Illustration wird die materielle
Zeitableitung von (2.20) gebildet. Es ergibt sich

3 - OR _-.0R _ 0 = - _
BT T _RT T
I'.=R 0% + R 0k R {—aﬁk<RR )}R (2.85)
oder
. _ P _
BT
I'.=R (—81% Q> R . (2.86)

Offensichtlich stellen f‘k und 9€2/99* antisymmetrische Tensoren zweiter Stufe dar, deren axiale
Vektoren jeweils 4, und dw/ 812"“ lauten. Fiir zwei beliebige Vektoren a und b in der Referenz-
konfiguration, die geméafl a = Ra und b = Rb auf die aktuelle Konfiguration transformierbar
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2 Grundlagen des mikropolaren Kontinuums

sind, gelten daher die folgenden Beziehungen

Andererseits impliziert Gleichung (2.86) den Zusammenhang

b-Ta=b- %a (2.91)
~b- (% x a) (2.92)
ow

Da a und b und folglich auch a und b beliebig gew#hlt werden konnen, folgt aus dem Vergleich
von (2.90) mit (2.93), dass

o &.u

= 2.94
Somit ergibt sich aus Gleichung (2.84)
o Jw
K=o om . (2.95)

2.5 Zerlegung der Deformation

In der klassischen Plastizitatstheorie ist es iiblich, eine multiplikative Zerlegung des Deformations-
gradienten F in elastische und plastische Anteile anzunehmen

F=F.F, . (2.96)

wobei F, die Bedingung det F, > 0 erfiillt. Da det F > 0 sein muss, gilt auch detF, > 0. (Auf
die Gleichung (2.96) soll hier nicht genauer eingegangen werden. Nédheres hierzu findet sich in
LUBLINER [65], Kapitel 8.2 und MAUGIN [70], Kapitel 8, worin die Originalarbeiten von Lee
zitiert werden.)

Es wird angenommen, dass die multiplikative Zerlegung (2.96) auch bei mikropolarer Plastizitat
giiltig bleibt. Zuséatzlich wird STEINMANN [81] folgend die multiplikative Zerlegung von R in
elastische und plastische Anteile angenommen

R=R.R, . (2.97)
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2.5 Zerlegung der Deformation

wobei vorausgesetzt wird, dass sowohl der elastische Anteil R, als auch der plastische Anteil Rp
eigentlich orthogonale Tensoren zweiter Stufe sind. Des Weiteren gilt, dass F, und R,, die Vek-
toren dX und ® in der Referenzkonfiguration auf die Vektoren dx und ¢ in einer sogenannten
plastischen Zwischenkonfiguration R, gemaf3

dx = F,dX | (2.98)
» =R, ® (2.99)

abbilden (siche Abbildung 2.2). Folglich ergibt sich aus den Gleichungen (2.22), (2.6) und (2.96)
bis (2.99)

dx = F.dx |, (2.100)
p=R.p . (2.101)
RR Rt
F.R
~— A
N\ - N
FP’\%‘ /"o N PR
\ dX
AN J
Rt ~ -

Abbildung 2.2: Die plastische Zwischenkonfiguration R,

Da detF, > 0 und det F), > 0 sind, gelten die folgenden polaren Zerlegungen

F.=R.U, =V.R, , (2.102)
F,=R,U,=V,R, | (2.103)

wobei U, V., U,, V,, symmetrische, positiv definite Tensoren zweiter Stufe und R., R, eigent-
lich orthogonale Tensoren zweiter Stufe darstellen.

Analog zur Zerlegung in Gleichung (2.14) kénnen die multiplikativen Zerlegungen

Fe = Reﬁe = veRe y (2104)
F,=R,U,=V,R, (2.105)

eingefiihrt werden, wobei die Tensoren U,, V., U,, V,, jetzt im Allgemeinen nicht mehr sym-
metrisch sind (siche STEINMANN [81]).
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2 Grundlagen des mikropolaren Kontinuums

Es sollte hervorgehoben werden, dass &hnlich wie im nicht polaren Fall (sieche GREEN & NAGH-
DI [47]; CASEY & NAGHDI [19], [20]) die plastische Zwischenkonfiguration nur innerhalb belie-
biger tiberlagerter Starrkorperrotationen Q, = Q,(¢) eindeutig bestimmt werden kann. Einige
Transformationsbeziehungen, die sowohl fiir Starrkorperrotationen Q = Q(t), die auf der aktu-
ellen Konfiguration iiberlagert sind, als auch fiir Starrkorperrotationen Q, = Q,(t), die sich auf
der plastischen Zwischenkonfiguration anwenden lassen, werden in Anhang A gegeben. Im hier
betrachteten Fall der isotropen mikropolaren Plastizitat ist es jedoch ausreichend, nur das Ver-
halten der mikropolaren Verzerrungs- und Kriimmungstensoren mittels geeigneter konstitutiver
Gleichungen zu ermitteln, um die wesentlichen Merkmale der plastischen Zwischenkonfigurati-
on zu erfassen. Folglich ist es nicht notwendig, die Rotationstensoren R., R, und R., R Al
bestimmen.

Die Beziehungen (2.99) bis (2.101) legen die additive Zerlegung der Differenzen Ay und A, in
der Form

Ay = (Ag)e + (Ag)p (2.106)

(Ag)e : =p-dx—@-dx ( )
(A, =@ -dk—®-dX | (2.109)
(Ao)e = @1 - (VR 1) 3] — @1 - (VRt‘P2>[¢ ], (2.110)
(Ac)p = @1+ (Vi 22)[@s] — B1 - (VR B2)[P3] (2.111)

In (2.110) und (2.111) wurde vom Differentialoperator

o0C _
Vi, @o = a‘glf my, mit 1y, = R,Gy (2.112)

Gebrauch gemacht.

Werden mathematische Umrechnungen wie in Kapitel 2.3 und 2.4 verwendet, kann leicht ge-
zeigt werden, dass die Gleichungen (2.106) bis (2.111) additive Zerlegungen fiir die mikropolaren
Verzerrungs- und Kriimmungstensoren implizieren. So gelten hinsichtlich der Referenzkonfigu-
ration z. B. die Beziehungen

(Ay)e =@ - €dX | (2.113)
(A,), :=®-€,dX | (2.114)
(A)e = Ko[®y, By, B3] = (K, x By)[®y, B3] (2.115)
(A, = IC,[®1, By, B3] = (K, x B,)[®), 3] (2.116)

wobei €., €, und 7~Ce, pr, Ke, Kp in den Tabellen B.1 bis B.10 in Anhang B definiert sind.

Werden auch die skalaren Terme (Ag)., (As),, (AL, (Ac),, (As)s, (As)s, (Al)s

e p e P er P es (Ac)p und so
weiter als forminvariant beziiglich der betrachteten Konfiguration vorausgesetzt, dann kénnen in
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2.6 Mikropolare Spannungs- und Momentenspannungstensoren

natiirlicher Weise objektive Geschwindigkeiten definiert werden. Die Tabellen B.1 bis B.10 fas-
sen diese Formeln zusammen und zeigen, wie die verschiedenen mikropolaren Verzerrungs- und
Kriimmungstensoren und ihre objektiven Geschwindigkeiten miteinander zusammenhéangen. Ei-
nige dieser Ergebnisse wurden bereits durch STEINMANN [81] und VOLK [95] hergeleitet. Ob-
wohl die Formulierung der konstitutiven Theorie in Kapitel 3 auf Tensoren zweiter Stufe basiert,

werden aus Griinden der Vollstandigkeit die mikropolaren Kriimmungstensoren dritter Stufe in
Tabelle B.7 und B.8 in Anhang B angegeben.

Aufgrund der Herleitung der verschiedenen mikropolaren Verzerrungs- und Kriimmungstensoren
wird ersichtlich, dass zum Beispiel die Tensoren €, €, € oder K, K, K jeweils Elemente einer
Aquivalenzklasse sind. Das Gleiche gilt auch fiir die Tensoren €., €., €. oder K., K., K, und
so weiter.

2.6 Mikropolare Spannungs- und
Momentenspannungstensoren

Es ist bekannt, dass in einem mikropolaren Kontinuum neben dem Cauchyschen Spannungs-
tensor T ein sogenannter Momentenspannungstensor T, beziiglich der aktuellen Konfiguration
wirkt (vgl. z. B. ERINGEN [36], Kapitel 2). Sowohl T als auch T. sind Tensoren zweiter Stufe
und kommen in den Bilanzgleichungen fiir Impuls und Drehimpuls vor. Diese lauten in der
lokalen Form

divT +b = g% (2.117)

divT, + tr + b, = oo, , (2.118)
mit

tr = 2ax1(T,) = ax|(T — TT) . (2.119)

In diesen Gleichungen stellt div den Divergenzoperator beziiglich x dar, b und b, sind jeweils
die Volumenkraft- und Volumenmomentendichte in R;. o. ist der Eigendrehimpuls (Spin).
Allerdings ist im Gegensatz zum nichtpolaren Fall der Spannungstensor T jetzt nicht mehr
symmetrisch. Ahnlich wie bei den mikropolaren Verzerrungs- und Kriimmungstensoren kénnen
verschiedene mikropolare Spannungs- und Momentenspannungstensoren als auch objektive Ge-
schwindigkeiten eingefiihrt werden. Diese miissen geeignet definierten skalaren Grofien sowie
deren materiellen Zeitableitungen geniigen und forminvariant beziiglich der gewéhlten Konfigu-
ration sein. Diese skalaren Groflen konnen am besten durch die Betrachtung der lokalen Form
der Energiebilanzgleichung (siche ERINGEN [36], Kapitel 2.2) motiviert werden

06 —T - (L—-Q)—T.: gradw +divq — grps =0 . (2.120)

Die Grofle o bezeichnet die Massendichte in der aktuellen Konfiguration, e die spezifische innere
Energie, 1, die spezifische innere Warme pro Masse und q den Warmeflussvektor beztiglich der
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2 Grundlagen des mikropolaren Kontinuums

aktuellen Konfiguration. Die Terme

W, =T . (L-Q)=S-¢ (2.121)
0
und
W, = Q—RTC - gradw (2.122)
1Y

stellen jeweils die Leistung der inneren Krafte und Momente pro Einheitsvolumen der Refe-
renzkonfiguration dar. In den Gleichungen (2.121) und (2.122) stellt pg die Massendichte in
der Referenzkonfiguration dar, S = (det F)T = (or/0)T ist der gewichtete Cauchysche Span-

nungstensor. Dabei wurde die Relation e=L-Q verwendet, die in Tabelle B.2 in Anhang B
gegeben ist. Um W, und W, beziiglich der Referenzkonfiguration umzuschreiben, wird

T := RTSF’! (2.123)

definiert und daran erinnert (siche Tabelle B.10 in Anhang B), dass

P . _ s
gradw = 8—;; ®g'=R(7,® G, )F ' =RKF! . (2.124)
Der Momentenspannungstensor wird definiert als
T, .= BRITFT1 | (2.125)
0

Werden die Beziehungen in Tabelle B.2 in Anhang B berticksichtigt, dann konnen Wy und W.
wie folgt umgeformt werden:

W,=T-€ |, (2.126)
W,=T. K . (2.127)

Zu jedem mikropolaren Verzerrungs- und Kriimmungstensor kann jetzt jeweils durch die Be-
trachtung von Wy und W, ein mikropolarer Spannungs- und Momentenspannungstensor zuge-
ordnet werden, die als die duale mikropolare Spannung und die duale mikropolare Momenten-
spannung bezeichnet werden. Fiir die Tensoren €, €, € und I~(, K, K sind die dualen Entsprechun-
gen in Tabelle B.11 bzw. B.12 in Anhang B aufgelistet. Beziiglich der Zwischenkonfiguration
ist ersichtlich, dass z. B.

. O
W,=T- € , (2.128)
T :=R,TF] (2.129)
und
<&
W,=T.- K |, (2.130)
T.:=R,T.R! . (2.131)
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2.7 Bemerkungen zum mikropolaren Kriimmungsmaf

Obwohl in dieser Arbeit keine objektiven mikropolaren Spannungs- und Momentenspannungs-
geschwindigkeiten Verwendung finden, werden objektive mikropolare Spannungs- und Momen-
tenspannungsgeschwindigkeiten aus Griinden der Vollstandigkeit kurz eingefiihrt. Diese konnen
definiert werden, indem die Forminvarianz der Ausdriicke W, W, usw. sowie W,, W., usw.
verlangt wird. So gilt zum Beispiel

W,=T-é+T-& | (2.132)
' <+T, K . (2.133)

Es lisst sich zeigen, dass die Terme T - € und T, - K fiir sich forminvariant sind. Die verlangte

Forminvarianz von Ws und Wc ist folglich aquivalent zur Forminvarianz von T - € und ’i‘c ‘K.
Diese Tatsache kann wiederum benutzt werden, um zugeordnete objektive Geschwindigkeiten
fiir mikropolare Spannungen und Momentenspannungen einzufiihren, die in den Tabellen B.11
und B.12 in Anhang B angegeben sind. Es kann leicht gezeigt werden, dass die mikropolaren
Spannungstensoren T, T, S und die mikropolaren Momentenspannungstensoren TC, TC, S.
jeweils Elemente der entsprechenden Aquivalenzklasse sind.

2.7 Bemerkungen zum mikropolaren Krimmungsmal

Zuerst wird der Term (g/or)T. beziiglich W, untersucht, der dual ist zum mikropolaren Kriim-
mungstensor

h:=~,®g" . (2.134)

Ahnlichen Schritten wie im vorangegangenen Abschnitt folgend, kann dann gezeigt werden, dass

h:=h-Qh+hL= (%, - Rvy,) ® g" = gradw , (2.135)

so dass gilt

<

W.==>T.,-h . (2.136)

o
OR

Dies wiederum weist darauf hin, dass (¢/og)T. dual zum Kriimmungstensor h beziiglich der

<&
objektiven Zeitableitung h ist.

Andererseits kommt T, gemafl Gleichung (2.118) direkt in der Drehimpulsbilanzgleichung vor.
Deshalb erscheint es nahe liegend zu sein, eine mikropolare Theorie auf der Basis von h oder
einem anderen mikropolaren Kriimmungstensor im Sinne einer Aquivalenzklasse dquivalent zu
h zu formulieren. Zu diesem Zweck ist es vorteilhaft, eine geometrische Interpretation fiir h zu
geben.
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2 Grundlagen des mikropolaren Kontinuums

Aus diesem Grund werden drei zeitunabhangige nicht linearabhéngige Vektoren ®; am Punkt X
und die Vektoren ¢ = R®1, ¢, = R®; und ¢; = F®; am Punkt x betrachtet. Die skalar-
wertige Differenz A, wird demnach definiert durch

- @302 _ @(I)Q
= 1 - (gradgy) ;] — @1 - (GRADD,)[@5] (2.138)

Dies kann mit Hilfe der Ausdriicke fiir h oder K wie folgt ausgedriickt werden

A, = (K x ®,)[®,, 3] (2.139)
= (h X ¢y)[e1, 3] (2.140)
mit
— o~ <& _ 2
h=RKF' (undh=RKF) |, (2.141)

was eine geometrische Interpretation fiir h liefert. Offensichtlich bilden alle Tensoren, die sich
auf h und A, beziehen, wie etwa die Tensoren K, eine Aquivalenzklasse der mikropolaren
Kriimmungstensoren. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden jedoch solche Kriimmungs-
tensoren als ein nicht geeignetes mikropolares Kriimmungsmaf fiir die Formulierung der mi-
kropolaren Theorie angesehen, da der Vektor @, der in A, vorkommt, nicht durch eine reine
Rotation mit R aus ®; erhalten werden kann, sondern durch eine Transformation mit dem
Deformationsgradienten F.
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3 Mikropolares Plastizitatsmodell

Dieses Kapitel beschreibt die mikropolare (Visko-)Plastizitétstheorie, die in GRAMMENOU-
DIS & TSAKMAKIS [46] entwickelt wurde. Betrachtet werden hierbei Elastizititsgesetze, nicht-
lineare isotrope Verfestigung, nichtlineare kinematische Verfestigung und eine FlieBfunktion.
Fiir die inneren tensor- und skalarwertigen Zustandsvariablen zur Beschreibung des Verfesti-
gungsverhaltens werden Konstitutivgleichungen als hinreichende Bedingung zur Erfiillung des
Zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik in Form der Clausius-Duhem-Ungleichung gewonnen.
Die Formulierung des Materialmodells erfolgt in der plastischen Zwischenkonfiguration. Fiir die
Auswertung der Beispiele erfolgt eine Transformation des konstitutiven Modells in die aktuelle
Konfiguration unter Beriicksichtigung kleiner elastischer Verzerrungen.

3.1 Thermodynamischer Rahmen der mikropolaren
Plastizitat

Fiir mikropolare Kontinua nimmt die verallgemeinerte Clausius-Duhem-Ungleichung bei iso-
thermen Prozessen mit homogener Temperaturverteilung die folgende Form an (siehe ERIN-
GEN [36], Kapitel 2.3):

0 . o .
S-(L—Q)Jr%Tc-<a—;;®gk>—QR\II:S-§+SC-K—QR\I/20 . (3.1)

Gemaéfl der Absicht dieser Arbeit liegt es nahe, Gleichung (3.1) in der Form

FE- TN be .
T-e+T. - K—or¥V >0 (3.2)

umzuschreiben, d. h. beziiglich der plastischen Zwischenkonfiguration. Im nicht polaren Fall ist
es iiblich, eine additive Zerlegung der spezifischen freien Energie W in elastische und plasti-
sche Anteile vorzunehmen. Es wird angenommen, dass diese Zerlegung auch bei mikropolarer
Plastizitat giiltig ist, so dass

T(t) = o(t) + p(t) (3.3)

Daraufhin kann die Ungleichung (3.2) umgeschrieben werden zu

<

+T. - K—or¥, — 0z 7, >0 . (3.4)

A

T.

m> <
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3 Mikropolares Plastizitatsmodell

3.2 Mikropolare Elastizitatsgesetze — Innere
Dissipationsungleichung

In Analogie zum Fall reiner mikropolarer Elastizitat (siehe Gleichung (2.8)) wird fiir den elas-
tischen Anteil der freien Energie W, folgende Form angenommen

v, = Ee(Fey Rea % ® mk) ) (35)
die sich bei liberlagerten Starrkorperrotationen auf der aktuellen Konfiguration (siche Anhang A
mit Q, = 1) wie folgt transformiert
. = _ OR.

\Ije = \De(QFea QRea QW
Fiir jeden eigentlich orthogonalen zeitabhéngigen Tensor zweiter Stufe Q = Q(¢) wird die
Giiltigkeit des Prinzips der materiellen Objektivitdt in Form der Beziehung W, = W7 verlangt.
Insbesondere wird Q = RI gesetzt. Dies fiihrt auf

®@ny) . (3.6)

_ _ __9R, —
\Ije - \Ije(Uea ]—7 RT & rhk) = \Ije(Uea ’Ce) = \De(éea Ke) 5 (37)

wobei U, und k:e jeweils als Funktionen von €, und Ke dargestellt werden.

Diese Darstellung fiir U, wird in Gleichung (3.4) verwendet, so dass sich nach einigen Umrech-
nungen folgende Beziehung ergibt

o

= i) 8@6 . A~ <Z e A .
G_QRaé '€e+TC'K—Q’R—A'K6—QR\I]p:
- <A> 8\11@ ? SN A T
€ — 0Rr 9 (€ + Q€. — €.Ly)
.2 ov, 2 . AT .
+ Tc — OR = : (Ke + QpKe + Keﬂp) - Q'R\I/p -
0K,
. o\ ° ov, ° ov, . e
( — OR Oé ) + OR O €p ORrR Dé (Qpee eeLp)
: W\ & eb, 5 ol .. . .
+ (Tc — OR—= e) -K OR aK@ P Q'RaKe (QpKe - Keﬂp) - QR\IIP -
. ov,\ o o, o ov, o~ . 0
- QR aA € QR aA Ep QR aé : ( pee - €€€p eeﬂp)
- o, \ 2 0w, 2 Ve oy g 00,
+ | Te —or— K+ — K, -0 . K — Q, —orVp >0
( R8K6> ok, TR (aKe K, 7T
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3.2 Mikropolare Elastizitatsgesetze — Innere Dissipationsungleichung

oder
R o, \ © R o, ow, © o, 2
T — cl.ex+ (T, K 1 ° K
( QR@C%) H( 8Ke> T
oV, . .00, aqf 00\ :
— — KA ) .Q, — 0pW, >0 . .
OrR (aée € € aé (9K6 e 8Ke p OR¥p = 0 (3 9)

Des Weiteren wird angenommen, dass T und TC Funktionen von €, und Ke sind, d. h.
T="T( K. , (3.10)
T.=T (ee,Ke) , (3.11)

und dass \I/e eine isotrope Tensorfunktion von €, und Ke ist. U, }iann demn@ch auch als ei-
ne Funktion der skalaren Invarianten der Tensoren (€.)s, (€.)a, (K¢)s und (K.)4 dargestellt
werden. Es kann leicht gezeigt werden, dass folgende Relationen gelten

(&)s = R, {(€ — €,)U, "}sR) (3.12)
(€)a = p{( &)U, AR, (3.13)
(Ko)s = Ry(Ko)sR; (3.14)
(Ke)a = Ry(Ko)aR] (3.15)
(e)s(Keo)a =R,({(E- &)U, " }s(K) )R] (3.16)

und dass die Invarianten von (&)s, (€.)a, (K¢)s und (K. )a mlt Hilfe der Tensoren €, €,, K
und Kp ausgedriickt werden kénnen. (Zu beachten ist, dass U als eine Funktion von U, und
daher auch als eine Funktion von €, dargestellt werden kann. ) Dies wiederum impliziert, dass
VU, ebenfalls als eine Funktion von €, €, K und Kp beziiglich der Bezugskonfiguration in der
Form

U, = V. (e,K,) = U(&¢&, K, K,) (3.17)

geschrieben werden kann. Nach einigen algebraischen Umformungen kénnen hierfiir folgende
Beziehungen aufgestellt werden

_ U oW
Z_CFT = © 1

Boge ' = 26, o

_ 90, . OV

R,—RI'=-"°2 | 3.19
"OK T 0K, o

90, 00,

R, FI'=—(1+¢&) i (3.20)

D e

90, v,

g, Wepr_ 0% (3.21)
K, K,

Ve r _ w0¥. OV — K Tﬁ‘?e = symmetrisch . (3:22)

0. c “0e. oK. ¢ T oK,
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3 Mikropolares Plastizitatsmodell

Nach der Substitution von (3.22) in (3.9) lautet die Entropieungleichung

. U\ o (s v, \ 2 O, v, 2 ,
T — . T, — - ‘K 1 —_— — K, —0rU, >0 3.23
( ORr ) €+< QR&K ) +or( +€6)3€e €p+QRaK AL (3.23)

€ €

o 2
und muss fiir alle € und K erfiillt werden. Es wird angenommen, dass ¥, von den inneren Zu-
standsvariablen abhangt, die die Verfestigungsantwort des mikropolaren Materials beschreiben.
Ferner wird vorausgesetzt, dass im Falle ratenabhéngiger Plastizitat (Viskoplastizitit) die Evo-

lution der inneren Zustandsvariablen von den Zustandsvariablen selbst abhangen, jedoch nicht
o 2 .

von deren Geschwindigkeiten. Es wird demnach angenommen, dass €,, K, und ¥, nur Funktio-

nen der Zustandsvariablen sind. Mit &hnlichen Argumenten wie in COLEMAN & GURTIN [23],

kann gefolgert werden, dass fiir mikropolare Viskoplastizitit die folgenden Beziehungen

il a\:t[e — a\ie T
T = or e, orRy—F, (3.24)
R ov _ 90, -
T, = —° — oxR,—RI | 3.25
ok, T TR (3.25)
. ov, © o, 2 .
Dmt = (1 + GZ)QRa—é c€p + Q'Ra—f{ : Kp — ,QR\I/p >0 (326)

e

notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Giiltigkeit der Ungleichung (3.23) in je-
dem zuléssigen Prozess sind. Die erhaltene Ungleichung (3.26) wird als innere Dissipationsun-
gleichung bezeichnet.

Bei ratenunabhéngiger mikropolarer Plastizitét, oft einfach als mikropolare Plastizitat bezeich-
net, wird die Evolution der inneren Zustandsvariablen in Abhéngigkeit der Zustandsvariablen
selbst und den Geschwindigkeiten der mikropolaren Verzerrungs- und Kriimmungstensoren de-
finiert. Die Beziehungen (3.24) bis (3.26) sind folglich notwendig und hinreichend, damit die

> <&

Ungleichung (3.23) in jedem zuldssigen rein elastischen Prozess, bei dem per Definition €, Kp
und \Ilp verschwinden, giiltig ist. Es wird angenommen, dass die Gleichungen (3.24) bis (3.26)
auch dann giiltig sind, wenn entlang eines Belastungspfades vorgegangen wird, bei dem inelas-
tisches Flieflen stattfindet. Diese Beziehungen sind bei (ratenunabhéngiger) mikropolarer Plas-
tizitat im Allgemeinen nur hinreichende Bedingungen fiir die Giiltigkeit der Ungleichung (3.23)

in jedem zulassigen Prozess.

Auflerdem ist es ist giinstig, den mikropolaren Spannungstensor

. R o,
P:i=(1+e&)T=(1+¢€)or 7
€Ec

(3.27)

einzufithren, dessen Bedeutung ahnlich zu der des Mandelschen Spannungstensors in der klas-
sischen Plastizitét ist (vgl. TSAKMAKIS [88]).
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3.3 Das Postulat von Il'iushin — FlieBregel der mikropolaren Plastizitat

Aus Gleichung (3.26) folgt im Falle der mikropolaren Plastizitdt und der mikropolaren Visko-
plastizitat, dass

<

o ~ .
Dint =P- ép + Pc ' Kp - Qqup >0 (328)
mit

P.=T. . (3.29)

3.3 Das Postulat von IlI'iushin — FlieBregel der mikropolaren
Plastizitat

Das Postulat von Il'iushin wurde bereits im Rahmen der klassischen Plastizitat unter ande-
rem von HiLL [51], HILL & RICE [52], DAFALIAS [27], CASEY & TSENG [21], LUBLINER [65],
[66], LIN & NAGHDI [61], LUCCHESI & SILHAVY [67], FOSDICK & VOLKMANN [42], SRINIVA-
SA [80] sowie TSAKMAKIS [89], [90], [91] untersucht. In diesem Kapitel wird die ratenunabhéngi-
ge mikropolare Plastizitdt behandelt. Um Evolutionsgleichungen fiir die mikropolaren plasti-
schen Verzerrungs- und Kriimmungstensoren herzuleiten, wird die Giiltigkeit des Postulates von
['iushin, das fiir mikropolare plastische Materialien verallgemeinert wurde, vorausgesetzt.

Es wird die Existenz einer FlieBfunktion in einer Spannungs-Momentenspannungsraumformu-
lierung beziiglich der plastischen Zwischenkonfiguration der Form

~

f(t)= f(P,P.h) (3.30)

angenommen. Hierin bezeichnet h eine Menge aus inneren Zustandsvariablen iLi, 1 <1< M,
die skalarwertig sind oder die Komponenten eines Tensors darstellen und das Verfestigungsver-
halten widerspiegeln. Es wird davon ausgegangen, dass Gleichung (3.30) in eine Verzerrungs-
Kriimmungsraumformulierung beziiglich der Referenzkonfiguration der Form

ft) = g(e, évaaKpa(l) (3.31)

umgeschrieben werden kann, wobei q eine Menge aus inneren Zustandsvariablen g;, 1 <j < N
ist. Diese sind mit den Verfestigungsvariablen h; verkniipft.

Die Gleichung

A

ft) = f(P, P, h) = §(¢.&,,K.K,,§) =0 (3.32)

wird FlieBbedingung genannt. Fiir feste Werte von h beschreibt diese eine sogenannte Fliefflache
im Raum der Spannungstensoren P und der Momentenspannungstensoren P, und fiir feste
Werte von €, Kp, q eine Fliefflache im Raum der mikropolaren Verzerrungstensoren € und
der mikropolaren Kriimmungstensoren K. Der Einfachheit halber wird angenommen, dass die
betrachteten FlieSflichen glatt sind.
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3 Mikropolares Plastizitatsmodell

Belastungsprozesse, bei denen es zu plastischem Flielen kommt, werden mit einem skalaren
Parameter s anstelle der Zeit ¢ beschrieben, welcher eine plastische Bogenlange bezeichnet. Es
wird vorausgesetzt, dass fiir s = konstant auch alle inneren Zustandsvariablen konstant bleiben.
Ferner ist es sinnvoll, einen sogenannten Belastungsfaktor L(t)

L= [f]s:konstant (333)

einzufiihren (siehe TSAKMAKIS [88]). Die Antwort des Modells wird dann wie folgt charakteri-
siert:

f < 0 < elastischer Bereich (3.34)
<0 elastische Entlastung

f=0 & L =0 < ¢ neutrale Belastung . (3.35)
>0 plastische Belastung

Plastisches Flielen findet definitionsgemafl nur dann statt, wenn die Bedingungen fiir eine plas-
tische Belastung zutreffen.

Im Folgenden wird die Aufmerksamkeit auf den Raum der Tensoren € und K in der Bezugskonfi-
guration gerichtet. Offenbar impliziert ein Zyklus im Raum von € und K einen Zyklus im Raum
weiterer mikropolarer Verzerrungs- und Kriimmungsmafie und umgekehrt. Einem Vorschlag
von LUCCHESI & SILHAVY [67] folgend werden mikropolare Verzerrungs-Kriimmungszyklen als
klein (aber nicht notwendigerweise infinitesimal klein) bezeichnet, wenn folgende Bedingung
erfiillt ist: Wahrend des zyklischen Deformationsprozesses liegt der anfangliche mikropolare
Verzerrungs-Kriimmungszustand immer auf oder innerhalb der FlieSflaichen g = 0, die zu diesem
Prozess gehoren. Mit anderen Worten: Der anfangliche mikropolare Verzerrungs-Kriimmungs-
zustand liegt immer im Durchschnitt aller elastischer Bereiche, die von den Fliefiflichen g = 0
wihrend des Prozesses umgeben werden. Dabei bezeichnet Cs|to, t.] einen kleinen mikropolaren
Zyklus, der zur Zeit ty beginnt und zur Zeit ¢, endet. Ein mikropolares Material erfillt defini-
tionsgeméafl das Postulat von Il'iushin fiir kleine Zyklen, wenn fiir ein festgehaltenes materielles
Teilchen die Spannungs-Momentenspannungsarbeit nie negativ ist

1 [t 1 fe
I(tg,te) == — / S edt + — T. - gradwdt (3.36)
OR Ji, OR Ji,
1 te _ . te N B
= — T edt+ — T. -Kdt >0 firalle Cgltg,t.] . (3.37)
OR Jt, OR Jt,

(Weiterfiihrende Bemerkungen und Diskussionen zu Gleichung (3.37) im Rahmen der klassi-
schen Plastizitdt lassen sich in TSAKMAKIS [89] finden.)

Im Folgenden wird von den Beziehungen

- ov,
T = 3.38
R 52 (3.38)
und
. 0w,
T, = — 3.39
OR K ( )
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3.3 Das Postulat von Il'iushin — FlieBregel der mikropolaren Plastizitat

Gebrauch gemacht, die sich aus Gleichung (3.24), (3.25) und Tabelle B.11, B.12 in Anhang B
ableiten lassen.

§(~ ~(B) K K(B) ~( )) =0 9(67E§)C)7K7K;C)7(~1(C)) =0

Abbildung 3.1: Ein kleiner Verzerrungs-Kriimmungszyklus bei dem nur zwischen B und C' plas-
tisches Flieflen auftritt.

Des Weiteren wird angenommen, dass Gleichung (3.37) gilt. Es wird ein kleiner Verzerrungs-
Kriimmungszyklus ABCD (siehe Abbildung 3.1) betrachtet, der mit der Zeit ¢t parametrisiert
ist. Mit X) wird der Wert einer GréBe X am Punkt P bezeichnet. Die mit den Punkten A,
B, C, D verkniipften Zeiten lauten entsprechend t(4), ¢(B) (©) (D) (${A) < (B) < (©) < (D)),
Der Verzerrungs-Kriimmungszyklus beginnt und endet bei € = € = ), K = KW = K®),
wéhrend plastisches FlieBen nur zwischen B und C' stattfindet. Da (3.24), (3.25) und folghch
auch (3.38), (3.39) wéhrend der plastischen Belastung angenommen werden, ergibt sich

tD) .
I(t(A),t(D)):QL/( {T-e+T. K}t
R J¢(A)
) /t“’) OU, (&(t), &,(1), K(1), K, (1)) £(0)
I O€(t)
| OT(E(). &) K0, Ky(1) g0y,
OK(t)
@, éz()(,)’ KA, K;,C)) — T, (eW, éz()B), KW, f{éB))
1D 00, (1), (1), K(t), K,(1) -
_/t(B) et €p(t)dt
) /t@ OWe(E(t), &(1), K(1), Ky (1)) & (H)dt
t(B) 8I~<p(t> ’
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3 Mikropolares Plastizitatsmodell

B /t(c> O, (eW &, (t), KW K, (1)) e (0)
B +(B) 8ép<t K
a\i,e(é(A), ép(t)7 K(A), Kp(t)) . ”
+ IK,(t) Kp(t)} :
) que(é(t)?ép(t)’K(t)’f{p(t)) €
_ /t(B) 8ép(t) . Gp(t)dt
) /t<0> OW(€(1), &(1), K(1), Kp(t) 5 (t)dt
t(B) aKP(t) '
) /t<c> DT, (6D, &, (), KN, K, (1))
B +(B) 8Ep(t)
b (e &0 KO.K0)| L
02, (1) ’
N T (W, &,(t), KW K, (1))
0K, (t)

0T (&(t), &(1), K(t), Ky (1))
K, (1)

Die Benutzung des Theorems von Taylor liefert

} : Rp(t)] it>0 . (3.40)

](t(A), t(D)) . a‘ije(é(A)a Ep(t)v K(A)7 Kp(t>> € (t
KOy 1O —¢(B) D€p(t) &

_a\ije(é(t)v Ep<t)7 K(t)7 Kp(t)) . g (t)

aép@) " t=t(B)
OV, (W &, (t), KW K, () =

+ { af{p(t) : Kp(t)

_a\ife(é(t),ép(}f),f{(t),f(p(t)) K (t)} >0 (3.41)
OK, (1) A

Da der Punkt B beliebig auf der Flieifliche gewahlt werden kann, ist es in der letzten Gleichung
nicht notig, den Index +®) mitzufithren, so dass sich als notwendige Bedingung fiir (3.37) die
Ungleichung

_0V.(66 K Ky) : OV (&€, K K,) >
aﬁp 8Kp
U (W e, KN K,) . i KA K
oV & K ,Kp).~p_aqfe(e & K ’K”).Kp )
aep 3Kp
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3.3 Das Postulat von Il'iushin — FlieBregel der mikropolaren Plastizitat

ergibt. Hierbei bezeichnen € und K einen mikropolaren Verzerrungs-Kriimmungszustand auf
der FlieBflache, wahrend die Variablen €, und Kp mit diesem Zustand verbunden sind. Die
GroBen € und K™ bezeichnen einen mikropolaren Verzerrungs-Kriimmungszustand auf oder
innerhalb der Flieffliche, d. h. §(é, €p, K@, Kp, q) < 0 mit den inneren Zustandsvariablen q,
die zum mikropolaren Verzerrungs-Kriimmungszustand € und K gehoren.

Umgekehrt ist die Ungleichung (3.42) eine hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit von
(3.37). Dies kann gezeigt werden, indem das Integral iiber (3.42) entlang eines Verzerrungs-
Kriimmungszyklus gebildet wird, wie Abbildung 3.1 zeigt. Damit (3.42) wéihrend dieses Zyklus
giiltig bleibt, miissen €Y und K wihrend des Zyklus immer in der Schnittmenge aller elas-
tischer Bereiche liegen, was in der Tat impliziert, dass der Zyklus ABCD Kklein ist. Danach
werden dieselben Schritte lediglich in umgekehrter Reihenfolge wie in (3.40) durchgefiihrt, so
dass es einfach ist (3.37) zu erhalten.

In Hinblick auf (3.20), (3.21) und den Beziehungen in den Tabellen B.2 und B.10 in Anhang B
kann aus der Ungleichung (3.42) gefolgert werden, dass

S A a\ie(éeake) — S <A> S a\ije(éeake) S S f S
RT(1+ eZ)TFg L. Rle,F, +RI—""“R, -R’K,R, >
] VI INCA ZCC D S D IR ;L N (- S00 ¢ () S S
RI(1+ (")) Py FI-'.R'¢,F, + R = R, R'K,R, (3.43)
oder aufgrund von (3.24), (3.25), (3.28) und (3.29)
o . 2 . 3 R b
P-e,+P. - K,>PW.¢, + P K, . (3.44)

Es soll darauf aufmerksam gemacht werden, dass die Ungleichung (3.44) sowohl zu (3.43) als
auch zu (3.37) dquivalent ist.

In bestimmten Fallen ist es giinstig, sich

A, = ( f{p ) (3.45)

P

6= ( 156 > (3.46)

jeweils als verallgemeinerte mikropolare Verzerrungs-Krimmungs- und Spannungs-Momenten-
spannungsvektoren zu denken mit der zugeordneten objektiven Geschwindigkeit

und

<&
A= & (3.47)
K,
In diesem Fall gilt fiir die Ungleichung (3.44)
o-A, > A, . (3.48)
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3 Mikropolares Plastizitatsmodell

Zu beachten ist, dass (3.48) und (3.44) jeweils dquivalent sind zu (3.43) und ebenso zu (3.37).

Wird mit

<

<
,+P.-K,=6-A, (3.49)

m> <o

Wpl 2:].5 :

die plastische Spannungs-Momentenspannungsleistung bezeichnet, dann driickt Ungleichung
(3.48) bzw. (3.44) ein Prinzip aus, das im Folgenden das Prinzip der maximalen mikropola-
ren plastischen Spannungs-Momentenspannungsleistung genannt wird, und das eine natiirliche
Erweiterung des entsprechenden Prinzips der maximalen plastischen Spannungsleistung der
klassischen Plastizitdt ist. Aus (3.30) und (3.46) ergibt sich speziell fiir die FlieBfunktion fol-
gende Beziehung:

f(t) = f(P,P. h) =: f(6,h) . (3.50)

Folglich driickt die Ungleichung (3.48) oder (3.44) in Hinblick auf eine rein mechanische Formu-
&

lierung der Theorie aus, dass fiir eine gegebene mikropolare plastische Geschwindigkeit Ap unter
allen zulédssigen Spannungs-Momentenspannungszustanden ™ der aktuelle Zustand & die mi-
kropolare plastische Leistung W, maximiert. Ein Spannungs-Momentenspannungszustand o

wird als zuléssig bezeichnet, wenn & erreicht werden kann und auf oder im Inneren der Flief3-
flache liegt, d.h. f(e,h) <O0.

Andererseits ist fiir die hier betrachteten isothermen Deformationen mit homogener Tempera-
turverteilung die innere Dissipation (siche Gleichung (3.28)) gegeben durch

o o
Dint(a‘y Ap; \Ilp) =0 Ap - Q’R‘ij . (351)

Gleichung (3.48) besagt somit, dass fiir gegebene innere Zustandsvariablen und deren Ge-
<&

schwindigkeiten, d. h. fiir gegebenes Ap und \ifp, unter allen zulassigen Spannungs-Momenten-

spannungspaaren 6 das aktuelle Paar & die innere Dissipationsleistung D;,; maximiert. Es
<&

kann gezeigt werden, dass die Konvexitit der FlieBfliche f = 0 und die Normalenregel fiir Ap
hinreichende Bedingungen fiir die Giiltigkeit der Ungleichung (3.48) sind. Dies bedeutet, dass

(3.48) immer erfiillt ist, wenn A, entlang der Aufleren Normalen an der FlieBfliche f = 0, die
als glatt angenommen wurde, gerichtet ist,

Q
)

>

B)
a(; (3.52)

oo

>><>
=

I

»

|

>
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3.4 FlieBregel bei mikropolarer Viskoplastizitat

oder aquivalent dazu

Q
>

) &
€, = S 3.53
P f ( )

~

QD
q

Q
ks

>

. 0P
of
oo

N><>
Il

(V)

o

(3.54)

>

mit

of of L OF of (3.55)

Joel -
ge| \oP oP 0OP. 0P,
Hierbei ist s eine positive skalare Grofle fiur die plastische Belastung, die aus der sogenann-

ten Konsistenzbedingung f = 0 bestimmt werden muss. Aus Gleichung (3.52) bis (3.55) ist
ersichtlich, dass

-

Offensichtlich ist die Konvexitat von f(o, fl) = 0 beztiglich o aquivalent zur Konvexitat von
f(P,P., h) =0 beziiglich P und P..

>><>

be R be b
Ay =\6€ -6, + K, K, . (3.56)

Wie im klassischen Fall ist die plastische Inkompressibilitat definiert durch die Bedingung

detF,=1 & trL,=tre,=0 . (3.57)

Diese Annahme fiihrt zu der Schlussfolgerung, dass die FlieBfunktion eine solche Gestalt besitzt,
dass 0f /OP (siehe Gleichung (3.53)) deviatorisch ist.

3.4 FlieBregel bei mikropolarer Viskoplastizitat

Als néchstes werden mikropolare Viskoplastizitatsmodelle betrachtet, die aus mikropolaren
Plastizitatsmodellen hervorgehen, indem alle konstitutiven Gleichungen aufler der Evolutions-
gleichung fiir s iibernommen werden. Diese wird auf &hnliche Weise wie in der klassischen Visko-
plastizitat mit Hilfe einer sogenannten Uberspannung-Momentenspannung definiert. Wahrend
bei ratenunabhangiger mikropolarer Plastizitat die FlieBfunktion stets die Bedingung f =
f (15, P, fl) < 0 erfiillt, wird diese Einschréankung fiir f somit im Fall mikropolarer Viskoplas-
tizitét nicht auferlegt. Ein positiver Wert von f wird als Uberspannungs-Momentenspannung
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3 Mikropolares Plastizitatsmodell

bezeichnet, so dass § als eine gegebene Funktion der Form (f) angenommen werden kann. Ein
Beispiel ist die folgende Evolutionsgleichung

s= M5 (3.58)

Ui
wobei m und 7 positive Materialparameter darstellen.

3.5 Mikropolare Verfestigungsregeln

In der mikropolaren Theorie werden isotrope und kinematische Verfestigung jeweils mittels einer
skalaren Variablen r und eines verallgemeinerten mikropolaren Verzerrungs-Kriimmungsvektors

~

y:({) (3.59)

beschrieben. Die Tensoren zweiter Stufe Y und Y, werden derart definiert, dass sie jeweils die
mathematische und geometrische Struktur mikropolarer Verzerrungs- und Kriimmungstenso-
ren beziiglich der plastischen Zwischenkonfiguration R, besitzen. Die zugeordneten objektiven
Geschwindigkeiten sind somit definiert durch

iod

y=1 o : (3.60)
Y.

b4 R N N

Y=Y-QY+YL, |, (3.61)

Y. =Y.- QY. -Y.Q (3.62)

Im Weiteren werden Y und YC jeweils als Anteile von €, und Kp betrachtet, die einen Beitrag
zu der im Material gespeicherten Arbeit leisten. Die verbleibenden Anteile 8 und 3,

&=Y+3 | (3.63)
K,=Y.+8, , (3.64)

tragen zu der Arbeit bei, die wahrend des inelastischen Belastungsprozesses dissipiert wird. Aus
Gleichung (3.63) und (3.64) folgt

o © <

&=Y+08 | (3.65)
<o <& <o

K,=Y.+8. , (3.66)

wobei die zugeordneten objektiven Zeitableitungen von Y, ﬁ und Yc, ,@C wie in Tabelle B.2
und B.10 in Anhang B definiert sind. Wird plastische Inkompressibilitdt angenommen, legt
Gleichung (3.65) die Annahmen nahe, dass

< <A> >

trY = —tr@ , wenn trée=0 . (3.67)
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In Anlehnung an klassische Vorschldge (vgl. DIEGELE ET AL. [30]) wird die additive Zerlegung
des plastischen Anteils der spezifischen freien Energiefunktion angenommen

U, (¢) = Wi (t) + Wik (t) (3.68)
mit
i) = gl (r) (3.69)
kin T, (kin) (4 T, (kin) (N7
k) = gk (g) = $Em(YY,) . (3.70)
Die folgenden Definitionen fiihren thermodynamisch konjugierte Kréfte ein:
0%, (r)
= op—0D 7 71
R:=or o ; (3.71)
. ouF ™ (v, Y ,)
7 — p 0 ¢ , 3.72
OrR oY ( )
. ouF™m (Y, Y,)
o= — : 3.73
3 OrR oY, ( )

Die isotrope Verfestigung wird durch eine skalarwertige Spannung k& beschrieben, die aus den
zwei Anteilen R und h besteht und von denen nur R zur Speicherung von Energie im Material
beitragt:

k=h+R , h=konstant >0 . (3.74)

Die kinematische Verfestigung wird modelliert durch den Translationstensor (sog. back-stress-
couple-stress Tensor)

~

(8

wobei é ein Spannungstensor mit der mathematischen und geometrischen Struktur dhnlich der
von P in Gleichung (3.27) ist. Dieser ist definiert durch

E=1-YNZ . (3.76)
(Eine Motivation der letzten Definition ist in Anhang C gegeben.)

Die innere Dissipationsungleichung reduziert sich mit Hilfe dieser Beziehungen zu

—P—-€&)-e+P.—&) K, —Ri+&-¢,+¢& K, —Z-Y—¢.-Y. >0 (3.77)

>0 . (3.78)
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3 Mikropolares Plastizitatsmodell

Es wird angenommen, dass \ilz(,ki") eine isotrope Tensorfunktion von Y und Y, ist. Analog zum

Vorgehen bei Gleichung (3.22) folgt dann

ZNT —YT7Z 4+ ¢ YT —YT¢, = symmetrisch | (3.79)
so dass
.o . . b D S 4
Dip=P—-&) -¢,+P.—&) K, —Rr+Z-B+&.-8,>0 (3.80)
oder
b D S 4
Dim=(—-x)-Ay,—Rr+Z-B+€.-8.>0 . (3.81)

Effekte aufgrund isotroper Verfestigung konnen von Effekten aufgrund kinematischer Verfesti-
gung getrennt werden, indem verlangt wird, dass die beiden Ungleichungen

(o]

D —(6-%)-A,—Ri >0 | (3.82)
<
in 2 & 2 Z ¢
wzﬂzzﬁ+@¢15(é)- 7 ) =0 (3.83)
¢ B.

erfiilllt werden, die hinreichende Bedingungen fiir die Giiltigkeit von (3.81) darstellen.

Im néchsten Kapitel werden die Evolutionsgleichungen fiir die Verfestigungsantwort als hinrei-
chende Bedingungen fiir die Giiltigkeit von (3.82) und (3.83) hergeleitet.

3.5.1 Isotrope Verfestigung

Es wird angenommen, dass die FlieSfunktion (3.50) die Form

f(t)=f6 —%) —k (3.84)
besitzt mit f als einer homogenen Funktion ersten Grades, so dass
of .=
— . (6—-x)=[ . 3.85
o X (385)

Dies folgt aus dem Theorem von Euler fiir homogene Funktionen. Aus der Normalenregel (3.52)
ist bekannt, dass (3.82) dquivalent ist zu

of

. 96 —x)

F—X) - X — Ri >0 3.86
(6 —X) o7 ‘ > (3.86)

9(6 — x)
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3.5 Mikropolare Verfestigungsregeln

oder aufgrund von (3.85) zu

SL_RiP>0 , =

€ |~

9(6 — x)

|. (3.87)

Wenn inelastische Belastung vorliegt, gilt f = 0 < f = k bei mikropolarer Plastizitat und
f >0« f >k bei mikropolarer Viskoplastizitat. Auf diese Weise folgt aus (3.87), dass

k
sm—Ri>0 (3.88)
¥
oder aufgrund von (3.74)
R<3—0+wfzo. (3.89)
¥ ¥

Da hs/@ > 0, ist es ausreichend zu verlangen, dass

R(é—f)zo (3.90)

um (3.82) immer zu erfiillen. Dies wiederum wird dann und nur dann erfiillt, wenn

>0 . (3.91)
0

Eine hinreichende Bedingung fiir diese Ungleichung ist
F=(1-0907 =0, (3.92)
¥
wobei 30%) eine skalare Grofe ist mit 50 > 0.

Ein spezielles Beispiel stellen die folgenden Beziehungen dar:

. _ 1 /1 . ;
w@_wﬁwwjg(yWW+Rw), Ry=Rlmp , ™ >0, (3.93)
R:QRé; =4+ Ry . (3.94)

Daraus folgt
k=R+h = ky:= ]{I‘SZOIRO—l-h . (395)
Gleichung (3.92) ist dquivalent zu

RthL#WWR—Rﬂé , (3.96)
was wiederum aquivalent ist zu
b= = 50— ko)l (3.97)

Dies stellt eine Verallgemeinerung zu den von Chaboche vorgeschlagenen Modellen dar.
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3 Mikropolares Plastizitatsmodell

3.5.2 Kinematische Verfestigung

Um die Ungleichung (3.83) zu erfiillen, geniigt es anzunehmen, dass

<

B=M[Z] |, (3.98)

(o]

A

B.=M]E] . (3.99)

wobei M und M., isotrope Tensoren vierter Stufe darstellen (siche Gleichung (1.18)). Werden
(3.65) und (3.66) verwendet, ergibt sich

Y = 2,, ~M[Z] (3.100)
Y. =K, - MJE,] . (3.101)

Dies stellt die Evolutionsgleichung dar, die die Antwort des mikropolaren Materials bei kine-
matischer Verfestigung beschreiben.

Ein spezieller Fall entsteht, wenn M und M, wie folgt gewahlt werden:

M = 5((by + by)E + (by — by)T) (3.102)

M. = $((ber + beo)E + (bey — ben)T) (3.103)
Dabei stellen by, by, b.q, beo nicht negative reelle Zahlen dar. Es gilt

20 . B

Y =¢,— $((by +b2)Z + (by — ba)Z") | (3.104)

2 ¢ ) . T

Y. =K; = 5((ber + bea)€c + (ber — bea)€e) - (3.105)

Dieser Ansatz besitzt die Armstrong-Frederick-Form.

3.5.3 Transformation des mikropolaren konstitutiven Modells nach R; —
Kleine elastische Verzerrungen

Da in den spateren Kapiteln die Feldgleichungen in der Momentankonfiguration R; ausgewertet
werden, miissen alle konstitutiven Beziehungen von der Zwischen- auf die aktuelle Konfiguration
umgeschrieben werden. Die Transformation ist jedoch rein formaler Natur und hat keine physi-
kalische Bedeutung, da das konstitutive Modell — also die Physik — bereits bzgl. R, formuliert
ist. Ferner wird aus anwendungsbezogenen Griinden der Fall kleiner elastischer Verzerrungen
sowohl fiir das Mikro- als auch fiir das Makrokontinuum betrachtet. Es wird angenommen, dass
|U, — 1|| und ||U, — 1] sehr klein sind. In diesem Fall gelten die folgenden asymptotischen
Darstellungen:

U =1+0() , Vo=1+40(e) , (3.106)
U.,=1+0() , Ve=1+0(.) |, (3.107)
F.=R.+0() , Re=R.+0(e) , (3.108)

44



3.5 Mikropolare Verfestigungsregeln

wobel

€= sup {[|U.—1|,|0.—1]} . (3.109)

XER,t>0

In Anlehnung an ERINGEN [36] wird fiir den Anteil der elastischen freien Energiefunktion ¥,
ein quadratischer Ansatz der Form

1
W= — {A\(tré.)> + (n+ a)é. - & + (0 — a)é. - &
20r
FB(EKL)? + (v + K. - K. + (7 — K. - KT} (3.110)

gewihlt, wobei \, i, o, 3,7, ¢ die Elastizitatskonstanten darstellen. Dabei sind A und p die aus
der klassischen Elastizitétstheorie bekannten Laméschen Konstanten. Aus Gleichung (3.24) folgt
fiir die Spannung T zunéachst:

T = Atré)1 + (u+a)é. + (u—a)ed . (3.111)
Da die elastischen Verzerrungen als klein vorausgesetzt wurden, gelten die Approximationen

€. = R.e.F;' ~R.eRY (3.112)

S = R.TF! ~ R.TR! |, (3.113)
so dass sich folgende Beziehung in der Momentankonfiguration R, ergibt:

S = A(tre.)1 + (u+ a)e. + (p — a)el . (3.114)

e

Fiir die Momentenspannung folgt aus (3.25) und (3.110)
T. = B(trK)1 + (v + O K, + (y — )KL . (3.115)

Die Annahme kleiner elastischer Verzerrungen éndert nichts am Transformationsverhalten des
mikropolaren Kriimmungs- und Momentenspannungstensors. Damit lautet die Momentenspan-
nungsbeziehung in der Momentankonfiguration R,

S. = B(trK )1+ (v + K. + (v — HKL . (3.116)

Die in der konstitutiven Theorie vorkommenden Mandelschen Tensoren miissen ebenso in die
Momentankonfiguration transformiert werden. Mit den obigen Betrachtungen ergibt sich fiir
den Mandelschen Spannungstensor folgende Umrechnung

P=(1+e)T~T~R'SR, . (3.117)

Aus Tabelle B.12 ist ersichtlich, dass S, als Eulersche Entsprechung von f’c = Tc angenommen
werden kann

~

P.=T.=R'S.R. . (3.118)
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3 Mikropolares Plastizitatsmodell

Fiir die kinematische Verfestigung werden die Tensoren Y, Z, &, Y, &, relativ zu R; wie folgt
definiert

Y =R, YF,' ~ R, YR! | (3.119)

Z = R.ZFT ~ R,ZR! | (3.120)

E=1-YHZ |, (3.121)

Y. =R, Y'R! | (3.122)

¢, =R.ERT | (3.123)
so dass

E=1-YNZ~R'1-Y"ZR, =R'¢R, . (3.124)

Fiir die FlieBfunktion in der Zwischenkonfiguration R, wird der folgende Ansatz gewéhlt (vgl.
DE BORST [16]):

f :f(]_f)’ ]-Sca éa éca k)
o+ a)(Po—£)7 - (P =807 + (s — ) (P — £)7 - (BT —E1)7)" —
(3.125)

Die Groflen aq, s, ag und ay stellen Materialparameter dar. Relativ zur Momentankonfigura-
tion R; gilt

f=((o1+a)(S=&)" - (S=&)"+ (a1 —a)(S—&" - (8" —¢")"
+(as + aa)(Se —€)7 - (Se —€)7 + (s — ) (Se — €))7 - (ST —€)7)* —k

(3.126)
Zur Bestimmung der Norm der Fliefunktion werden die folgenden Ableitungen benétigt:
of 1 L T
a—é = ((041 + ) (P — &) + (a; — an)(PT — ¢ )D) : (3.127)
(9f 1 . & \D ST #I\D
5 =T ({05 + a0) (P = €)7 + (a5 — an)(PT —€.)7) . (3.128)

Damit ergibt sich fiir die Norm in der Zwischenkonfiguration R,

~ ~

11 = 575 { ((en + 0 = &)° + (2 — an) (BT~ €7)7)-
((0n + ) (P = &) + (0 — ax)(PT ~&')")
+ ((as + @) (P = €)% + (a5 — a)(PY = &,)") -

~ ~ ~ ~

((as + ) (o= &)” + (a5 — ar)(PT — &, (3.120)

\_/.ﬂ
v
N——
——
NI
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3.5 Mikropolare Verfestigungsregeln

bzw. in der Momentankonfiguration R,

Il = {( a4+ @) (S —&)P + (a1 — ag) (ST — sT)D) .

( a1 + 062 S £> (051 - a2>(ST - €T)D)
+ (a3 + aa)(Se = £)7 + (a5 — au) (S = €D)7) -

((as + aa)(Se — £)7 + (a5 — au)(ST — €NP)}? (3.130)

Aus der FlieBregel (3.53) folgt fir €,:

&, = ﬁﬁ ((al + o) (P — &) + (a1 — an)(PT — éT)D) . (3.131)

Wegen der Annahme kleiner elastischer Verzerrungen ergibt sich fiir gp die Transformationsbe-
ziehung

€, = R.e,F.' ~ R.e,R! | (3.132)
so dass
o s 1

& =T g (@1 T2 =97 + (m —a)(8" = €1)°) . (3.133)

Die Normalenregel fiir den mikropolaren plastischen Krimmungstensor lautet in der Zwischen-
konfiguration R; (vgl. Gleichung (3.54))

o

p= ﬁﬁ ((az +ou)(Pe =€) + (a5 — aq) (P — €, )D) (3.134)

und in der Momentankonfiguration R,
o s 1
P+ k (a3 + ) (Se — &)7 + (a3 — aa)(S7 —&)7) (3.135)

<&
Das Transformationsverhalten fiir Y lautet bei der Annahme kleiner elastischer Verzerrungen
> _ <> <
Y =R.YF,!~R.YR! . (3.136)
<&
Damit folgt die Darstellung der Evolutionsgleichung fiir Y in der Momentankonfiguration
° o

Y =¢€,—5((by —bo)Z+ (b —0)Z") =Y - Q, Y + YL, . (3.137)

<
Fir Y, gilt beziiglich der Momentankonfiguration R; folgende Darstellung:

o o T

Y. =K, — $((bey + bea)€. + (bey — ben)€,) = Y. — QY. + Y. Q . (3.138)
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3 Mikropolares Plastizitatsmodell

Der Anteil der plastischen freien Energiefunktion zur Beschreibung der kinematischen Verfesti-
gung soll in den Variablen der kinematischen Verfestigung hochstens vom zweiten Grade sein.
Somit ergibt sich der gleiche Ansatz wie fiir die elastische freie Energiefunktion (3.110),

~

. 1 . ‘ Y - Y
\I/;km) — ﬂ {cl(trY)Z + (02 + 03)Y Y + (02 - CS)Y YT
R

Fea(trY )2 + (o5 + ) Ye - Yo + (c5 — ) Yo - Yz} , (3.139)

wobei ¢i, . .., g Materialparameter sind. Fur die spannungsartigen Grofien 7 und éc ergibt sich
aus (3.72) und (3.73) beziiglich der Zwischenkonfiguration R;

Z = ci(trY)1 + (2 + c3)Y + (2 — e5) YT | (3.140)
€, = caltrtY )1+ (c5 + c)Ye+ (c5 — co) YT (3.141)

und beziiglich der Momentankonfiguration R

7 = C1 (tl"Y)l + (Cz + Cg)Y + (CQ — Cg)YT s (3.142)
E.=c,(trY )1+ (e5+¢c6) Yo+ (c5 — CG)YZ ) (3.143)
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4 Finite-Elemente-Formulierung des
mikropolaren Kontinuums

In den vorangegangenen Kapiteln wurde die erweiterte Kinematik und das dazugehorige Mate-
rialmodell zur Beschreibung elastisch-inelastischen mikropolaren Materialverhaltens bei groflen
Deformationen hergeleitet. Um beliebige mechanische Strukturen als Anfangsrandwertproble-
me betrachten zu konnen, muss das entwickelte konstitutive Modell mittels eines numerischen
Verfahrens umgesetzt werden. In der vorliegenden Arbeit geschieht dies mit Hilfe der Metho-
de der finiten Elemente. Grundlegende Lehrbiicher zur Thematik der finiten Elemente sind
beispielsweise BATHE [9], HUGHES [53], ZIENKIEWICZ & TAYLOR [99], [100], SCHWARZ [77],
REDDY [75], CRISFIELD [25], [26], BELYTSCHKO ET AL. [11] und WRIGGERS [97].

In diesem Kapitel werden fiir die Finite-Elemente-Methode aus der starken Form des quasi-
statischen Randwertproblems die schwache Formulierung des Gleichgewichts fiir mikropolares
Materialverhalten und die konsistente Linearisierung der schwachen Form hergeleitet. Die Her-
leitung geht im Prinzip zuriick auf STEINMANN [81]. Auf der Basis dieser Grundgleichungen
erfolgt die Beschreibung der Methode der finiten Elemente mittels Einfithrung einer Diskretisie-
rung und einer isoparametrischen Interpolation. Bei der Integration der Gleichungen findet das
Operator-Split-Verfahren Anwendung. Aus den Gleichungen auf Elementebene werden die glo-
balen Gleichungen assembliert und in einer globalen Gleichgewichtsiteration gelost. Die Finite-
Elemente-Methode kann auf beliebige Elementformulierungen angewandt werden. Hier wird ein
eigenstandig entwickeltes dreidimensionales 8-Knoten-Volumenelement mit Verschiebungs- und
Rotationsfreiheitsgraden betrachtet. Dieses Element wird iiber die Benutzerschnittstelle UEL in
das kommerzielle Finite-Elemente-Programm ABAQUS implementiert (siche dazu die ABAQUS
Handbiicher [1] und [2]).

4.1 Darstellung des quasistatischen Randwertproblems

Die schwache Formulierung des Gleichgewichts stellt die Grundlage der raumlichen Diskreti-
sierung dar und ist der Ausgangspunkt fiir die Anwendung der Finite-Elemente-Methode. Eine
Darstellung der Vorgehensweise bei klassischen Kontinua findet sich in BATHE [9], HUGHES [53],
Z1IENKIEWICZ & TAYLOR [99], [100], SCHWARZ [77|, REDDY [75], CRISFIELD [25], [26], BE-
LYTSCHKO ET AL. [11], WRIGGERS [97] und BONET & WooD [14].
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4.1.1 Starke Formulierung des quasistatischen Randwertproblems

Zur vollstandigen Formulierung des quasistatischen Randwertproblems fiir mikropolares Mate-
rialverhalten werden neben den kinematischen Gréfen, den Bilanzgleichungen und den konsti-
tutiven Beziehungen Bedingungen fiir die Oberfliche OR; des betrachteten materiellen Korpers
benédtigt. Auf den Teilflachen OR} und OR{” werden wesentliche oder Dirichlet-Randbedingungen
fiir die Verschiebungen (sog. Verschiebungsrandbedingungen)

u=u’ auf OR} (4.1)
sowie fiir die Rotationen (sog. Rotationsrandbedingungen)
w=w" auf ORY (4.2)

vorgegeben. Dabei stellt w den axialen Vektor zum antisymmetrischen Tensor W, dar, der dem
Rotationstensor R des Mikrokontinuums zugeordnet wird (vgl. Gleichungen (1.25) und (1.26))

R = exp(W,,) = exp(Spn(w)) . (4.3)

Auf den Teilrindern OR? und R gelten natiirliche oder Neumann-Randbedingungen fiir die
Kraftspannungen (sog. Spannungsrandbedingungen )

Tn=t" auf OR} (4.4)
und fiir die Momentenspannungen (sog. Momentenspannungsrandbedingungen )

Ton=t) auf OR! . (4.5)

[

Dabei stellt n die nach aufien gerichtete Einheitsnormale der Oberfliche OR; dar. Der kine-
matische Rand ORY sowie 9R* und der statische Rand Rt sowie R} miissen zusitzlich die
Beziehungen

ORMPUIRE=0R, A ORFNORE=0 , (4.6)
ORUORE =0R;, A OR¥NIRE =) (4.7)

erfiillen. Die Gleichgewichtsbedingungen fiir die im Weiteren betrachteten quasistatischen De-
formationsprozesse lauten

divl +b=0 |,
diVTC+tT—|—bc:0

Diese bilden zusammen mit den Randbedingungen, den kinematischen Groéfien und den konsti-

tutiven Gleichungen das zu 16sende Randwertproblem in seiner starken Form. Somit konnen fiir
gegebenes b und b, die gesuchten Groflen u und w berechnet werden.
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4.1.2 Schwache Formulierung des quasistatischen Randwertproblems

In Anlehnung an das Prinzip der virtuellen Verschiebungen bei nicht polaren Kontinua (siehe
hierzu HUGHES [53], SCHWARZ [77] oder REDDY [75]) wird ein verallgemeinertes Prinzip der
virtuellen Verschiebungen und virtuellen Rotationen fiir mikropolare Medien vorgestellt (sie-
he STEINMANN [81], [82], ERINGEN [36] und ELSASSER [34]). Die Gleichgewichtsbedingungen
werden mit sogenannten Testfunktionen (auch Variationen genannt) multipliziert. Die lokale
Impulsbilanz wird skalar mit einer vektorwertigen Funktion du (virtuelle Verschiebung) multi-
pliziert,

divT -du+b-du=0 |, (4.10)
die lokale Drehimpulsbilanz skalar mit einer vektorwertigen Funktion dv (virtuelle Rotation)
divIl, -év+tr-0v+b.-dv=0 . (4.11)

Die Bedeutung von év als virtuelle Rotation kann wie folgt verstanden werden. Aus Glei-
chung (4.3) ist ersichtlich, dass der mikropolare Rotationstensor R als Funktion des axialen
Vektors w dargestellt werden kann, d.h. R, := R(w). Wird an die Rotation R,, eine weitere
Rotation P angeschlossen, dann gilt fiir die resultierende Gesamtrotation R

R =PR, . (4.12)

Es wird angenommen, dass das Feld P eine Funktion des antisymmetrischen Tensors V und
eines skalaren Parameters ¢ ist, so dass

P=P(EV)=exp((V) . (4.13)
Damit ist die virtuelle Rotation R definiert durch
R = a%P(fV)Rw £ . (4.14)
£=0
Mit Hilfe der Euler-Rodrigues-Formel (1.26) folgt aus Gleichung (4.14), dass
dR = (£EV)R, = VR, (4.15)
mit
0V =&V (4.16)
und
ov =axl(dV) . (4.17)
Die anschlieende Integration iiber das Volumen des betrachteten materiellen Korpers liefert
/ divT - dudv + / b-dudv=0 |, (4.18)
Re Ri
/ divT,. - dvdv —|—/ tr - ovdv + / b, -0vdv =0 . (4.19)
Ry Re Re
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4 Finite-Elemente-Formulierung des mikropolaren Kontinuums

Die partielle Integration des ersten Terms von (4.18) mit nachfolgender Anwendung des Diver-
genztheorems und der Einarbeitung der Spannungsrandbedingungen liefert

/ divT - dudv = / div(T?du)dv — / T - graddudv
R R Rt

= / T76u - nda — / T - graddudv
OR:

R

= ou - Tnda — / T - graddudv
IRy Re

= ou - tda — / T - graddudv . (4.20)
ORE R
Fiir den ersten Terms von (4.19) ergibt sich analog

/ divT. - dvdv = / t? - dvda — / T. - graddvdv . (4.21)
Re IREe Ri

Insgesamt gilt
Fr ::/ t" - duda + / b - dudv — / T - graddudv = 0 (4.22)
ORY Ry Ry
und
Fr, ::/ ) t2 - dvda + / b, - dvdv — / T. - graddvdv + / T -0Vdv=0 (4.23)
ORte Re Re Ry
mit
6V = Spn(év) (4.24)
und der Nebenrechnung
tr - Ov=(tr)povy = e Tj0v, = Tjiei0v, = 15,0V =T -6V . (4.25)
Hierbei stellen Fr und Fr, jeweils ein Funktional von u, w, du und dv dar

Fr = Fr(u,w,0u,0v) =0 (4.26)
Fr, = Fr.(u,w,0u,0v) =0 . (4.27)

Die gesuchten Losungsfunktionen u fiir die Verschiebungen und w fiir die Rotationen entstam-
men den Funktionenrdumen

S={u|ueH, u=u’auf OR"} |, (4.28)
T={w|weH, w=u’auf IR’} |, (4.29)
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wahrend die Mengen aller moglichen unabhéngigen Variationen bzw. Testfunktionen du und
v durch

V={6u|duecH, du=0auf OR}'} , (4.30)
W ={év|dveH, év=0auf IR¥} (4.31)

gegeben sind. Hierbei ist H! die Menge aller Funktionen, deren erste partielle Ableitung iiber
R; quadrat-integrabel ist. Von den Losungsfunktionen wird also lediglich die Erfillung der
wesentlichen Randbedingungen gefordert. Fiir die Testfunktionen gelten die entsprechenden
homogenen Randbedingungen. Die Gleichungen (4.22) und (4.23) entsprechen zusammen mit
den kinematischen und den konstitutiven Beziehungen der schwachen Form des quasistatischen
Randwertproblems fiir mikropolares Materialverhalten.

Wegen des Fundamentallemmas der Variationsrechnung kann auch bei mikropolarem Material-
verhalten gezeigt werden, dass die Losung der schwachen Form des quasistatischen Randwert-
problems aquivalent zu der Losung der starken Formulierung des quasistatischen Randwertpro-
blems ist (siche dazu ELSASSER [34]).

4.1.3 Raumliche Diskretisierung des quasistatischen Randwertproblems

Bei der Methode der finiten Elemente werden verschiedene Approximationen vorgenommen.
Zum einen wird das zu untersuchende Gebiet mit finiten Elementen diskretisiert, zum anderen
werden die Feldgrofien (wie Verschiebungen, Rotationen usw.) approximiert. Schliefllich wer-
den auch die auftretenden Integrale nicht mehr exakt bestimmt, sondern mittels numerischer
Integration berechnet. Es ergibt sich eine Naherungslosung des betrachteten mechanischen Pro-
blems.

Die Bestimmung einer Naherungslosung kann mit Hilfe verschiedener Ansétze geschehen (siehe
zum Beispiel HUGHES [53], SCHWARZ [77] oder REDDY [75]). Die Aquivalenz der schwachen
Formulierung fiir mikropolare Kontinua zur Methode der gewichteten Residuen erfolgt durch
die Einschrankung der Funktionenrdume S, 7, V und W auf deren endlich dimensionale Néhe-
rungen S¢, T¢ V& und WY, Dabei entsprechen die Testfunktionen bzw. Variationen den Ge-
wichtsfunktionen. Die Naherungslésung muss folglich die Forderung erfiillen, dass ihre Residuen
im integralen Mittel verschwinden. Des Weiteren wurde in dieser Arbeit das Galerkin-Verfahren
verwendet, das eine spezielle Form der Methode der gewichteten Residuen ist. Charakteristisch
fiir dieses Verfahren ist die Wahl der Funktionenraume. Das heifit, die gesuchten Losungsfunktio-
nen u und w stammen aus demselben Funktionenraum wie ihre zugehorigen Gewichtsfunktionen
ou und dv. Weitere Einzelheiten konnen der Arbeit von ELSASSER [34] entnommen werden.

Entsprechend der Methode der finiten Elemente erfolgt eine Zerlegung des Gesamtkorpers B in
eine endliche Anzahl n, von abgeschlossenen Teilkorpern (finite Elemente) B;, i = 1,. .., n, (sie-
he zum Beispiel BATHE [9], HUGHES [53], ZIENKIEWICZ & TAYLOR [99], [100], SCHWARZ [77]
oder REDDY [75]). Die Vereinigung aller 15; muss wieder den Gesamtkérper B ergeben. Die Dis-
kretisierung hat im Allgemeinen einen Approximationsfehler in der Geometriebeschreibung zur
Folge. Die geometrische Zerlegung erfolgt durch die Auswahl spezieller Punkte, den sogenannten
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4 Finite-Elemente-Formulierung des mikropolaren Kontinuums

Knoten. Bei der so erfolgten Diskretisierung des Losungsgebietes reduziert sich die Anzahl der
unbekannten Groflen, da anstatt der unendlich vielen materiellen Punkte des Losungsgebietes
nur endlich viele diskrete Knotenpunkte berticksichtigt werden. Diese sind dann die Unbekann-
ten des Problems. Bei den in dieser Arbeit betrachteten finiten Elementen handelt es sich
ausschlieflich um dreidimensionale Volumenelemente mit acht Eckknoten.

Als Bestandteil des Problems sind Ansatzfunktionen (auch Formfunktionen genannt) fiir die zu
approximierenden Feldgroflen innerhalb der einzelnen Elemente zu wahlen. Zwischen den Kno-
ten finden Interpolationen statt, die mittels der Ansatzfunktionen durchgefiihrt werden und von
den verschiedenen Elementtypen abhéngen (BATHE [9], HUGHES [53], ZIENKIEWICZ & TAY-
LOR [99], [100], ScHWARZ [77], REDDY [75], CRISFIELD [25], [26], BELYTSCHKO ET AL. [11],
WRIGGERS [97], BURNETT [18], BONET & WOo0OD [14] oder DHATT & Touzot [28]). Die
Orte der materiellen Punkte im Inneren eines finiten Elementes werden mit Hilfe der Ansatz-
funktionen aus den diskreten Knotenkoordinaten interpoliert. Meistens handelt es sich dabei
um Polynome eines bestimmten Grades. Im Fall des mikropolaren Kontinuums werden Ansatz-
funktionen fiir die Verschiebung u und die Rotation w sowie den Ort x bendtigt. Die Line-
arkombination dieser Ansatzfunktionen mit den Knotenvariablen als Koeffizienten liefert den
gesamten Losungsansatz. Wahrend der Entwicklung der Finiten-Elemente-Methode wurde ei-
ne Vielzahl von Moglichkeiten zur Interpolation der Feldgrofien und der Geometrie verwendet.
Fiir die meisten Problemstellungen hat sich das isoparametrische Konzept durchgesetzt, bei
dem sowohl die Geometrie als auch die Verschiebungen im Elementgebiet durch die gleichen
Ansatzfunktionen approximiert werden. Im Rahmen dieser Arbeit wurden fiir alle drei Grofien
(Verschiebung u, Rotation w sowie Ort x) dieselben Formfunktionen gewéahlt. Bemerkungen zu
dieser Wahl der Formfunktionen kénnen den Arbeiten von DIETSCHE ET AL. [32], VOLK [95]
und ELSASSER [34] entnommen werden.

Es werden zwei unterschiedliche Knotenmengen eingefiihrt. Die Menge M, berticksichtigt die
Knoten mit Verschiebungs- und M, die Knoten mit Rotationsfreiheitsgraden. Je nach Wahl
der Ansatzfunktionen fiir die Verschiebung u und die Rotation w konnen die Mengen, wie in
dieser Arbeit, gleich sein. Die Ansatzfunktionen kénnen dann wie folgt dargestellt werden (siehe
dazu WRIGGERS [97] und ELSASSER [34])

u= Y  Nidj | (4.32)
AeMy
w= Y Nyd§ (4.33)
AeM,,
und
x= Y Nixai . (4.34)
AeMy

Der Summationsindex A bezeichnet die Knoten des diskretisierten Gebietes, die in der jewei-
ligen Menge enthalten sind. Mit N ist die vorgegebene Formfunktion eines Knotens fiir die
Interpolation der Verschiebung und des Ortes gegeben. Entsprechend ist N¥ die vorgegebene
Formfunktion eines Knotens fiir die Interpolation der Rotation. Je nach Wahl des Ansatzes
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4.1 Darstellung des quasistatischen Randwertproblems

sind N} und NY identische Polynome oder unterscheiden sich in der Ordnung. Mit d% und d%
werden jeweils die zu bestimmende Knotenpunktsverschiebung und -rotation bezeichnet. Mit
Hilfe der beliebigen Koeffizienten ¢ und c4 ergibt sich im Rahmen des Galerkin-Verfahrens
der folgende Ansatz fiir die Gewichtsfunktionen

du = Nich . (4.35)

ov = N9es . (4.36)

Durch Einsetzen dieser Ansétze in die schwache Form ergibt sich ein nichtlineares Gleichungssys-
tem. Unter den vielen moglichen Algorithmen zur Losung nichtlinearer Probleme wird haufig
das Newton-Verfahren ausgewahlt, weil es den Vorteil der quadratischen Konvergenz in der
Néhe der Losung besitzt (siehe hierzu auch BATHE [9], ZIENKIEWICZ & TAYLOR [99], [100],
CRISFIELD [25], [26], BELYTSCHKO ET AL. [11], BONET & WO0OOD [14] oder WRIGGERS [97]).
Bei Anwendung des Newton-Verfahrens entsteht ein lineares Gleichungssystem, das fiir belie-
big gewahlte Koeffizienten der Gewichtsfunktionen erfiillt sein muss. Diese Gleichung kann in
Matrizenform umgeschrieben werden

Kd=F . (4.37)

Das zu losende Problem stellt nun eine Matrizengleichung dar, wobei K die Gesamtsteifigkeits-
matrix des Systems ist, wahrend d und F den gesuchten Losungsvektor und den verallgemeiner-
ten Kraftvektor darstellen (siche auch BATHE [9], HUGHES [53], ZIENKIEWICZ & TAYLOR [99],
[100], SCHWARZ [77], REDDY [75], CRISFIELD [25], [26], BELYTSCHKO ET AL. [11] und WRIG-
GERS [97]). Besteht das Finite-Elemente-Modell zum Beispiel aus einem 8-Knoten-Element, so
kann die Gleichgewichtsbedingung im dreidimensionalen Fall als ein System von 48 Gleichungen
dargestellt werden, d.h. 8 Knoten x 6 Unbekannte pro Knoten.

Die Integration der auftretenden Integrale erfolgt mittels numerischer Integrationsformeln. Das
heiflt, das Integral wird durch eine Summe approximiert. Dabei wird an n, ausgewahlten Punk-
ten (den Integrations- oder Gauss-Punkten) der Integrand ausgewertet. Die Multiplikation mit
Integrationsgewichten wy liefert dann eine Naherung des Ausgangsintegrals

[/f(x)dx%iwif(Pi) . (4.38)

Die Anzahl n, und die Position der Integrationspunkte P’ kann der Literatur, etwa BUR-
NETT [18] oder DHATT & TouzOT [28], entnommen werden. Die Wahl der Integrationspunkte
und der Wichtungsfaktoren ist wesentlich fiir den Integrationsfehler.
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4 Finite-Elemente-Formulierung des mikropolaren Kontinuums

4.2 Numerische Losung des quasistatischen
Randwertproblems

4.2.1 Updated-Lagrange-Methode

@)

Abbildung 4.1: Inkrementeller Berechnungsablauf bei ABAQUS.

Bei der Losung eines Randwertproblems fiir mikropolares Materialverhalten muss zu jedem
Zeitpunkt die mikropolare Impuls- und Drehimpulsbilanz bzw. jeweils die raumlich diskreti-
sierte Form erfiillt sein. Die Randbedingungen kénnen nur inkrementell aufgebracht werden,
da es sonst nicht mdoglich ist, eine Losung fiir die entsprechende schwache Form zu finden. Da
zusatzlich geschichtsabhéngige Effekte bei der Materialantwort auftreten, muss eine zeitliche
Diskretisierung erfolgen. Die Materialantwort im Sinne der Bestimmung der Gleichgewichtslage
wird dann iterativ von Inkrement zu Inkrement gelost, welche in ABAQUS iiber die Zeit t ge-
steuert wird. Ausgehend von der Losung des Randwertproblems zu einem Zeitpunkt ¢ wird die
Losung zum Zeitpunkt ¢+ At gesucht (vgl. JANSOHN [55] und die darin zitierte Literatur). Dazu
wird der materielle Kérper B betrachtet. Ausgehend von der Referenzkonfiguration Rz zum
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4.2 Numerische Losung des quasistatischen Randwertproblems

Zeitpunkt ¢t = 0 werden dann Gleichgewichtslagen von B zu den Zeitpunkten tq, t1,..., t, t+ At
eingenommen (siche Abbildung 4.1). Befindet sich der Kérper B in einem Gleichgewichtszustand
R zum Zeitpunkt ¢, wird die Gleichgewichtslage zum Zeitpunkt ¢+ At iterativ bestimmt. Dabei
nimmt der Korper in jedem Iterationsschritt (i) eine deformierte Nichtgleichgewichtslage R&z At

ein. Ist das Gleichgewicht in der (k)-ten Iteration bestimmt, so fallt Rgi)m mit der Gleichge-
wichtslage R, a; zusammen. Zwischen den bendtigten Deformationsgradienten und den mikro-
polaren Rotationstensoren besteht der Zusammenhang

F, = AFF, (4.39)
und
R, — ARR, . (4.40)

In ABAQUS wird mit Grofien in der Konfiguration REQ A gearbeitet. Auch die konsistente Li-
nearisierung der nichtlinearen Terme in der mikropolaren Impuls- und Drehimpulsbilanz wird
bzgl. Rg Ay vorgenommen. Als Referenzkonfiguration wird wahrend der Iteration die Konfigu-
ration R; gewahlt, also jeweils die letzte Gleichgewichtskonfiguration. Da die Referenzkonfigu-
ration R; nach jedem Zeitschritt aktualisiert wird, lasst sich dieses Vorgehen als die Updated-
Lagrange-Methode bezeichnen (siche dazu BATHE [9], ZIENKIEWICZ & TAYLOR [99], [100],
CRISFIELD [25], [26], BELYTSCHKO ET AL. [11] oder WRIGGERS [97]).

4.2.2 Konsistente Linearisierung

Das Newton-Verfahren liefert eine verbesserte Naherungslosung durch eine Taylorreihenent-
wicklung der nichtlinearen Gleichung an der Stelle einer schon gegebenen Naherungslosung.
Diese Taylorreihenentwicklung entspricht der Linearisierung der Funktionale (4.26) und (4.27)
und kann mittels der Richtungsableitung berechnet werden. Wird die Darstellung (1.25) fiir
Rotationstensoren berticksichtigt, dann lauten die zu linearisierenden Funktionale

Fr(u,exp(Spn(w)),du,dv) =0 (4.41)
Fr.(u,exp(Spn(w)),du,év) =0 . (4.42)

Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, werden (dhnlich wie in den Gleichungen (4.41), (4.42)
und (4.26), (4.27)) die gleichen Funktions- oder Funktionalsymbole verwendet, unabhéngig
davon, ob w oder exp(Spn(w)) als Argument angenommen wird. Anstelle des mikropolaren
Verschiebungs- und Rotationsfeldes wird der inkrementelle Verschiebungs- und Rotationsvek-
tor Au bzw. Aw gesucht. Diese geben die Anderung der Verschiebung und Rotation zwischen
alter Gleichgewichtslage R; und neuer Gleichgewichtslage R, a; an. Groflen, die sich auf die
alte Gleichgewichtslage R; beziehen werden mit den Index 0 gekennzeichnet und Gréflen der
neuen Gleichgewichtslage Ry a; mit dem Index 1. Unter Berticksichtigung von (4.39) ergibt sich
der inkrementelle mikropolare Verschiebungsvektor zu

Au = u; — ug (4.43)
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4 Finite-Elemente-Formulierung des mikropolaren Kontinuums

mit
u; — X1 — X s (444)
Uy = Xg — X . (445)
Fiir die mikropolare Rotation gilt mit den Gleichungen (4.40) und (1.25)

exp(Spn(wy)) = exp(Spn(Aw)) exp(Spn(wp)) . (4.46)

Darin enthalten ist der inkrementelle mikropolare Rotationsvektor Aw. Es ergeben sich die
Funktionale

Fr(uy,exp(Spn(wy)),du, dv) =
Fr(ug + Au, exp(Spn(Aw)) exp(Spn(wyp)), du,dv) =0 (4.47)

und

ch (u17 eXp(Spn(wl))7 5u7 5V) =
Fr.(up + Au, exp(Spn(Aw)) exp(Spn(wy)), du,dv) =0 . (4.48)

Die Linearisierung erfolgt fiir die auf die aktuelle Konfiguration bezogenen Funktionale. Ver-
wendet werden dabei die Grofien

u) =u® A0y | (4.49)

ROY = exp(Spn(APw))RY | RO = exp(Spn(w®))

Im Nachfolgenden stellt X® die Gréfe X in der Konfiguration Rt ia dar.

Zuerst wird das Funktional (4.41) bzw. (4.47) betrachtet. Die Iterationsvorschrift fiir das Newton-
Verfahren lautet

Fr(u?” + Ay, du, exp(Spn(AYw))RY, §v ) =
Fr(u® + NAOu, §u, exp(Spn(pADw))RY | §v) [ropei=
_|_

Fr(u® du,RY §v) + 0Fx(...) 07x(..) =0 (4.51)
oA A=p=0 aILL A=p=0
bzw.
OFx(...) N OFx(...) — _Fr(u® 6u,RD, 6v) . (4.52)
X[m0 O Irmp=o

Die rechte Seite stellt das sogenannte Residuum dar, wahrend die linke Seite in mehreren Schrit-
ten bestimmt werden muss. Die ersten beiden Integrale in (4.22) sind duflere Lasten und werden,
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4.2 Numerische Losung des quasistatischen Randwertproblems

da sie als unabhangig von der Verschiebung und der Rotation angenommen werden, bei der Li-
nearisierung nicht weiter betrachtet. Folglich muss der Ausdruck

Fr = / T (u(i) + A(i)u,exp(Spn(A(i)w))f{(i)> . J0u dvgm
Rgm ox MONWNOM
. ) ) _ 00
— /71 S (u(z) + Aly, exp(Spn(A(’)w))R(Z)> . 8—}? -1 u(i>+A<i>udV;f (4.53)

linearisiert werden. Dabei wird die Notation dV; bzw. dv&) A¢ fur Volumenelemente in der Kon-

figuration R; bzw. Rg a¢ benutzt. Das Ergebnis der Linearisierung lautet:

d d

A:FT = —fT<) + —fT()
dA A=p=0 d/L A=p=0
d A . . _ doéu ,_ .
— - (@) (4) (%) (@) et n(OEy
/Rt (d)\s <u + AAYu, exp(Spn(pA*w))R > o OX (F')
y 0ou d . ,
(), 90U @ b1 ) 4 AW
+S 35X N (u" + AAYu) -
d , . , _ . déu ,_ .
— S (u® £ \A® S ADG)IR® L (FYL ) gv
+ m <u + u, exp(Spn(pA“w)) ) e aX( ) f
(4.54)
Mit den Beziehungen
d ., . oA .
— (4) (@) — (@)
d)\F(u + AA%u) - 0 F* (4.55)
d ' ; 1 0ADy
—F 1(u® +2A0 = —(FO)y"1—— 4.
F 0 a0 F0) (4.56)
d . o o
— (exp(Spn(,uA(l)w))R(’)> = Spn(ADwW)RD (4.57)
du =0
d [ 0(exp(Spn(pADw))RM) d(Spn(ADw)) _ y ORW
— — R® A® 4.
du< oX 0 oxX +Spn(Atw) e (458)
M:
kann die Linearisierung der Spannung durchgefiihrt werden. Aus der Darstellung
S=S <u(i) + Ay, exp(Spn(A(i)w))R(i)>
Sy (F(u@ + ADu), exp(Spn(ADw))RD, d(exp(Spn(ADw))R®) /ax) (4.59)
folgen die Zwischenergebnisse
d ) ) ) _ ) _
ES (F(u(z) + AADu), exp(Spn(pADw))RO), 8(exp(Spn(uA(’)w))R(’))/8X) =
A=p=0
o 98 (4.60)
IF F) R0 ox () '
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und

dp
0S L
— Spn(AWwW)RY | +
IR gm0 [ ( ) }
08 O(Spn(AYw)) i = o, ORY
d(0R/0X) F(z‘)j{(i)[ ox(®) FURT 4+ Spu(ATw) 0X

Insgesamt lautet das Ergebnis der Linearisierung

dS OADu | 9su
Fr /R,EQN (aF FO RO [ ox (%) ] 9%

ox()  9x()
0S N = odu
— ADNRO| . :
* IR [pi) mo) [Spn( “) } ox ()
N oS a(Spn(A(i)w))F(i)R(i) _ 0du
J(OR/0X) OR :10) ox(®) ox ()
S . 0RO 9su \ dvl!
S — Spn(A® . ' 1At
T AOR/OX) g o { pu(ATw) 5y 1 axm) det B0

dg (F<u<i> + AAD ), exp(Spn(pADw))RD, d(exp(Spn(pADw))RO) /ax)

A=p=0

(4.61)

(4.62)

Als Néchstes wird das Funktional (4.42) bzw. (4.48) betrachtet. In diesem Fall lautet die Itera-

tionsvorschrift

Fr.(u? + AWy, du, exp(Spn(AYw))RY, §v) =
Fr, (0 + AADu, du, exp(Spn(pAVw))RY, 8v) |rpm1=

w
Fr,(u?, u,RY &v) + 0Fr.(...) n oFr,(...) 0
OA Dheuso O amp=o
bzw.
WTC—() + M _ _«/CTC (u(i)7 511, R(i), (SV)
oA A=pu=0 aILL A=p=0

(4.63)

(4.64)

Die rechte Seite stellt das sogenannte Residuum dar, wahrend die linke Seite wiederum bestimmt
werden muss. Das Verfahren entspricht jenem bei (4.41) bzw. (4.47). Die ersten beiden Integrale
in (4.23) reprasentieren duflere Lasten und werden, da sie als unabhéngig von der Verschiebung
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und der Rotation angenommen werden, nicht weiter betrachtet. Folglich muss der Ausdruck

03
ox

+T (u(i) + Aly, eXp(Spn(A(i)w))I—{(i)> . (SV} dvt@m
0ov

X

+ S (u(i) + Ay, exp(Spn(A(i)w))R(i)> : 5V} dv, (4.65)

Fr. :—/ _ {TC (u(i) + A(i)u,exp(Spn(A(i)w))R(i)>
R('b)

t+At

u@®+Ay

:/ {Sc (u(i) + Ay, exp(Spn(A(i)w))R(i)> R
R

linearisiert werden. Dies liefert

d
AJTTC = ach(. . )

d

+ @fTA- . )

:/ { iSC <u(i) +AA0y, exp(Spn(,uA(i)w))R(i))
= | X

+ diSC (u(i) + XAy, eXp(Spn(,uA(i)w))R(i)>
L

~od . _
+ 80 m exp(Spn(pA©Dw))RO
L

A=p=0

d . . o
+ d_S (u(l) + AA Dy, exp(Spn(pAPDw))RY

N—

d S (u(i) +AAWy, exp(Spn(,uA(i)w))R(i))

T

SV b av, . (4.66)
A=p=0

Aus der Darstellung

S.=S. (u(i) + Aly, exp(Spn(A(i)w))R(i)>
S

. (F(u(i) + ADu), exp(Spn(ADw))RD, a(exp(Spn(A(i)w))R(i))/aX) (4.67)

folgen die Zwischenergebnisse

d . . . _ ‘ _
ESC (F(u(’) + AAD ), exp(Spn(pADw))RO, 8(exp(Spn(,uA(”)w))R(Z))/8X> =
A=p=0
(@) ,
95 OA" up) (4.68)
(9F F(i),l_{(i) aX(l)
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und
diSC (F(u(i) + AAD ), exp(Spn(pADw) )R, 8(exp(Spn(uA(i)w))R(i))/ﬁX) =
1V A=p=0
0S N
- Spn(ADwW)RO | +
IR |po) r) [ ( ) }
98, d(Spn(AYw)) _ \ (ORO)
= R® 4+ Spn(A® 4.69
DOR/IX) |eco o [ ox *Sn(ATe) o (469)
Insgesamt ergibt sich demnach
(%) o
AFp. = / 08, M—(;lF(i) .ﬁ(")vm
RiiAt (9F F(i>,R(i) aX t aX ¢
oS , _ 00V — .
¢ A @O, ZZy@®
+ (9R F() RG) |:Spn( w)R :| aX(Z)V
S, A(Spn(ADw)) . | 9OV
e : FOR®| . V@
i (OR/OX) i) g [ ox() ox(®
0S v JORWT 96v
e Spn(A@)——— | . vy
* a(aR/QX) FG&) RO |: pn( w) 0X 1 8X(Z)
< , o0V .
_ g ) - (i)
S./Spn(A"w) 8X(i)v
(i) ,
L8 08" upi| . gv
8F F(i),R(i) aX(Z)
0S S
+ = Spn(AVW)RD | - 5V
8R FO RG) [ ( ) i|
08 A(Spn(ADw)) _ = .
= : FORO| . §V
i O(OR/0X) |pw) mi) [ ox
oS ) L ORD v
— Spn(AVw)——| - 6V AL 4.70
T BOR/IX) |po o [ pu(ATw) 5y 1 ) det O (4.70)

4.2.3 Integration der Materialgleichungen — Operator-Split-Verfahren

Das Materialmodell kann mit einem Operator-Split-Verfahren nach SIMO ET AL. [79], [78] in-
tegriert werden. Das gesamte Differentialgleichungssystem wird in mehrere Anteile, sogenannte
Operatoren, unterteilt. Die Anfangsbedingungen fiir das gesamte System sind dann die An-
fangsbedingungen fiir den ersten Operator. Die Losungen dieses Operators dienen als Anfangs-
bedingungen fiir den zweiten Operator und so weiter. Die Losung des letzten Operators ist
schliefllich die Losung des gesamten Differentialgleichungssystems. Diese Vorgehensweise wurde
bereits im Rahmen der klassischen Plastizitat mit Erfolg angewandt. Reprasentativ seien hier
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4.2 Numerische Losung des quasistatischen Randwertproblems

die Arbeiten HARTMANN [49], JANSOHN [55], LAMMER [64] und DIEGELE ET AL. [30] erwéhnt.
Sie verwenden einen Formalismus, der der hier beschriebenen Theorie sehr nahe steht.

In der vorliegenden Arbeit wird ein zweifacher Operator-Split durchgefiihrt. Im ersten Operator
(elastischer Pradiktor) werden die rein elastischen Anteile der Materialgleichung beriicksichtigt,
wéhrend im zweiten Operator (plastischer Korrektor) die inelastischen Anteile integriert werden.
Dies hat den Vorteil, dass nach dem ersten Operator mit Hilfe der FlieBbedingung iiberpriift
werden kann, ob eine rein elastische oder eine elastisch-inelastische Belastung vorliegt. Der
zweite Operator muss nur im letzteren Fall ausgewertet werden.

Zur Notation: Groflen im ersten Operator werden mit einem links hoch gestellten Index I,
Groflen im zweiten Operator mit einem entsprechenden Index I gekennzeichnet. Auflerdem
werden Anfangsbedingungen zur Zeit ¢t mit einem rechts tief gestellten Index 0, die Gréflen am
Ende des Inkrements ¢ + At mit 1 versehen.

Operator | — Elastischer Pradiktor

In Operator I werden nur die Teile in den Differentialgleichungen betrachtet, die unabhangig
von s sind. So sind z. B. geméf Gleichung (3.133), (3.135) fiir €,, K, die Differentialgleichungen

€, = Q¢, + €L (4.71)
K, = 0K, - K, Q" (4.72)

zu 16sen (vgl. auch TSAKMAKIS & WILLUWEIT [92], [93]). Mit Hilfe der Beziehungen (4.39)
und (4.40) lassen sich €,, K, bestimmen zu

e, = (AR)€,, (AF) ™ | (4.73)

'K, = (AR)K,,(AR)" . (4.74)
Daraus folgt fiir den elastischen Anteil des mikropolaren Verzerrungstensors

Te., = €1 €, (4.75)
und fiir den elastischen Anteil des Kriitmmungstensors

K., =K, 'K, . (4.76)

Die mikropolare Spannung S; und die Momentenspannung S, kénnen dann aus den Elasti-
zitatsgesetzen (3.114) und (3.116) berechnet werden. Um die Fliebedingung (3.126) zu iiber-
priifen, muss & und &, bestimmt werden. Analog lassen sich Y und Y, bestimmen aus

y—o | (4.77)

y,—0 . (4.78)
Die Losung lautet

Y, = (AR) 'Y (AF)™! | (4.79)

Y. = (AR)'Y (AR)T . (4.80)
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4 Finite-Elemente-Formulierung des mikropolaren Kontinuums

Die plastische Bogenlénge s wird in Operator I nicht veréandert, so dass
Tsy=s0 . (4.81)

Damit stehen alle Gréflen zur Verfiigung, um die FlieBbedingung zu iiberpriifen und im Falle
plastischer Belastung die Losung in Operator II zu korrigieren. Ist die Belastung rein elastisch,
so ist die Losung aus Operator I die Losung des gesamten Problems. Es gilt fiir die Spannung
und Momentenspannung

Si='S: , S,='S., ., (4.82)
fiir den Verzerrungs- und Kriimmungstensor
I

€1 = €+ 16p1 , Ky = IKel + IKp1 (483)

und fiir die Verfestigungsgrofien

7, =7, |, (4.84)

&="¢ . & ="€ . (4.85)

k’l = Ik’l s S1 = 181 . (486)
Operator Il — Plastischer Korrektor

In Operator II sind die rechten Seiten der Differentialgleichungen proportional zu $. Im Fall
plastischer Belastung wird in Operator II das Anfangswertproblem numerisch mit einem im-
pliziten Euler-Verfahren integriert. Das Algebrodifferentialgleichungssystem ist fiir das mikro-
polare Materialmodell bereits angegeben. Mit den im ersten Operator bestimmten Losungen
liegen die Anfangsbedingungen fiir den zweiten Operator vor. So gilt fiir die Spannung und
Momentenspannung

[[SO = ISl ) IIS = ISCl ) (487)

€o

fiir die Verzerrungs- und Kriimmungsmafle

Tepo="€r, » "Kpo="K,, (4.88)

PO P1
II I II I
660 = €¢1 s Keo = Kel (489)

und fiir die Verfestigungsvariablen

"zy="2, |, (4.90)
IIYO - IYl 9 IIYCO - IYCl ) (491)
II£O - I€1 ) IIécO - IEcl ) (492)
I]l{?() = Ikl s IISO = 181 (493)
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4.2 Numerische Losung des quasistatischen Randwertproblems

Bei inelastischer Belastung muss das Differentialgleichungssystem fir ‘e, , 'K, , /Y1, 1Y,
HE, s zusammen mit den algebraischen Beziehungen fiir /S, IS, , Ye.;, 'Ky, 1Z,
He  1g, | gelost werden. Fiir die gesamte mikropolare Verzerrung und Kriimmung ist dann
die Losung durch e, = ey, 'K, = 'K, gegeben. Die Anwendung des impliziten Euler-
Algorithmus liefert zunéchst ein nichtlineares Gleichungssystem, das mittels des Newton-Ver-
fahrens gelost werden kann. Die nichtlinearen Gleichungen werden aus den Beziehungen fiir die
Verzerrung und die Krimmung

e, —1e, —Atlle, =0 | (4.94)

"K,, —"K,,— At"K,, =0 (4.95)
und fiir die Verfestigungsvariablen
IIYl—IIYO—AtIIYl =0 ’
IIY01 o IIYCO . AtIIYcl — ,
11y, I, A i (is) _ plis)(IIy. _
k1 ko t(p(V B (k=) =0

1181 — IIS() —Ats =0

S, =18, , S,=""s, , (4.100)
Z,="7, |, (4.101)
Yl = IIYl ) Ycl = IIYCl ) (4102)
& ="¢ , &.="¢, , (4.103)
e, =""€e » K, ="K, |, (4.104)
€1 = Ileel ) Kel = IIKel ) (4105)
]{?1 = Ilk'l s S1 = 1181 (4106)
4.2.4 Bestimmung der konsistenten Tangente
Die analytische Bestimmung der partiellen Ableitungen
0S
p. B 4.107
"TOF (4.107)
0S
D, = —— 4.108
> OR (4.108)
oS
Dy=——2> 4.109
° 7 9(OR/0X) (4.109)
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4 Finite-Elemente-Formulierung des mikropolaren Kontinuums

oS,
Di=r (4.110)
S
Dy = = 4111
T OR (4.111)
8S.
Dy = 22 4.112
°7 9(OR/0X) (4.112)

ist sehr aufwendig und fehleranfillig. AuBerdem ist sie sehr unflexibel, was Anderungen an den
Materialgleichungen betrifft. Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit die Ableitung mit einem
numerischen Verfahren ermittelt, wie es z. B. in MIEHE [72] vorgestellt wurde. Die numerische
Naherung der partiellen Ableitungen D; bis Dy wird durch den vorderen Differenzenquotienten
ermittelt.

Zur Bildung des Differenzenquotient bei einer skalaren Funktion g, die von einer skalaren Grofie
x abhangt, wird zum Funktionsargument eine kleine Zahl x hinzugezahlt, d. h. es wird ein kleines
Stiick in die sogenannte Abstiegsrichtung der Funktion gegangen und dort der Funktionswert
bestimmt. Die Ableitung ergibt sich dann aus

99 9l +x) —g(z)
ox X

mit <1 . (4.113)

Wird bei einem Tensor zweiter Stufe G(A) als Funktion eines weiteren Tensors zweiter Stufe A
die partielle Ableitung 0G/0A gesucht, so gilt analog

V)

aGij - éij(A](ng)) - Gij<Akl)

~ 4.114
A " , (4.114)

mit dem gestorten Tensor
A = A+ x(en®e,) . (4.115)

Es wird also jede Komponente von A gestort und aus diesem A(mn) ag zugehorige G berechnet.
Somit ergeben sich fiir jedes A(™) peun Komponenten von é, also insgesamt die 81 Kompo-
nenten des entstehenden Tensors vierter Stufe. Bei Tensoren dritter Stufe ist die Vorgehensweise
analog. Sei ein Tensor zweiter Stufe G(.A) als Funktion eines Tensors dritter Stufe A gegeben
und sei die partielle Ableitung 0G/0.A gesucht, so gilt

0Gi;  Cy(AS™) — Gij(Apgr)

~ , 4.116
mit dem gestorten Tensor
v (mnk)
A =A+xle,®e,®e) . (4.117)

%

Es wird folglich jede Komponente von A gestért und aus diesem .;l(mnk) das zugehorige G

v (mnk o
berechnet. Fir jedes .A( ) ergeben sich 81 Komponenten von G, also insgesamt die 243
Komponenten des entstehenden Tensors fiinfter Stufe.
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4.3 Implementierung in ABAQUS

Die numerischen Naherungen lauten in diesem Fall

Y]

LSU’Z».(FZS?")) - Si‘(qu)

(D1)ijmn = . , (4.118)
(D)o Sméézmbx— Sig(F) (4119)
(D)o ~ Sij<R£’;??“>X— Sii(Ronr) (4.120)
(D) ijmn ~ Sucij(ﬁlggm)i(_ Sei; (Fpq) ’ (4.121)
(D5)ijm ~ gcij(Rz(DTn))X_ Scu(qu) ’ (4.122)
Dol = Seiy(Bogt™) = Supy (Rpqr) | (4123)

wobei y sehr klein sein muss. Bei der Wahl des Inkrements x in Abstiegsrichtung muss ein
Kompromiss eingegangen werden. Wird es zu grofl gewahlt, ist die errechnete Tangente zu un-
genau. Bei zu kleinem x (in der Gréflenordnung der Rechnergenauigkeit), kénnen entscheidende
Nachkommastellen verloren gehen, was zu falschen Ergebnissen bei der Tangentenberechnung
fithrt. Ein iiblicher Wert fiir x ist ein Wert mit der halben Anzahl von Nachkommastellen der
Maschinengenauigkeit, also

X = /Maschinengenauigkeit . (4.124)

Ein Nachteil der numerischen Bestimmung der Tangenten ist der groffere numerische Aufwand.
Neben dem ersten Durchlaufen des Spannungs-Momentenspannungs-Algorithmus zur Ermitt-
lung des gewichteten Cauchyschen Spannungs- und Momentenspannungstensors, muss dieser
Programmteil nun zuséatzlich mehrmals ausgefiihrt werden. Der numerische aufwéndigste und
damit rechenzeitintensivste Teil der Berechnung ist die Losung des nichtlinearen Gleichungs-
systems im zweiten Operator. Die Effizienz der Tangentenbestimmung kann dadurch gestei-
gert werden, dass als Startwert des Newton-Verfahrens die Losung, die aus der Spannungs-
Momentenspannungs-Berechnung bekannt ist, verwendet wird. Da sich die jeweils neu bestimm-
ten Verzerrungs- und Kriimmungsmafie nur minimal von den urspriinglichen Maflen unter-
scheiden, weicht auch die berechnete Spannung und Momentenspannung nur minimal von der
urspriinglichen Spannung und Momentenspannung ab. Es sind deshalb nur sehr wenige Itera-
tionen im Newton-Verfahren erforderlich, um diese neue Spannung und Momentenspannung zu
ermitteln.

4.3 Implementierung in ABAQUS

Das mikropolare (Visko-)Plastizitdtsmodell wurde in das kommerzielle Finite-Elemente-Pro-
gramm ABAQUS implementiert. Aus der Theorie des mikropolaren Kontinuums folgt, dass neben
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4 Finite-Elemente-Formulierung des mikropolaren Kontinuums

der Impulsbilanzgleichung eine weitere Gleichgewichtsbedingung (die Drehimpulsbilanz) erfiillt
sein muss. Um dieser Tatsache Rechnung zu tragen, miissen hierfiir eigens definierte Elemente
programmiert werden. Durch die Benutzerschnittstelle UEL (siehe ABAQUS Handbuch [2]) ist
diese Moglichkeit gegeben. Mittels dieser Schnittstelle ist es moglich, eine entsprechende Ele-
mentsteifigkeitsmatrix und den dazugehorigen Kraftvektor zu bestimmen. Neben diesen beiden
Groflen konnen noch weitere Variablen bzw. Steuergréfien tibergeben werden. ABAQUS fiithrt an-
schlieBend die Assemblierung des Gesamtgleichungssystems durch und berechnet dessen Losung.
ABAQUS dient demnach lediglich als ein stabiler Gleichungsloser.

Zur Berechnung allgemeiner dreidimensionaler Randwertprobleme wurde ein 8-Knoten-Volumen-
element programmiert. Um die lineare Interpolation fiir die Verschiebung und die Rotation zu
beriicksichtigen, besitzt jeder Knoten eines Elementes drei Verschiebungs- und drei Rotations-
freiheitsgrade. Zusatzlich wird jedem Knoten eine lokale Knotennummer von 1 bis 8 zugewiesen.
Die GroBle der quadratischen Elementsteifigkeitsmatrix und des Elementkraftvektors ist da-
durch festgelegt. Die Knotenverschiebungen und -rotationen eines Elementes werden in einem
Losungsvektor

d:= ( g: ) (4.125)

angeordnet. Die Elementsteifigkeitsmatrix K kann durch

B Kuu Kuw

kompakt ausgedriickt werden. Der Elementkraftvektor F ldsst sich darstellen als

F .= < g: > : (4.127)

Die Ausdriicke der einzelnen Eintrdge in der Elementsteifigkeitsmatrix und im Elementkraft-
vektor werden aus den bereits hergeleiteten Beziehungen (4.62) und (4.70) gebildet. Die Ele-
mentsteifigkeitsmatrix und der Elementkraftvektor werden im ersten Durchlauf fiir jedes Ele-
ment des gesamten Finite-Elemente-Modells initialisiert. Daraus bestimmt ABAQUS den Ge-
samtlosungsvektor d, aus dem in den darauffolgenden Aufrufen der Elemente die Verzerrungen,
Kriimmungen, Spannungen und Momentenspannungen an den Integrationspunkten mit den
bereits abgeleiteten Beziehungen berechnet wird.
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5 Finite-Elemente-Beispiele

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass die in dieser Arbeit entwickelte mikropolare Plastizitéts-
theorie in der Lage ist, Langenskaleneffekte im Materialverhalten wiederzugeben. Dazu wird
die Torsion eines Vollzylinders diskutiert. Die berechneten Ergebnisse werden qualitativ mit
den experimentellen Resultaten von FLECK ET AL. [39] verglichen. Weitere Eigenschaften der
konstitutiven Theorie werden anhand einer gelochten Platte unter Zugbeanspruchung veran-
schaulicht.

5.1 Wahl der Materialparameter

Die Bestimmung geeigneter Materialparameter fiir mikropolare Stoffgesetze ist ein schwieriges
Vorhaben und stellt ein nicht gelostes Problem in der experimentellen Kontinuumsmechanik
dar. Bisher wurden nur fiir wenige Félle der mikropolaren Elastizitat die Materialparameter
bestimmt (siehe z. B. LAKES [58]). Dies geschieht in der Regel entweder iiber die Beobachtung
von Grofleneffekten oder iiber die Messung der Ausbreitung von Transversalwellen und die Er-
mittlung von Dispersionsrelationen, die sich mittels klassischer Modelle nicht beschrieben lassen
(siche ERINGEN [35]). Eine Bestimmung der Materialparameter fiir das hier angenommene mi-
kropolare Plastizitatsmodell mit isotroper und kinematischer Verfestigung wiirde den Rahmen
dieser Arbeit sprengen. Die Materialparameter der nachfolgenden Berechnungen stellen deshalb
lediglich angenommene Werte dar. Vergleiche zu experimentellen Daten kénnen demzufolge nur
qualitative Bedeutung haben. Der Einfachheit halber beziehen sich alle durchgefiihrten Rech-
nungen auf die geschwindigkeitsunabhéngige Plastizitat.

Die Materialparameter fiir das Elastizitatsgesetz und die FlieBfunktion sind in Tabelle 5.1 an-
gegeben.

1= 46000 MPa | ay = 0,75
v=20,3 as = 0,25

a = 3000 MPa | ag = 10000 mm 2
B=0N ay = 10000 mm 2
~=0,01 N

0=0N ko = 70 MPa

Tabelle 5.1: Werte der Materialparameter fiir das Elastizitatsgesetz, die FlieBfunktion und die
Flielgrenze.
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5 Finite-Elemente-Beispiele

Fiir die Verfestigung werden drei Falle untersucht:

1. Reine isotrope Verfestigung.

Materialparameter:
B =9, 4 = 2400 MPa.

2. Reine kinematische Verfestigung.

Materialparameter:
C1 = 0 MP&, Cy = 800 MPa, C3 = 100 MPa, Cy = 0 N, Cy = 0, 0001 N, Ce — 0 N,
by = by = 0,002 MPa™ ", b, = b., = 0,002 mm/N.

3. Kombination aus isotroper und kinematischer Verfestigung.

Materialparameter:

B =16, 4) = 700 MPa,

c¢1 = 0 MPa, co = 600 MPa, c3 = 80 MPa, ¢4, =0 N, ¢5 = 0,0001 N, ¢ = 0 N,
by = by = 0,0025 MPa™!, b,y = b, = 0,0025 mm/N.

Abbildung 5.1 zeigt den Verlauf der Spannung iiber die Dehnung fiir eindimensionale monotone
Zugbeanspruchungen. Erkennbar ist, dass die Kennlinien fiir die drei Verfestigungsmodelle in
einem groflen Bereich nahezu zusammenfallen.

250 A
-+ |Isotrope Verfestigung
-+ Kinematische Verfestigung
200 4 -#- Kinematische und isotrope Verfestigung
=)
; 150
©
100 A
50 A
0 T T T T T !
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12

Abbildung 5.1: Verlauf der eindimensionalen Spannung o(= Tj;) als Funktion der logarithmi-
schen Dehnung ¢ = ln% fiir eine Zugprobe (lp : Ausgangslange der Probe,
[ =1(t) : Lange der Probe zur Zeit t).
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5.2 'Torsion eines Kreiszylinders

Im Groflen und Ganzen entsprechen die Spannungs-Dehnungskennlinien in Abbildung 5.1 den-
jenigen fiir Kupferdriahte in Abbildung 5.2. Letztere sind von FLECK ET AL. [39] experimentell
gemessen worden. Die kleinen Abweichungen in den Verlaufen in Abbildung 5.2 kénnen von
den Unterschieden in der Mikrostruktur der verschiedenen Proben herrithren und werden von
FLECK ET AL. [39] als vernachléssigbar klein angesehen.

250

200

g sof
(MPa)
100

50

Abbildung 5.2: Eindimensionale (Cauchy-)Spannung o iiber die logarithmische Dehnung ¢ fiir
Kupfer-Dréhte mit unterschiedlichen Durchmessern (a : Drahtradius). Nach
FLECK ET AL. [39].

Bei der Untersuchung der gelochten Platte wurde bei den numerischen Berechnungen neben
dem oben bereits erwédhnten Satz von Materialparametern fiir eine Kombination aus isotroper
und kinematischer Verfestigung ein weiterer Satz von Materialparametern benutzt.

5.2 Torsion eines Kreiszylinders

Im ersten Beispiel wird eine kreiszylindrische Probe unter Torsionsbeanspruchung betrachtet.
An ihrem unteren Ende ist die Probe fest eingespannt, wiahrend an ihrem oberen Ende eine
Verdrehung mit vorgegebenem Drehwinkel erfolgt. Die Lange der Probe bleibt wahrend der
Deformation konstant. Dies entspricht dem Fall der einfachen Torsion. Ein solches Experiment
fiir Kupferdrahte mit Durchmessern wie in Abbildung 5.2 wurde von FLECK ET AL. [39] durch-
gefiihrt. Abbildung 5.3 zeigt den mafigeblichen Einfluss der Geometrie der Probe (genauer des
Durchmessers) auf das mechanische Verhalten. In dieser Abbildung wurde auf der vertikalen
Achse das durch die dritte Potenz des Auflenradius der Probe r, dividierte Torsionsmoment M
aufgetragen. Auf der horizontalen Achse wurde die Scherung 7, am dufleren Rand aufgetragen.
Letztere ist durch v, = 9r, definiert, wobei ¥ = A®/ly die Drillung darstellt (AP : Win-
keldnderung am oberen Ende der Probe, [y : Probenausgangsliange). Aus Abbildung 5.3 ist
ersichtlich, dass das Verhéltnis M/r3 bei konstantem ~y, mit abnehmendem Radius zunimmt,
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d. h. die kleineren Proben verhalten sich steifer im Vergleich zu den grofien. Allerdings werden
die Unterschiede mit zunehmendem Radius kleiner. Ware das Materialverhalten unabhangig
von inneren Langen, so miissten die verschiedenen Graphen in Abbildung 5.3 im Rahmen der
experimentellen Genauigkeit zusammenfallen.

Abbildung 5.3: Das Verhéltnis M/r3 = Q/a® als Funktion der Scherung v, = ka fiir Tor-
sionsproben aus Kupfer mit unterschiedlichen Durchmessern. Nach FLECK ET

AL. [39]. (Die Bezeichnungen @), a, k aus FLECK ET AL. [39] entsprechen in dieser
Arbeit M, r,,9.)

Als Nachstes werden diesen experimentellen Ergebnissen Finite-Elemente-Berechnungen auf
Grundlage der mikropolaren Plastizitatstheorie gegeniibergestellt. Die gewéahlten Zylindergeo-
metrien konnen Tabelle 5.2 entnommen werden. Die Vernetzung erfolgt mit 480 8-Knoten-

Durchmesser [pum] | Hohe [pm]
Probe 1 12 6
Probe 2 15 7,5
Probe 3 20 10
Probe 4 30 15
Probe 5 170 85

Tabelle 5.2: Gewahlte Probengeometrien bei der Torsion.

Volumenelementen (siehe Abbildung 5.4). Als Randbedingung wird das untere Ende der Probe
festgehalten, wiahrend das obere Ende mit einem vorgegebenen Winkel gedreht wird (Verschie-
bungsrandbedingungen fiir das Makrokontinuum). Die innere Rotation sowohl am unteren als
auch am oberen Ende der Probe wird der aufleren gleichgesetzt. An der Mantelflache wird
sowohl der Spannungs- als auch der Momentenspannungsvektor gleich Null gesetzt (Kraftrand-
bedingungen). Die Berechnung des Torsionsmomentes M aus den Finite-Elemente-Ergebnissen
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5.2 'Torsion eines Kreiszylinders

erfolgt auf der Basis der Formel
M = / T<¢*>2mr?dr +/ T2 2mrdr (5.1)
0 0

Das erste Integral aus (5.1) entspricht dem Beitrag der klassischen Spannung, wéhrend das
zweite Integral den Anteil aus der Momentenspannung liefert. Die jeweiligen Spannungskom-
ponenten stellen physikalische Komponenten dar. Die numerischen Voraussagen der Theorie
fiir reine isotrope Verfestigung, reine kinematische Verfestigung sowie kombinierte isotrope und
kinematische Verfestigung konnen jeweils den Abbildungen 5.5, 5.6 und 5.8 entnommen werden.

Abbildung 5.4: Finite-Elemente-Modell bei der Torsion.

In den Abbildungen 5.5 und 5.6 sind jeweils die v,-M /r3-Ergebnisse fiir die kleinste und fiir
die grofite Probe aufgetragen. Werden Abbildungen 5.5 und 5.3 miteinander verglichen, so ist
ersichtlich, dass reine isotrope Verfestigung das reale Materialverhalten bei Torsion iiberschatzt.
Da die Verfestigungsparameter 3*) und v(**) schon anhand der eindimensionalen Zugbeanspru-
chung festgelegt wurden, ist diese Uberschitzung eine prinzipielle Eigenschaft der isotropen
Verfestigung. Aus dem Vergleich der Abbildungen 5.6 und 5.3 kann gefolgert werden, dass rei-
ne kinematische Verfestigung besser in der Lage ist, das Materialverhalten fiir die Torsion zu
beschreiben. Diese Einschétzung wird durch folgende Uberlegung unterstiitzt. Fiir die eindimen-
sionale Zugbeanspruchung sind nur die Verfestigungsparameter by, by, ¢1, ¢9, 3 zustandig. Da die
Kriimmungstensoren bei dieser homogenen Deformation verschwinden, spielen die Materialpa-
rameter b.;, bes, C4, C5, cg keine Rolle. Es ist deshalb zu erwarten, dass eine geeignete Anpassung
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Probe 1
1600 A - Probe 5
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M/r

800 A

600 -

400 -

200 +
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Abbildung 5.5: Modellvoraussagen fiir reine isotrope Verfestigung wahrend der Torsionsbean-
spruchung.

dieser Verfestigungsparameter zu verbesserten Resultaten im Vergleich zum Experiment fiihrt.
Anders formuliert weisen diese Uberlegungen darauf hin, dass kinematische Verfestigung auch
bei rein monotonen Belastungen fiir das Materialverhalten wichtig ist. Diese Erkenntnis steht
im Gegensatz zu der klassischen Plastizitétstheorie, bei der die Art der Verfestigung (isotrop
oder kinematisch) bei rein monotonen Belastungen unbedeutend ist. Mikroskopisch kénnte die-
ses Verhalten wie folgt erklart werden. Nach FLECK ET AL. [39] besitzen die Kupferdrihte
nach einer Warmebehandlung Korngroflen im Bereich von 5 bis 25 ym. Fiir die polykristallinen
Proben bedeutet dies, dass mehrere Korner im Querschnitt in gestreckter Form vorhanden sind.
Es gibt folglich Korner, die an die Oberfliche angrenzen mit sehr kleinen Abmessungen quer
zu der Drahtrichtung. Bedingt durch diese geometrischen Zwangsbedingungen werden Verset-
zungsschleifen statt kreisformig (wie in makroskopischen Materialien) jetzt in gestreckter Form
deformiert (siche Abbildung 5.7). Deshalb findet ein Aufstauen von Versetzungen an Korn-
grenzen (kinematische Verfestigung) viel intensiver statt als das Blockieren der Bewegung von
Versetzungen durch Hindernisse (isotrope Verfestigung). Diese Situation ist d&hnlich der Defor-
mation von diinnen Schichten (vgl. z. B. ARZT [6], BADER ET AL. [7] und BAKER ET AL. [8]). Es
sei angemerkt, dass fiir die groBite Probe (2r, = 170um) fiir die Theorie mit rein kinematischer
Verfestigung die v,-M /r3-Kennlinien Abweichungen vom experimentellen Verhalten aufweisen.
Die Kennlinie fiir die groite Probe in Abbildung 5.6 erreicht sehr schnell ein Maximum und be-
ginnt dann abzufallen, wahrend die entsprechende Kennlinie in Abbildung 5.3 monoton steigend
bleibt. Zu klaren, ob dieser Effekt eine prinzipielle Eigenschaft der kinematischen Verfestigung
ist oder das Resultat der ausgewahlten Materialparameter fiir die Momentenspannungen, muss
weiteren Parameterstudien vorbehalten bleiben.
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Probe 1
450 - —— Probe 5
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Abbildung 5.6: Modellvoraussagen fiir reine kinematische Verfestigung wahrend der Torsions-
beanspruchung.

Abbildung 5.8 zeigt fiir die angenommenen Verfestigungsparameter, dass eine Kombination aus
isotroper und kinematischer Verfestigung durchaus in der Lage ist, die experimentell beobach-
teten Tendenzen im Materialverhalten fiir Torsion gut wiederzugeben. Natiirlich kénnen die
theoretischen Voraussagen verbessert werden, indem alle Materialparameter durch etablierte
Optimierungsalgorithmen ermittelt werden. Augenfallig in diesen Ergebnissen ist die Uberlap-
pung der Kennlinien fiir 2r, = 30gm und 2r, = 170pm fir kleine Scherungen ~,. Weitere
Rechnungen, die hier nicht explizit aufgefiihrt werden, zeigen, dass diese Uberlappung auf die
kinematische Verfestigung zuriickzufiihren ist. Die experimentellen Resultate in Abbildung 5.3
lassen erkennen, dass solche Uberlappungen durchaus moglich sind. Allerdings kommen sie nur
bei sehr kleinen Scherungen vor. Ob die vorgestellte Theorie in der Lage ist, in Abhangig-
keit von den ausgewahlten Materialparametern die Uberlappung zu verschieben bzw. sie zum

N

prd

Abbildung 5.7: Bedingt durch die geometrische Zwangsbedingung werden gestreckte Ver-
setzungsschleifen erzeugt (Abbildung aus BAKER ET AL. [8] entnommen).
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5 Finite-Elemente-Beispiele

Verschwinden zu bringen, muss noch untersucht werden.

800 -
Probe 1
700 A -o- Probe 2
-+ Probe 3
36004 | = Probe4
% -+ Probe 5
cT@5OO E
~
~
= 400 -
300 -
200 -
100 -
O T T T T T T T T T T T 1

0 0,1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1,1 1,2
Ya

Abbildung 5.8: Modellvoraussagen bei einer Kombination aus isotroper und kinematischer Ver-
festigung wahrend der Torsionsbeanspruchung.

Die Diskussion des Torsionsbeispiels wird mit einer Bemerkung, die zunachst nur akademischen
Charakter hat, abgeschlossen. Aus der klassischen nichtlinearen Kontinuumsmechanik ist be-
kannt, dass bei einfacher Torsion (d.h. konstant gehaltene Lénge der Probe) eine Druckkraft
an den Enden der Probe ausgeiibt werden muss. Dies stellt einen sogenannten Effekt zweiter
Ordnung dar, der fiir rein elastisches Materialverhalten als Poynting-Effekt bezeichnet wird. Ins-
besondere ist der Verlauf der axialen Spannung S,, iiber den entdimensionierten Radius 7 = r/rq
nicht konstant. Fiir klassische Plastizitdt mit kleinen elastischen Verzerrungen ist das Auftreten
einer axialen Druckspannung bis auf den kleinen Einfluss des Elastizitatsgesetzes das Ergebnis
der Existenz kinematischer Verfestigung. Isotrope Verfestigung bewirkt keine Effekte zweiter
Ordnung. Im Wesentlichen besitzt dort die axiale Spannung iiber den Radius einen monotonen
Verlauf (vgl. DIEGELE ET AL. [29], HAUSLER & TSAKMAKIS [54]). In Abbildung 5.9 ist der Ver-
lauf der axialen Spannung S,, iiber den Radius 7 fiir die Scherung v, = 0,9 fiir die mikropolare
Plastizitatstheorie mit isotroper und kinematische Verfestigung aufgetragen. Es ist erkennbar,
dass die mikropolare Plastizitatstheorie ebenfalls die Existenz einer axialen Druckspannung
voraussagt. Allerdings ist jetzt der Verlauf der axialen Spannung iiber dem Radius nicht mehr
monoton. Interessante Effekte sind auch bei den Verlaufen der axialen Spannung tiber dem
Radius parametrisiert mit Hilfe der Scherung =, sichtbar. Wie aus den Abbildungen 5.10 bis
5.14 erkennbar, konnen sich diese fiir kleine Scherungen tiberschneiden. Dies gilt insbesondere
fiir die kleineren Proben, wéahrend sie sich fiir die grofle Probe nicht iiberschneiden. Auch die
qualitative Form des S,,-7-Verlaufs fiir festgehaltene Scherung ~, variiert in Abhangigkeit des
Probenradius.
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5.2 Torsion eines Kreiszylinders

7
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
O L L L L n
Probe 1
% Probe 2
90 1| —Probe 3
3 -=- Probe 4
. - Probe 5
5 -100 4 robe
3
95!

*

-250 4

Abbildung 5.9: Verlauf der axialen Spannung S, iiber den Radius 7 fiir die Scherung ~, = 0, 9.

7
0
——y=0,075
0 = y=0,15
v=0,225
-50 - —e 'Y:0,3
= - y=0,375
& 100 4 = y=0,45
= ' —y=0,525
3 -~ =0,6
9150 1 =0,675
——v=0,75
-200 + = y=0,825
v=0,9
-250 1 e y=0,9645
-300 -

Abbildung 5.10: Verlauf der axialen Spannung S, tiber dem Radius 7 parametrisiert mit Hilfe
der Scherung ~, fiir Probe 1.
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5 Finite-Elemente-Beispiele

7
0
0 —+=v=0,075
- y=0,15
=0,225
-50 - !
-<v=0,3
;= - y=0,375
Y=Y,
- -100 _
E - v=0,45
oﬁg ——y=0,525
-150 1 -~ 7=0,6
y=0,675
-200 + ——v=0,75
- v=0,825
-250 1 —=v=0,9
—-v=0,975
-300 -

Abbildung 5.11: Verlauf der axialen Spannung S, tiber dem Radius 7 parametrisiert mit Hilfe
der Scherung , fiir Probe 2.

——v=0,075
= y=0,15
y=0,225
—=v=0,3
—=v=0,375
—o-y=0,45
——v=0,525
-150 1 / —~-7=0,6
| ‘ v=0,675
| ——v=0,75
-200 1 = 4=0,825

S..[M Pal

—=v=0,9
-250 A —<v=0,975
= v=0,993

-300 -

Abbildung 5.12: Verlauf der axialen Spannung S, tiber dem Radius 7 parametrisiert mit Hilfe
der Scherung 7, fiir Probe 3.
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5.2 Torsion eines Kreiszylinders

7
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
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Abbildung 5.13: Verlauf der axialen Spannung S,, tiber dem Radius 7 parametrisiert mit Hilfe
der Scherung 7, fiir Probe 4.

¥ \\'\\% —~—v=0,075
-20 1 = y=0,15
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Abbildung 5.14: Verlauf der axialen Spannung S.. tiber dem Radius 7 parametrisiert mit Hilfe
der Scherung 7, fiir Probe 5.
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5 Finite-Elemente-Beispiele

5.3 Zug einer gelochten Platte

In diesem Abschnitt wird der Zugversuch einer gelochten Platte diskutiert. Die Daten der
Geometrie konnen Tabelle 5.3 entnommen werden. Die Proben wurden mit 148 8-Knoten-

Volumenelementen vernetzt (sieche Abbildung 5.15).

Lénge [mm]| | Breite [mm] | Dicke [mm] | Radius des Loches [mm]
Probe 1 0,12 0,05 0,02 0,005
Probe 2 1,2 0,5 0,2 0,05
Probe 3 2.4 1 0,4 0,1
Probe 4 24 10 4 1
Probe 5 120 50 20 5

Tabelle 5.3: Gewahlte Probengeometrien beim Zugversuch.

Abbildung 5.15: Finite-Elemente-Modell der gelochten Platte.

Ein wichtiges Mafl zur Charakterisierung des Einflusses von inneren Langen ist der Verlauf der
Lochaufweitung w = (r —rg)/ro iiber die globale Dehnung e = (I —ly) /Iy der Platte (r : Radius
der Loches, ¢ : Ausgangsradius des Loches, [ : Lange der Platte, Iy : Ausgangsliange der Platte).
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5.3 Zug einer gelochten Platte

Fiir die Plattengeometrien aus Tabelle 5.3 sind diese Verlaufe fiir zwei Satze von Materialpara-
metern (siehe Tabelle 5.4 und 5.5) in Abbildung 5.16 und 5.17 dargestellt. Diese Abbildungen
verdeutlichen, dass die Materialparameter entscheidenden Einfluss auf das Ergebnis austiben.
Wihrend fiir den Satz von Materialparametern aus Tabelle 5.4 in Abbildung 5.16 die Aufwei-
tung mit zunehmender Plattengrofie fiir konstante Dehnung e abnimmt, sind die Verhaltnisse
fiir den Satz von Materialparametern aus Tabelle 5.5 in Abbildung 5.17 genau umgekehrt.

p = 46000 MPa | ky = 70 MPa ap; =0,75 b =0,0025 MPa~* | ¢; = 0 MPa
v=20,3 as = 0,25 by = 0,0025 MPa~! | ¢, = 600 MPa
a = 3000 MPa | 50 =16 as = 10000 mm~2 | b.; = 0,0025 mm/N | c3 = 80 MPa
B=0N 7#) =700 MPa | ay = 10000 mm~2 | by = 0,0025 mm/N | ¢4 =0N
v=0,01 N ¢5 = 0,0001 N
0=0N Ceg — 0N

Tabelle 5.4: Werte der Materialparameter fiir die Finite-Elemente-Rechnung in Abbildung 5.16.

p = 77000 MPa | ky = 150 MPa a1 =0,75 by =0,12MPa ' [ ¢; =0 MPa
v=0,3 as = 0,25 by = 0,06 MPa™" | ¢, = 1500 MPa
a = 40000 MPa | 80%) = 20 as =0,28125 mm~2 | b,y = 0,12 mm/N | c3 = 800 MPa
f=80N /) = 1000 MPa | oy = 0,09375 mm~2 | bs = 0,06 mm/N | ¢, = 0N

v =100 N cs = 200 N
§=50N c¢ = 100 N

Tabelle 5.5: Werte der Materialparameter fiir die Finite-Elemente-Rechnung in Abbildung 5.17.

Eine Verifikation dieser Resultate mit entsprechenden vorhandenen experimentellen Ergebnis-
sen erscheint unklar. In der Tat sind solche Experimente im Rahmen des europaischen Projektes
LISSAC (Limit Strains for Severe Accident Conditions - Contract No. FIKS-CT 1999-00012)
fir die Platten mit den Geometrien aus Tabelle 5.6 durchgefiihrt worden (siche AKTAA ET
AL. [4]). Das Ergebnis dieser Experimente ist Abbildung 5.18 zu entnehmen. Es ist augenfillig,
dass nicht von Anfang an eindeutige Tendenzen zu erkennen sind. Vor allem sind die experimen-
tellen Resultate fiir den Dehnungsbereich 0,01 bis 0,02 in Frage zu stellen. Auch ein Vergleich
der theoretischen Voraussagen mit den experimentellen Daten fiir groe Dehnungen e ist vage.
Der Grund dafiir liegt darin, dass mit zunehmender Dehnung e sehr schnell eine Einschniirung
in der Probenmitte stattfindet. Erfahrungsgeméafl sind aber solche Einschniirungen nur mit
Berticksichtigung von Schadigungseffekten geeignet zu beschreiben. Dazu ist noch zu bemer-
ken, dass die Probenabmessungen im experimentellen Programm im makroskopischen Bereich
liegen. Nach den hier vorliegenden Vorstellungen miissen dann Unterschiede im beobachteten
Verhalten nur bei Lokalisierung der Deformation wesentlich werden. Somit konnen die erwahn-
ten Experimente nicht zur Verifikation der Theorie ohne Schadigungseffekten herangezogen
werden. Solche Experimente miissen noch sorgfaltig im Mikrobereich durchgefiithrt werden. Die
Abbildungen 5.16 und 5.17 jedoch zeigen, dass die mikropolare Plastizitatstheorie in der Lage
ist, Langenabhéangigkeiten fiir sehr kleine Plattenabmessungen vorauszusagen.
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5 Finite-Elemente-Beispiele

0,6 1
Probe 1
-o- Probe 2
0,5 1 -+ Probe 3
-= Probe 4
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0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1

e

Abbildung 5.16: Verlauf der Lochaufweitung w tiber die globale Dehnung e fiir den Satz von
Materialparametern aus Tabelle 5.4.
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Abbildung 5.17: Verlauf der Lochaufweitung w tiber die globale Dehnung e fiir den Satz von
Materialparametern aus Tabelle 5.5.

82



5.3 Zug einer gelochten Platte

0,9 1
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e

nung e. Nach AKTAA ET AL. [4].

Lénge [mm]| | Breite [mm]| | Dicke [mm] | Radius des Loches [mm]
Probe 1 24 10 4 2
Probe 2 120 50 20 10
Probe 3 240 100 40 20
Probe 4 480 200 80 40
Probe 5 1200 200 200 100

Tabelle 5.6: Gewahlte Probengeometrien beim Experiment. Nach AKTAA ET AL. [4].

Abbildung 5.18: Experimentell ermittelter Verlauf der Lochaufweitung w iiber die globale Deh-

83



5 Finite-Elemente-Beispiele

84



6 Zusammenfassung

Die Durchfithrung von Experimenten im Bereich der Mikrosystemtechnik ist in der Regel sehr
aufwendig und vor allem kostspielig. Aus diesem Grund ist der Einsatz von Simulationswerk-
zeugen beim Entwurf und der Herstellung von mechanischen Komponenten fiir Mikrosysteme
unentbehrlich geworden. Mit Hilfe numerischer Berechnungen kann die Anzahl der notwendigen
Experimente zur endgiiltigen Auslegung von Bauteilen erheblich reduziert werden. Allerdings
setzen numerische Verfahren eine moglichst genaue Modellierung der Materialeigenschaften vor-
aus. Wie bereits erwahnt, gibt es Unterschiede in den an Proben im Mikro- und im Makrobereich
beobachteten Materialeigenschaften. Eine Moglichkeit, solche Unterschiede wiederzugeben, ist
die Modellierung der konstitutiven Eigenschaften im Sinne eines mikropolaren Kontinuums.

Zu diesem Zweck wurde eine mikropolare Plastizitdatstheorie entwickelt, die Effekte infolge ki-
nematischer und isotroper Verfestigung Rechnung tragt. Die Struktur der Theorie basiert auf
dem Spannungstensor P und dem Momentenspannungstensor P.. In gewisser Hinsicht hangt
der Tensor P mit dem Mandelschen Spannungstensor zusammen, der oft in der klassischen Plas-
tizitatstheorie verwendet wird. Kinematische Verfestigung wird durch die Translationstensoren
£ (back-stress-Tensor) und &, (back-couple-stress-Tensor) beschrieben. Wahrend £, direkt mit
dem thermodynamisch konjungierten inneren Kriimmungstensor Y. zusammenhangt, wird die
Beziehung von 5 zuY durch die Gleichung (3.76) beschrieben. Die zu Y thermodynamisch
konjugierte innere Spannung lautet 7. Dieses rithrt von den Nichtlinearititen infolge grofler
Deformationen her. Die Analyse hat gezeigt, dass eine Reihe von algebraischen Umformungen
bendtigt wird, um eine Theorie aufzustellen, die sowohl beziiglich des Zweiten Hauptsatzes der
Thermodynamik als auch dem Postulat von II'iushin, verallgemeinert fiir mikropolare Kontinua,
konsistent ist.

Mittels des in ABAQUS implementierten Elementes wurde die Torsion eines Vollzylinders und
der Zug einer gelochten Platte diskutiert. Die Finite-Elemente-Berechnungen demonstrieren,
dass bei kleinen Geometrien die Berticksichtigung kinematischer Verfestigung auch fiir Defor-
mationen mit monotonen Belastungen sehr wichtig ist. Dies ist ein wesentlicher Unterschied zu
den klassischen Plastizitatsmodellen. Weitere Unterschiede wurden bei der einfachen Torsion
hinsichtlich der Effekte zweiter Ordnung festgestellt. Fiir die gelochte Platte sagt die Theo-
rie fliir mikroskopische Geometrien Langenabhangigkeiten voraus. Bei grofleren Probengeome-
trien mit Einschniirung ist fiir die Beschreibung von Langenabhangigkeiten die Berticksichti-
gung von Schadigung erforderlich. Insgesamt kénnen in Abhéngigkeit von Materialparametern
Abweichungen von klassischen Ergebnissen vorkommen. Auf eine umfassendere systematische
Untersuchung des Einflusses von Materialparametern fiir verschiedene Strukturprobleme wur-
de in dieser Arbeit verzichtet. Der Grund liegt an den derzeit aufwendigen Finite-Elemente-
Berechnungen. Diese Schwierigkeit kann durch die Entwicklung effizienterer numerischer Ver-
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6 Zusammenfassung

fahren zur Losung solcher Probleme behoben werden.
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A Transformationsbeziehungen bei
uberlagerten Starrkorperrotationen in
der aktuellen und der plastischen
Zwischenkonfiguration

Es kann gezeigt werden, dass bei beliebig iiberlagerten Starrkorperrotationen Q = Q(t) auf die
aktuelle Konfiguration und gleichzeitig iiberlagerten Starrkérperrotationen Q, = Q,(t) auf die
plastische Zwischenkonfiguration, die folgenden Transformationsbeziehungen gelten (fiir einige

der nachfolgenden Beziehungen vgl. GREEN & NAGHDI [47], CASEY & NAGHDI [19], [20]).

Deformations- und Geschwindigkeitsgradient

F — F'=QF=QF.QQ,F, (A1)
F. — F!=QF.Q! (A.2)
F, — F'=QF, (A.3)
L, — L =QLQ +QQ] (A.4)

Mikropolare Rotation und Geschwindigkeit

R — R'=QR=QR.QQR, (A.5)
R. — R;=QR.Q/ (A.6)
R, — R =QR, (A7)
Q. - 9, =Q,9Q +Q,Q) (A.8)
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A Transformationsbeziehungen bei iiberlagerten Starrkorperrotationen

Verzerrungs-, Krimmungs-, Spannungs-, Momentenspannungstensoren und Assoziierte
Raten

<& < <&
~ o0 <& X X X
Es bezeichne X einen der folgenden Tensoren €, €., €,, €, €., €,, K, K., K,, K, K., K,, T, T,,
P. Dann gilt

~

X - X' =QXQ! . (A.9)
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B Zerlegung der kinematischen
mikropolaren GrolB3en
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B Zerlegung der kinematischen mikropolaren Gréfen

Rr : Referenzkonfiguration
Ry : plastische Zwischenkonfiguration

R, : aktuelle Konfiguration

e=U-1 e=1-V~!
e.=U-1, e.=1-V!
_ R()F! _ )
e£=U,—1 €=V, 1-V
E=€.+¢, €E=¢€.tE€,
R,()F," R.()F.!
e=U.—-V!
_ e.=U,—1
R )
&=1-V1!
E=é +¢

Tabelle B.1: Zerlegung der Verzerrungstensoren.
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L, = Fijjl, Q = f{pf{Z : relativ zu R,
L=FF! Q=RRT: relativ zu R,

() :relativ zu Rg

() =() =)+ ()L, : relativ zu R,
()°=()—9()+ ()L : relativ zu R,

€=U e=é—Qet+elL=L-Q
%ezﬁ—ﬁp ze:ée—Qee—i—eeL
. R()F! .
€=U, €, = €, — ¢, + ¢€,LL
~ 2 P o < <&
R,()F,! R.()F.!

Ry

Tabelle B.2: Zerlegung der Verzerrungsraten.
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B Zerlegung der kinematischen mikropolaren Gréfen

Rz : Referenzkonfiguration

R: : plastische Zwischenkonfiguration

R: : aktuelle Konfiguration

. __OR R —
Lo =Ri55 Lo =gt
N __OR  _..0R OR,
() =R 550 = Ry G o (Te)e = Hgi e
_ R()R” _

5 _._ R OR, R, -
(Fk>p = R’g 879;: (Fk)P = WRT - 819k RZ
Ty = (Th)e + (Th)y Ty = (Tk)e + (Th)yp

Rp( )Rg Re( )RZ
. __0R., OR,_-
1'1 _ T € PDRT
F=Regg + g B
__OR,
I,), =RI—=¢
’]ét ( k)e R’e OUk
. OR. _

Tabelle B.3: Zerlegung der Kriimmungstenoren I'y, f‘k, ry.
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: relativ zu Ry

Q, = R,R”
Q = RRT : relativ zu R,

() : relativ zu Re
(=) -0 -0,
() =()-20)-0)Q"

: relativ zu Ry

: relativ zu R,

20 Y
I = RTOTR Iy = P - QP - T = 20
5 BlIY) o, - . .
(Ty), = RTWR R/ aﬁ,fR (Tx)2 = (Tk), — Q(Th)e — (Tr) 02"
5 o5, R()RT
(Tx), =R} 81% (Th)5 = (Tk);, — QTx), — (Tr)p 2"
Ty = (T, + (Tw), Ly =T+ (Tr);
R,( )R] R.()R!
Iy =T — Q0 — 0,2,
. . Ao AT
(Tr)e = (Tr), — Lp(Tr)e — (T'r)eL2,,
R 092
. ; Ao AT
(Fk)z = (Fk:)p - Qp(rk‘)p — ( k)P P 8195
Ty = (T5)¢ + (Tn)¢

Tabelle B.4: Zerlegung der assoziierten Raten fiir Ty, f‘k, ry.
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B Zerlegung der kinematischen mikropolaren Gréfen

Rz : Referenzkonfiguration

R: : plastische Zwischenkonfiguration

R: : aktuelle Konfiguration

axl( ) : axialer Vektor von ()

E|

¥i = axl(Ty)
(Yi)e = axI((T'x)e)
(Ye)p = axl((T'x)p)

Ve = (Yi)e + (Vi)p

::‘
aQ
—~
~—

Tabelle B.5: Zerlegung der axialen Vektoren ~,, 7., V-
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Qp = ﬁpf{g - relativ zu R,
Q = RRT : relativ zu R,

. o 0w N L.
w, = axl(£2,), 8—195 = axl ((979:> = ax1((T'y);)

_axl(2), 2%~ (8—9) — axI(T)

w
() : relativ zu Re
(
(

2=(0)- Qp( ) : relativ zu R
) =() —Q() : relativ zu R,

5 = (D) $1 =4~ O, = axd(D) = 02
() = axl((Th),) | (V)2 = (vi)e — Q(vi)e = axI((Te)2)
i R()
(Vi) = axl((T),) | = | (V)p = (V) — 2(Vi)p = axI((Tw);)
Yo = (). + (Yr); Vi = (V)2 + 7
RP( ) Re( )

Ry

Tabelle B.6: Zerlegung der assoziierten Raten fiir v, v, vy



B Zerlegung der kinematischen mikropolaren Gréfen

Rz : Referenzkonfiguration
R, : plastische Zwischenkonfiguration

R; : aktuelle Konfiguration

K=T;®my
’Ce - (Fk:)e ® my
IC, = (Tk)p, @ my,

K=K +K,

K=T,2G,
ke = (f‘k’)e & Gk _
L(R)
IC, = (Th)p, @ Gy,
=K. +K,
L(R,)
K= fk ® my,
— ’%e - (fk)e ® Ihk
R

Tabelle B.7: Zerlegung der Kriimmungstensoren IC, K, K.
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Q,

Q=

()
()=
()=

5 R : 5 . A Ow
= R,R] : relativ zu Ry und w, = axl(€2,), —(9191]: = axl <
Q
RR” : relativ zu R und w = axl(€2), % = axl (%

relativ zu Ry

() = €() -
() =Q()-Qo()- ()"

,0()— ()0,

P
: relativ zu R,

: relativ zu Ry

o
=I'; @ my

k:fk(@(}k o

K=K—-QK-Qok—KQT

K.=K.—QK, - QoK. — .07

L(R) = (T'x)? @ my
K,=(T LG o )
p = (T)e ® Gi K,=K,—QK, - Qok, - K,
K=K.+K
! = (Tx); @ my,
< < <&
K=K.+K,
L(R,) L(R.)
2 2 . A . . AT 2
K:K—QPK—QPOK—KQPIFk®mk
_ Ke:ke—ﬂpke—ﬂpoke—&flzz(f )¢ ® 1y,
7zt <o
K,=K,-Q,K,—Q,0K,-K, Z:(f‘ )° ® 1hy,
K=K.+K,

Tabelle B.8: Zerlegung der assoziierten Raten fiir 1, K K.
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B Zerlegung der kinematischen mikropolaren Gréfen

Rz : Referenzkonfiguration
R, : plastische Zwischenkonfiguration

R; : aktuelle Konfiguration

K=v,®m;
Ke = (7k)e ® my
K, = (74)p, ® my

K=-K.+K,

Tabelle B.9: Zerlegung der Kritmmungstensoren K, K, K.
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Q, -

Q=

()
()=
()=

. _ . ) 0w o0
R,R/ : relativ zu R, und w, = ax1(£2,), (9—195 = axl <(9T”f> = axI((T'x);)
Q
RR? : relativ zu R, und w = ax1(€2), % = axl (%) = axl(f‘k)
relativ zu Ry
() = Q,() = ()9, : relativ zu R,
() —Q() = ()Q" : relativ zu R,

K=7%,®G Ow
k _W(gmk_(gradw)v
Ke: ~ €®G S .
TGl L R K K, - 0K, - K07 = (17 9 m,
Kp_(;?k>®Gk <
2 K, =K - 0K, - K,Q" = (v,)S®@m,
—K.+K, S W AW
K:Ke“—Kp
R,(R! B.OR.
2 2 A s ~al 2
K=K-QK-KQ, =4, @m,
° . .. AT
K. =K. - QK. - K.Q, = (%) ®ny,
R
c 0w,
Kp:Kp_QpKP_KPQp7<7’“)P®mk787”€® F
2 pe 2
K:K6+Kp

Tabelle B.10: Zerlegung der assoziierten Raten fiir K, K, K.
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B Zerlegung der kinematischen mikropolaren Gréfen

Qp = f{pﬁg : relativ zu 7A€t

Q = RRT : relativ zu R,

() :relativ zu Ry

()°=() = () — (LT : relativ zu R,
()P=()—()— (LT : relativ zu R,

0 S = RTFT = (det F)T

S—$-QS_SLT

Tabelle B.11: Spannungstensor und assoziierte Raten.
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Qp ﬁp : relativ zu 7@,5
Q = RR” : relativ zu R+

() : relativ zu Re

(Y =() —Qp()—()QZ'relativzqut
(=0 -20)-0)a"

Re|

: relativ zu Ry

T, S, = (det V)T, VT-!
_ R()R" o . .
i S.=S.—0S. - S.Q
R,()R” R.()R!
T.=R, TR’
R

Tabelle B.12: Momentenspannungen und assoziierte Raten.
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C Der Mandelsche Spannungstensor fir
rein elastische Systeme

Betrachtet wird das mechanische System in Abbildung C.1, das aus zwei in Reihe geschalteten
mikropolaren elastischen Federn besteht. Diese verformen sich infolge einer vorgegebenen Last
mit dem dazugehorigen Deformationsgradient und der dazugehorigen mikropolaren Rotation
F., R. und F,, R Mit F und R werden der Deformationsgradient und die Rotation des
Gesamtsystems bezelchnet so dass

F =F.F, (C.1)
und

R-R.R, . (C.2)

Abbildung C.1: Mechanisches System bestehend aus zwei isotropen mikropolaren elastischen
Federn.

Den zwei Federn konnen die Verzerrungstensoren €. und €, sowie die Krimmungstensoren K,
und Kp zugeordnet werden. Die Verzerrungs- und Krimmungstensoren des Gesamtsystems lau-
ten € und K. Wie in Gleichung (3.35) sollen fiir die spezifische freie Energie des Gesamtsystems W
folgende Beziehungen gelten (vgl. Gleichung (3.3)):

=0+, |, (C.3)
U, =V, (e, K.) (C.4)
U, = V,(&, K,)

Ahnlich wie in Kapitel 3.1 ergibt sich, da das System rein elastisch ist, dann aus dem Zweiten
Hauptsatz (3.4) die Gleichung

. o\ ¢ (. ov, \ 2 70V, © ov, 2 ,
T_ . € TC_ — ~K 1 = 'A —,\K — \Il :0 C6
( QR8A6> €+< QR8K6> +or(1+€, )a +QR8K8 p — OR¥p (C.6)
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C Der Mandelsche Spannungstensor fiir rein elastische Systeme

oder mit Hilfe von (3.24), (3.25) und (3.27)

<

+T, - K— 0¥, =0 (C.7)

~

P

M> <

mit
P=(1+&)T . (C.8)

Es ist ersichtlich, dass

W, = 7%, ~ep—a—ép~epf4p i;i[: QpAp—l—S—I%« Op a—%‘QPKp—l—sI\?; K,Q,
:(1—&5)2‘2’ -2+2—I%-f<p : (C.9)
wobei als Folge aus der Isotropie von \i/p
or, el — éTa\ijp + oL, K - K’ or, = symmetrisch (C.10)

0e, 7 P 0& 9K, ” 0K,
verwendet wurde. Nach Einsetzen von Gleichung (C.9) in die Beziehung (C.7), folgt

, 00\ o . v ¢
(P—gn(l—eg) 8;) - €p + (Tc—gRaKp) ‘K,=0 (C.11)
p P

was erfiillt ist, genau dann wenn

R o
P=or(1-¢&)=" , (C.12)
P 0e€,
. R o
T,.=P, = P C.13
QRaKp ( )

Die Resultate von (C.12) liefern eine Motivation fiir die Definition von ¢ in (3.76). Es ist nahe
liegend, hier von einer multiplikativen Zerlegung von F, und R, auszugehen, die dann zu den
additiven Zerlegungen (3.63) und (3.64) fiihrt.

104



Literaturverzeichnis

8]

[9]

[10]

[11]

ABAQUS theory manual, version 6.1.
ABAQUS user’s manual, version 6.1.

A1rANTIS, E.C.: On the role of gradients in the localization of deformation and fracture.
International Journal of Engineering Science, 30:1279-1299, 1992.

AxTAA, J., HADRICH, H.J., JuLiscH, P., KLoTz M. and R. SCHMITT: Investiga-
tions to size effects on plastic deformation and failure behavior of inhomogeneously loaded
structures. 2001.

ALTENBACH J. und H. ALTENBACH: Finfihrung in die Kontinuumsmechanik. Teubner
Studienbiicher, Mechanik, Stuttgart, 1994.

ARrzt, E.: Size effects in materials due to microstructural and dimensional constraints:
A comparative review. Acta Materialia, 46:5611-5626, 1998.

BADER, S., KALAUGHER E.M. and E. ArzT: Comparison of mechanical properties and
microstructure of Al(1 wt. %Si) and Al(1 wt. %Si, 0.5 wt. %Cu) thin films. Thin Solid
Films, 263:175-184, 1995.

BAKER, S.P., KELLER R.-M. and E. ARzT: Energy storage and recovery in thin metal
films on substrates. MRS Symposium Proceedings, 505:605-610, 1997.

BATHE, K.J.: Finite-Elemente-Methoden. Springer-Verlag, Berlin, 1986.

BECKER E. und W. BURGER: Kontinuumsmechanik. Teubner Studienbiicher, Mechanik,
Stuttgart, 1975.

BeryTscHkO, T., LIN W.K. and B. MORAN: Nonlinear Finite Elements for Continua
and Structures. John Wiley, Chichester, 2000.

BEsDO, D.: FEin Beitrag zur nichtlinearen Theorie des Cosserat-Kontinuums.  Acta
Mechanica, 20:105-131, 1974.

BEsDO, D.: Ein Beitrag zur nichtlinearen Theorie des Cosserat-Kontinuums. Doktorar-
beit, TU Braunschweig, 1974.

105



Literaturverzeichnis

[14] BONET, J. and R.D. WooD: Nonlinear continuum mechanics for finite element analysis.
Cambridge University Press, Cambridge, 1997.

[15] BORST, R. DE: Simulation of strain localization: A reappraisal of the Cosserat continuum.
Engineering Computations, 8:317-332, 1991.

[16] BORST, R. DE: A generalization of Jo—flow theory for polar continua. Computer Methods
in Applied Mechanics and Engineering, 103:347-362, 1993.

[17] BorsT, R. DE and H.-B. MUHLHAUS: Finite deformation analysis of inelastic mate-
rials with micro-structure. In BESDO D. and E. STEIN (editors): Finite Inelastic De-
formations — Theory and Applications, IUTAM Symposium Hannover, Germany, 1991,
pages 313-322. Springer, 1992.

[18] BURNETT, D.S.: Finite element analysis : From concepts to applications. Addison-
Wesley, Reading/Mass., 1988.

[19] CAsEY, J. and P.M. NAcHDI: A remark on the use of the decomposition F = F.F,, in
plasticity. Journal of Applied Mechanics, 47:672-675, 1980.

[20] CAsEY, J. and P.M. NAGHDI: A correct definition of elastic and plastic deformation
and its computational significance. Journal of Applied Mechanics, 48:983-985, 1981.

[21] CASEY, J. and M. TSENG: A constitutive restriction related to convezity of yield surfaces
in plasticity. Journal of Applied Mechanics, 35:478-496, 1984.

[22] CHADWICK, P.: Continuum mechanics : Concise theory and problems. Allen & Unwin,
London, 1976.

[23] CoLEMAN, B.D. and M.E. GURTIN: Thermodynamics with internal state variables.
J. Chem. Phys., 47:597-613, 1967.

[24] COSSERAT, E. and F. COSSERAT: Théorie des Corps Déformables. Herman et fils, Paris,
1909.

[25] CRISFIELD, M.A.: Nonlinear finite element analysis of solids and structures, volume 1:
Essentials. John Wiley, Chichester, 1991.

[26] CRISFIELD, M.A.: Nonlinear finite element analysis of solids and structures, volume 2:
Advanced Topics. John Wiley, Chichester, 1997.

[27] DAFALIAS, Y.F.: [lViushin’s postulate and resulting thermodynamic conditions on elastic-
plastic coupling. International Journal of Solids and Structure, 13:239-251, 1977.

[28] DHATT, G. and G. TouzoT: The finite element method displayed. Wiley-Interscience,
Chichester, 1985.

[29] DIEGELE, E., HARTMANN ST. and CH. TSAKMAKIS: Finite deformation plasticity and

viscoplasticity laws exhibiting nonlinear hardening rules. Part I: Representative examples.
Computational Mechanics, 25:13-27, 2000.

106



Literaturverzeichnis

[30]

[31]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

DIEGELE, E., JANSOHN W. and CH. TSAKMAKIS: Finite deformation plasticity and
viscoplasticity laws exhibiting nonlinear hardening rules. Part I: Constitutive theory and
numerical integration. Computational Mechanics, 25:1-12, 2000.

DIEPOLDER, W., MANNL V. and H. LIPPMANN: The Cosserat continuum, a model for
grain rotations in metals? International Journal of Plasticity, 7:313-328, 1991.

DieTscHE, A. and K. WILLAM: Boundary effects in elasto-plastic Cosserat continua.
International Journal of Solids and Structures, 7:877-893, 1997.

DIETSCHE, A., STEINMANN P. and K. WILLAM: Micropolar elastoplasticity and its role
in localization. International Journal of Plasticity, 9:813-831, 1993.

ELSASSER, R.: Bruchmechanische Untersuchungen fiir elastische mikropolare Kontinua.
Wissenschaftliche Berichte FZKA 6709, Forschungszentrum Karlsruhe, Technik und Um-
welt, 2002.

ERINGEN, A.C.: Theory of micropolar elasticity. In LiEBOwITZ, H. (editor): An Ad-
vanced Treatise, pages 621-729. Academic Press, New York, 1968.

ERINGEN, A.C.: Microcontinuum field theories: I. Foundations and Solids. Springer
Verlag, New York, 1999.

ERINGEN, A.C. and C.B. KAFADAR: Polar field theories. In ERINGEN, A.C. (editor):
Continuum Physics IV, pages 2-75. Academic Press, New York, 1976.

ERINGEN, A.C. and E.S. SUHUBL: Nonlinear theory of simple micro—elastic solids—i.
International Journal of Engineering Sciences, 2:189-203, 1964.

FLEck, N.A., HuaNG, Y., Nix, W.D. and J.W. HUTCHINSON: Strain gradient plas-
ticity: Theory and experiment. Acta Metallurgica et Materialia, 42:475-487, 1994.

ForesT, S., BARBE F. and G. CAILLETAUD: Cosserat modelling of size effects in the

mechanical behaviour of polycrystals and multi-phase materials. International Journal of
Solids and Structures, 37:7105-7126, 2000.

FOREST, S.: Modelling slip, kink and shear banding in classical and generalized single
crystal plasticity. Acta Materialia, 9:3265-3281, 1998.

Fospick, R. and E. VOLKMANN: Normality and convezity of the yield surface in non-
linear plasticity. Quart. J. Appl. Math., 51:117-127, 1993.

Funa, Y.C.: Foundations of solid Mechanics. Prentice Hall, INC., 1965.
Funa, Y.C.: An first course in Continuum Mechanics. Prentice Hall, INC., 1969.

GUNTHER, W.: Zur Statik und Kinematik des Cosseratschen Kontinuums. Abhandlun-
gen der Braunschweigischen Wiss. Ges., 10:195-213, 1958.

107



Literaturverzeichnis

[46]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

108

GRAMMENOUDIS, P. and CH. TSAKMAKIS: Hardening rules for finite deformation mi-
cropolar plasticity: Restrictions imposed by the second law of thermodynamics and the
postulate of Il’'iushin. Continuum Mechanics and Thermodynamics, 13:325-363, 2001.

GREEN, A.E. and P.M. NAGHDI: Some remarks on elastic-plastic deformations at finite
strains. International Journal of Engineering Sciences, 9:1219-1229, 1971.

GURTIN, M.E.: An Introduction to Continuum Mechanics. Academic Press, INC., 1981.

HARTMANN, S.. Lodsung von Randwertaufgaben der FElastoplastizitait — Ein Finite-
Element-Konzept fir nichtlineare kinematische Verfestigung bei kleinen und finiten Ver-
zerrungen. Bericht 1/1993, Universitdt Gesamthochschule Kassel, Institut fiir Mechanik,
1993.

Haupt, P.: Continuum Mechanics and Theory of Materials. Springer, Berlin, Heidel-
berg, New York, 2000.

HitL, R.: On constitutive inequalities for simple materials - ii. Journal of the Mechanics
and Physics of Solids, 16:315-322, 1968.

HiLn, R. and J.R. RICE: FElastic potentials and the structure of inelastic constitutive
laws. STAM, 25:448-461, 1973.

HucHEs, T.J.R.: The Finite Element Method : Linear Static and Dynamic Finite Ele-
ment Analysis. Prentice-Hall, Englewood Cliffs, New Jersey, 1987.

HAUSLER, O. und CH. TSAKMAKIS: Torsion eines Kreiszylinders bei grofien Deforma-
tionen und inkompressiblem Materialverhalten. Wissenschaftliche Berichte FZKA 5598,
Forschungszentrum Karlsruhe, Technik und Umwelt, 1995.

JANSOHN, W.: Formulierung und Integration von Stoffgesetzen zur Beschreibung grofser
Deformationen in der Thermoplastizitdt und -viskoplastizitat. Wissenschaftliche Berichte
FZKA 6002, Forschungszentrum Karlsruhe, Technik und Umwelt, 1997.

KRONER, E.: Allgemeine Kontinuumstheorie der Versetzungen und Eigenspannungen.
Archive for Rational Mechanics and Analysis, 4:273-334, 1959.

LACHNER, D.: Plastische Korndrehungen in Metallen — Modelle und Experimente. Tech-
nischer Bericht 403, Fortschr.-Ber. VDI Reihe 5, 1995.

LAKES, R.S.: Ezperimental methods for study of Cosserat elastic solids and other gen-
eralized continua. In MUHLHAUS, H.-B. (editor): Continuum Models for materials with
macrostructure, pages 1-22. Wiley, New York, 1995.

LeiGH, D.C.: Nonlinear Continuum Mechanics. McGraw—Hill, INC., 1968.

LEMAITRE, J. and J.L.. CHABOCHE: Mechanics of Solid Materials. Cambridge Univer-
sity Press, 1990.



Literaturverzeichnis

[61]

[62]

[63]
[64]

[69]

[70]

[71]

[72]

LiN, H.C. and M.P. NAGHDI: Necessary and sufficient conditions for the validity of a
work inequality in finite plasticity. Quart. J. Mech. Appl. Math., 42:13-21, 1989.

LipPMANN, H.: Fine Cosserat—Theorie des plastischen Flieffens. Acta Mechanica, 8:255—
284, 1969.

Liu, I-SHiH: Continuum Mechanics. Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 2002.

LAMMER, H.: Thermoplastizitat und Thermoviskoplastizitdt mit Schadigung bei kleinen
und grofsen Deformationen. Wissenschaftliche Berichte FZKA 6053, Forschungszentrum
Karlsruhe, Technik und Umwelt, 1998.

LUBLINER, J.: Normality rules in large-deformation plasticity. Mechanics of Materials,
5:29-34, 1986.

LUBLINER, J.: Plasticity Theory. Macmillan Publishing Company, New York, 1990.

LuccHESsI, M. and M. SILHAVY: [l’iushin’s conditions in non-isothermal plasticity.
Archive for Rational Mechanics and Analysis, 113:121-163, 1991.

MALVERN, L.E.: Introduction to the Mechanics of a continuous medium. Prentice Hall,
INC., 1969.

MARSDEN, J.E. and T.J.R. HUGHES: Mathematical Foundation of Elasticity. Dover
Publications, INC., 1983.

MAUGIN, G.A.: The Thermodynamics of Plasticity and Fracture. Cambridge University
Press, New York et al., 1992.

MUHLHAUS, H.-B. and I. VARDOULAKIS: The thickness of shear bands in granular ma-
terials. Geotechnique, 37:271-283, 1987.

MIEeHE, C.: Numerical computation of algorithmic (consistent) tangent moduli in large-
strain computational inelasticity. Computer Methods in Applied Mechanics and Engi-
neering, 134:223-240, 1996.

MiINDLIN, R.D.: Micro-structure in linear elasticity. Archive for Rational Mechanics
and Analysis, 16:51-78, 1963.

OGDEN, R.W.: Non-Linear Elastic Deformations. John Wiley & Sons, 1983.

REDDY, J.N.: An introduction to the finite element method. McGraw-Hill, New York, 2
edition, 1993.

SCHAFER, H.: Versuch einer Elastizitdtstheorie des zweidimensionalen ebenen Cosserat—
Kontinuums. Miszellan d. angew. Mech, Seiten 277-292, 1962.

ScHWARzZ, H.R.: Methode der finiten Elemente : FEine FEinfiihrung unter besonderer
Berticksichtigung der Rechenprazis, Band 47 der Reihe Leitfaden der angewandten Ma-
thematik und Mechanik (LAMM). Teubner, Stuttgart, 2 Auflage, 1986.

109



Literaturverzeichnis

78]

[79]

[80]

[81]

82]

[83]

[85]

[36]

[87]

[33]

110

Simo, J.C. and T.J.R. HUGHES: Computational inelasticity, volume 7 of Interdisci-
plinary Applied Mathematics IAM. Springer-Verlag, New York, 1998.

Simo, J.C. and M. ORTIZ: A unified approach to finite deformation elastoplastic analysis

based on the use of hyperelastic constitutive equations. Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, 49:221-245, 1985.

SRINIVASA, A.R.: On the nature of the response functions in rate-independent plasticity.
International Journal of Non-Linear Mechanics, 32:103-119, 1997.

STEINMANN, P.: A micropolar theory of finite deformation and finite rotation multi-
plicative elastoplasticity. International Journal of Solids and Structures, 31:1063-1084,
1994.

STEINMANN, P. and E. STEIN: A unifying treatise of variational principles for two types
of micropolar continua. Acta Mechanica, 121:215-232, 1997.

STEINMANN, P. and K. WILLAM: Localization within the framework of micropolar elasto-
plasticity. In O. BRULLER, V. MANNL and J. NAJAR (editors): Advances in Continuum
Mechanics, pages 296-313. Springer, Berlin, 1991.

STOLKEN, J.S. and A.G. EVANS: A microbend test method for measuring the plasticity
length scale. Acta Materialia, 46:5109-5115, 1998.

TeJCHMAN, J. and W. Wu: Numerical study on patterning of shear bands in Cosserat
continuum. Acta Mechanica, 99:61-74, 1993.

TRUESDELL, C.: A first course in rational Continuum Mechanics. Academic Press, INC.,
1977.

TRUESDELL, C. and W. NoLL: The non-linear field theories of mechanics. In S.,
FLUGGE (editor): Handbuch der Physik, volume II1/3. Springer-Verlag, Berlin, Heidel-
berg, New York, 1965.

TSAKMAKIS, CH.: On the loading conditions and the decomposition of deformation. In
BOEHLER, J.-P. and A.S. KHAN (editors): Anisotropy and localization of plastic defor-
mation, pages 335-356. Elsevier Applied Science, London & New York, 1991.

TSAKMAKIS, CH.: Kinematic hardening rules in finite plasticity. Part I: A constitutive
approach. Continuum Mechanics and Thermodynamics, 8:215-231, 1996.

TsAKMAKIS, CH.: Remarks on Il’iushin’s postulate. Arch. Mech., 49:677-695, 1997.

TsAKMAKIS, CH.: Description of plastic anisotropy effects at large deformations. Part
I: Restrictions imposed by the second law and the postulate of Il’iushin. 2001.

TsAkMAKIS, CH. and A. WILLUWEIT: Time integration algorithms for finite deforma-
tion plasticity. In HUTTER, K. and H. BAASER (editors): Deformation and Failure of
Metallic Continua, to appear, 2002.



Literaturverzeichnis

[93]

[94]

[95]

[96]

[97]
[98]

[99]

[100]

TsakMAkiS, CH. and A. WILLUWEIT: A comparative study of kinematic hardening
rules at finite deformations. International Journal of Non-Linear Mechanics, in press,

2003.

VARDOULAKIS, I.: Shear-banding and liquefaction in granular materials on the basis of
a Cosserat continuum theory. Ingenieur—Archiv, 59:106-113, 1989.

VoLk, W.: Untersuchung des Lokalisierungsverhaltens mikropolarer poroser Medien mat
Hilfe der Cosserat-Theorie. Bericht Nr. 1I-2, Universitat Stuttgart, Institut fiir Mechanik,
Lehrstuhl II, 1999.

WANG, C.-C. and C. TRUESDELL: Introduction to Rational Elasticity. Noordhoff Inter-
national Publishing, Leyden, 1973.

WRIGGERS, P.: Nichtlineare Finite-Element-Methoden. Springer-Verlag, Berlin, 2001.

Zuu, H.T., ZaiB H.M. and E.C. AIFANTIS: On the role of strain gradients in adiabatic
shear banding. Acta Mechanica, 111:111-124, 1995.

ZIENKIEWICZ, O.C. and R.L. TAYLOR: The finite element method, volume 1: The Basis.
McGraw-Hill Book, London, 4 edition, 1989.

ZIENKIEWICZ, O.C. and R.L. TAYLOR: The finite element method, volume 2: Solid
Mechanics. McGraw-Hill Book, London, 4 edition, 1991.

111



Literaturverzeichnis

112



Geburtstag:
Geburtsort:
Nationalitat:
Schulbildung:
1977 — 1981
1981 — 1990
05/1990
Ausbildung:

1990 — 1996
09/1996

01/1997 — 07/1997

seit 08/1997

Lebenslauf

Paschalis Grammenoudis
Heinheimer Strafie 48
64289 Darmstadt

24.03.1971
Karlsruhe, Deutschland
Griechenland

Viktor-von-Scheffel-Schule (Grundschule) in Karlsruhe
Helmholtz-Gymnasium Karlsruhe
Abitur

Studium der Physik an der Universitidt Karlsruhe (TU)
Abschluss: Diplom-Physiker an der Universitat

Karlsruhe (TU)

Diplomarbeit: ” Anwendung von neuronalen Netzen bei der
Auswertung von Ultraschallextinktionsmessungen”.
Institut fiir mechanische Verfahrenstechnik und Mechanik
an der Universitdt Karlsruhe (TU).

Betreuer: Prof. Dr. rer. nat. H. Buggisch.

Wissenschaftlicher Mitarbeiter am Institut fiir Theoretische
Teilchenphysik an der Universitat Karlsruhe (TU).
Betreuer: Prof. Dr. rer. nat. H. Pilkuhn.

Wissenschaftlicher Mitarbeiter am Institut fiir
Mechanik, AG Kontinuumsmechanik (Materialtheorie),
Technische Universitat Darmstadt.

Betreuer: Prof. Dr.-Ing. Ch. Tsakmakis.






