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1 Einleitung

Anti-Plane Shear (kurz APS) Verformungen sind Teil der nichtlinearen Elastizitdtstheorie, wel-
che sich mit der elastischen Verformung von dreidimensionalen Koérpern befasst. Die hohe ma-
thematische Komplexheit der Losung entstehender Gleichung fiithrt dazu, dass es meist nicht
analytisch moglich ist, diese zu 16sen. APS-Verformungen hingegen sind mathematisch einfache
Verformungen und eignen sich damit als Pilotverformungen fiir erste analytische Rechnungen.
Zusétzlich finden sie Anwendung fiir das Beschreiben von Verformungen in der Ndhe von Rissen
in Arbeiten von Knowles [11]. Die Fragestellung dieser Arbeit ist:

Welche Bedingungen muss ein elastisches Energiefunktional erfiillen, damit sich
APS-Verformungen von alleine einstellen?

Energiefunktionale, die diese Eigenschaft erfiillen, werden im Folgenden APS-zuléssig heiflen.
Die resultierenden Bedingungen fiir die APS-Zuléssigkeit wurden schon von Knowles sowohl fiir
den inkompressiblen Fall [9] als auch im kompressiblen Fall [10] aufgestellt. Diese Gleichungen
sollen hier ausfiihrlich hergeleitet werden und insbesondere die Forderung nach Elliptizitéit neu
strukturiert werden.

Es gibt eine Vielzahl an Publikationen weiterer Mathematikern wie beispielsweise von Horgan,
Pucci und Saccomandi [7, 16], welche Knowles Arbeiten bestétigen und weiter ausbauen. Trotz-
dem gibt es scheinbar aktuelle widerspriichige Versffentlichungen von Gao, Gao [4, 5] zu Knowles
Aussagen und allen darauf aufbauenden Publikationen. Dabei ist die primére Frage:

Wann ist der richtigen Zeitpunktes zum Einsetzen von APS-Verformungen?

In dieser Arbeit soll ein besonderes Augenmerk auf die unterschiedlichen Ansédtze zwischen
oben genannter Publikationen gelegt werden, um damit beide Aussagen in einen gemeinsamen
Kontext zu bringen. Dabei werden die beiden unterschiedlichen Zeitpunkte fiir das Einsetzen
von APS-Verformungen Vorwérts- und Riickwérts-Minimierung genannt. Desweiteren werden
die Grundlagen der variationellen Methoden der Elastizitdtstheorie erlautert.

Zum Ende der Arbeit werden die wichtigsten Energiefunktionale auf die aufgestellten Bedingun-
gen der APS-Konvexitdt und APS-Zuldssigkeit gepriift, um herauszufinden wie restriktiv diese
Bedingungen fiir physikalisch sinnvolle Energiefunktionale sind.



2 Mathematische Grundlagen

2.1 Elastizitatstheorie

Die Elastizitétstheorie beschéftigt sich mit der elastischen Verformung von Koérpern. Dabei
soll die Verformung des dreidimensionalen elastisches Korpers € R? durch die Abbildung
@ : Q — Q € R3 beschrieben werden. Ziel ist es, aus einer vorgegebene Verformung ei-
nes Teilstiickes des Randes I' € 02 und eventuell gegebener Volumenkréften, die resultierende
Verformung ¢ des gesamten Korpers {2 vorherzusagen.
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Abbildung 1: Mogliche Verformung ¢ des gesamten Korpers €2 bei vorgegebener Verformung des
Randstiickes T'.

Die Idee fiir die mathematische Beschreibung der Deformation liegt in der Minimierung einer
Verformungsenergie. Ein elastischer Korper €2 wird durch Aufbringen von Energie in eine de-
formierte Form ' gebracht und gibt aufgrund seiner Elastizitéit diese Energie beim Riickgang
in seine Ursprungslage wieder vollstédndig zuriick. Dabei wird sich immer die Verformung ¢ so
einstellen, dass die gespeicherte lokale Verformungsenergie des gesamten Korpers minimal ist;
unter der Einschrankung, dass vorgegebene Randbedingungen erfiillt sind.

Ein Funktional, das einer Verformung ¢ den Wert der Verformungsenergie zuordnet, wird als
Energiefunktional bezeichnet. Da die gespeicherte Verformungsenergie eine lokale Eigenschaft
des Materials ist, wird die Verformung von infinitesimalen Teilwiirfeln von §2 betrachtet und man
erhélt die gesamte Energie des Korpers iiber die Summation aller infinitesimalen Teilwiirfel.

@
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Abbildung 2: Verformung eines infinitesimales Teilstiicks durch ¢.

Die Taylorentwicklung von ¢ an einer Stelle x¢ lautet

o(2) = p(@o) + Vep(ao) (@ — z0) + 0 (@ — 20)?) - (2.1)



Fiir ein infinitesimales Teilstiick werden alle Terme hoherer Ordnung als der lineare Term (z—x¢)
weggelassen. Der gesamte Korper soll homogen sein, sodass die gespeicherte Verformungsenergie
W der Teilwiirfel nicht vom Ort x¢ abhéngen darf. Des Weiteren sorgt der Term (o) ledig-
lich fiir eine Verschiebung des gesamten Teilwiirfels. AuBere Krifte wie die Gravitation werden
fir die Betrachtung zunéchst vernachléssigt; daraus folgt, dass ein Verschieben des gesamten
Korpers nicht zu einer Anderung der Verformungsenergie fithrt. Der Term ¢(aq) wird also fiir
die Verformungsenergie W der Teilwiirfel nicht benétigt.

Mit diesen Voriiberlegungen hingt W also nur noch von V¢ ab. Die Summation tiber alle
Teilwiirfel von ) liefert im Grenziibergang die Gesamtenergie I(¢) des Korpers

I(p) :—/QW(ch)dX. (2.2)

Der Ansatz der Minimierung der Verformungsenergie {iber alle moglichen Verformungen, die die
vorgegebenen Randbedingungen erfiillen, fithrt zu dem Variationsproblem

I(p) = /QW(VQO) dx — min . (2.3)

Dabei wird V¢ in der Elastizitdtstheorie als der Deformationsgradient F' bezeichnet.

Die Elastizitdtstheorie beschéftigt sich mit der Untersuchung méglicher Energiefunktionale W (F)
mit dem Ziel, fiir verschiedene Experimente und Materialien ein moglichst allgemein giiltiges
Modell zu finden.

2.2 Polarzerlegung

Ein Material wird als isotrop! bezeichnet, wenn der Korper keine Vorzugsrichtung hat. Fiir
den Rest der Arbeit sollen alle Energiefunktionale isotrop sein. Daher hidngt W (F') nicht von
Drehungen ab. Deswegen wird in der Elastizitétstheorie mit Hilfe der Polarzerlegung zu F' eine
symmetrische Matrix identifiziert. Des Weiteren wird zwischen rechter und linker Polarzerlegung
unterschieden

F=V-R ud F=R-U, (2.4)

mit einer orthogonalen Matrix R € O(3) und den beiden positiv-definit symmetrischen Matri-
zen U,V € Sym(3). Daraus folgend werden linker und rechter Cauchy-Verzerrungstensor
definiert als

B:=FFT =VRRTVT = V2,
C:=F'"F=U"R'"RU =U?.
B und C haben aufgrund ihrer einfacheren Berechnung aus F' den Vorzug gegeniiber V und U.
Wegen
RU=V-R & U=RIVR (2.5)
besteht die Moglichkeit, die beiden Tensoren B und C' ineinander umzurechnen
C=U%= (R"VR) (R"VR) = R"V’R = R"BR. (2.6)
Die beiden Verzerrungstensoren unterscheiden sich also nur durch Drehungen und besitzen des-
wegen die gleichen Eigenwerte. Des Weiteren gilt
|C||>=(C,C) = (R"BR,R"BR) = (B,RR"BRR") = (B, B) = | B|*. (2.7)

sotropie beschreibt die Materialeigenschaft keine Vorzugsrichtung zu haben: W(QFQ™T) = W(F), VQ €
0O(3), siehe auch Miinch und Neff [13, eq. (35)].




2.3 DMatrixinvarianten

Zu einer Matrix B € R3*3 sind drei Matrixinvarianten definiert
1
I, = tr(B), I = 5[(mrB)Q — tr(B?)] = tr(Cof(B)), I3 = det(B), (2.8)
I = A+ X+ A3, Io = Ao 4+ A A3+ AgAg, I3 = Mg, (2.9)

Dabei sind mit A1, A2, A3 die Eigenwerte von B bezeichnet und der Cofaktor einer Matrix ist
als

Cof (B) = det(B)B~T (2.10)

definiert. Dabei liegt die Bedeutung des Begriffs Invariante in der Unverénderlichkeit unter
orthogonalen Koordinatentransformationen

LQBQRT)=IL(B) VvQeO0(3)), i=1,2,3.

Isotrope Energiefunktionale, welche hier ausschliellich betrachtet werden, konnen immer in ihren
Invarianten ausgedriickt werden, siehe dazu in Antman, Marsden und Sirovich [1, Kap. 12.13].
Deswegen besteht die Moglichkeit das Energiefunktional W (F') als

W(F) = W (L, I, I3) (2.11)

aufzufassen. Nach (2.6) ist es egal, ob im Weiteren von den Invarianten von B oder C' gesprochen
wird, da sie die selben Eigenwerte haben.

Wir wollen fiir die Invarianten noch Ausdriicke in F' finden

I, =tr(B) = (B,1) = (FFT 1) = (F,F) = |F||?, (2.12)
I, = tr(Cof(B)) = (det(FFT)(FFT)=T 1) = det(F) det(FT}(F~T(FT)~T 1)

= det(F) det(F)(F~T(F~1)T 1) = (det(F)F~T,det(F)F~T) = || Cof (F)|?, (2.13)
I3 = det(B) = det(FFT) = det(F) det(FT) = [det(F)]?. (2.14)

2.4 Matrixdifferenzierung

In dieser Arbeit werden mehrere Ableitungen von Funktionalen der Art W : R3*3 — R3
benétigt. Um die Ableitung an einer Stelle X € R3*3 in eine beliebige Richtung H € R3*3 zu
berechnen, wird der Ausdruck W (X + H) so sortiert, dass nach der Taylor-Entwicklung

W(X +H)=W(X)+ (A H) + o(H?) (2.15)

der lineare Term A.H die gesuchte Ableitung DW (X).H ist.

Fiir spéatere Rechnungen wollen wir die Invarianten ableiten kénnen und betrachten dafiir als
erstes Beispiel die Ableitung von tr(X):

tr(X+ H)=(X+H,1) = (X,1) + (H,1) = tr(X) + (1, H) .
Also lautet die Ableitung in X und Richtung H

Dtr(X).H = (1, H). (2.16)



Ein weiterer benotigter Ausdruck ist die Ableitung von tr(X?):
tr (X +H)?) =(X*+ XH+ HX + H? 1)
= (X% 1) + (X H, 1) + (HX,1) + (H? 1)
= tr(X?) 4+ 2(XT, H) + o(H?).
Also lautet die Ableitung in X und Richtung H
Dtr(X?*).H = (2XT H). (2.17)
Als nichster Ausdruck soll die Ableitung von (tr X)? bestimmt werden:
(tr(X + H))? = (tr(X) + tr(H))?
= tr(X)? + 2tr(X)(H,1) + tr(H)?
=tr(X)% + 2tr(X) 1, H) + o(H?).
Also lautet die Ableitung in X und Richtung H
D(tr X)2.H = (2tr(X) 1, H) . (2.18)
Ein weiterer benstigter Ausdruck ist die Ableitung von || X||?:
|X +H|?=(X+H,X+H)
=(X,X)+(X,H)+ (H,X)+ (H,H)
= | X || +2(X, H) + o(H?).
Also lautet die Ableitung in X und Richtung H
D|X|*H=(2X,H). (2.19)
Als letzter benotigter Ausdruck soll die Ableitung von det(X) bestimmt werden.
Die Ableitung an einer beliebigen Stelle X l&sst sich im Gegensatz zu den bisherigen Termen
nicht sofort berechnen. Als Zwischenschritt schauen wir uns die Ableitung an der Stelle 1 an.
Es gilt
1+ Hyy  Hypp Hiys
det(1+H)=| Hy 1+ Hy  Hos
Hyy Hso 1+ Hass

= (1+ Hy1)(1 + Ha2)(1 + Hss) + Hi2Ho3H3y + Hi3Hoy Hso
— (14 Ha2)H3z1Hi3 — (1 + H3zz)Ho1 Hio — (1 + H3s)H3aHos
= 1+ [Hu + Haz + Hss] + [Hi1Ha + Hi1 H3s + HooHsz — Hi3Hzy — HosHso — Hi2Ha |
+ [H11Ha2H3s + Hi2Hoz H31 + Hi3Hoy Hsp — Hoo H31 Hi3 — Hyz Hoy Hi2 — Hsz Hzo Hag)
=1+tr(H)+ tr(Cof(H)) + det(H)
= det(1) + (1, H) + o(H?).
Damit kann nun die Ableitung an einer beliebigen invertierbaren? Stelle X durch
det(X + H) = det(X (1 + X' H))
= det(X)det(1 + X 1 H)
= det(X) (det(1) + (1, X "H) + o(H?))
)
)

o~ o~ o~ o~

= det(X) + det(X)(X T, H) + o(H?)
= det(X) + (Cof (X), H) + o(H?)

’Da die invertierbaren Matrizen dicht in R**? liegen, ist damit auch die Ableitung fiir den gesamten Raum
gegeben.



bestimmt werden. Also lautet die Ableitung in X und Richtung H
Ddet(X).H = (Cof(X),H) . (2.20)

Durch Einsetzen der oberen Gleichungen in (2.8), lassen sich die Ableitungen der Invarianten
ablesen

DI,(B).H = Dtr(B).H = (1, H), (2.21)
DIy(B).H = D|(tr B)? — tr(B?)].H = (tr(B)1 — BY,H) = (I;1 — B, H), (2.22)
DI3(B).H = Ddet(B).H = (Cof(B), H) = (det(B)B~T,H) = (I3;B~', H) . (2.23)



3 Anti-Plane Shear Funktionen

Definition 3.1. Als Anti-Plane Shear Funktionen, kurz APS-Funktionen werden Abbil-
dungen ¢ : Q C R? = R3 vom Typ

x1

(‘0(331,11}‘2,(133) = ) (31)

x3 + u(w1, x2)

bezeichnet. Hierbei ist u: € R2 — R eine skalare Funktion.

3.1 Geometrische Bedeutung

Ein Material, das nur APS-Verformungen zulésst, muss eine Reihe geometrischer Eigenschaf-
ten erfiillen. Anschaulich kann man sich das Material als eine Ansammlung von Stédben in z3-
Richtung vorstellen. Aus den ersten beiden Komponenten ¢1(x) = x1 und pa(x) = x4 resultiert,
dass nur eine Verformung in x3-Richtung moglich ist. Fiir eine Vorstellung mit Stdben im Mate-
rial bedeutet dies, dass sie fest in x1- und x2-Position bleiben miissen und sich nur in x3-Richtung
verdndern diirfen. Zusétzlich folgt aus der dritten Komponente ps3(x) = x3+u(z1, z2), dass die-
se Verdnderung unabhingig von x3 sein muss. Fiir unser geometrisches Bild heifit das, dass die
Stébe sich in ihrer Linge nicht verindern, sondern sich nur in z3-Richtung verschieben diirfen®.

P

Abbildung 3: Mogliche APS-Verformung durch reine x3-Verschiebung von Stében visualisiert.

APS-Verformungen lassen sich auch mit Hilfe eines 3D-Pinart Spiels veranschaulichen. Die Négel
zeigen dabei in x3-Richtung. Fiir eine sinnvolle Energiebetrachtung sollte man sich zusétzlich
vorstellen, dass sich benachbarte Négel untereinander beeinflussen, beispielsweise durch Gum-
mis/Federn zwischen den Négeln. Wenn am Rand die Position der Nigel vorgegeben wird, so
stellen sich auch alle iibrigen Nigel iiber die entstehenden Kréfte aus den Gummis/Federn un-
tereinander ein.

3Dies entspricht der Vorstellung eines anisotropen Materials mit Fasern in z3-Richtung.



Abbildung 4: Mogliche APS-Verformung durch reine x3-Verschiebung von Stdben visualisiert.

Im mathematischen Modell steckt die gespeicherte Energie der gestreckten oder gestauchten

Federn zwischen den Stdben in der Verformungsenergie W (F').

3.2 Berechnung der Invarianten

Der Deformationsgradient F' = V¢ ist fiir APS-Funktionen gegeben als:

Wir fithren
a=Ug, , B =g, und 7%= ||Vul? = o? + 52
ein. Dann lautet der rechte Cauchy-Green-Deformationstensor B = FFT
1 0 o
B=FF'=10 1 3
a B 1477
Der linke Cauchy-Green-Deformationstensor C' = FTF lautet
1+a®> a8 «a
C=F'F=| ap 148 B
« 15} 1
Weiterhin gilt
1 0 —«a
det(F)=1, Cof(F)= det(F)FT=FT=]0 1 -8
00 1

(3.2)

(3.4)

(3.5)

(3.6)



Daraus folgt, dass APS-Verformungen das Volumen des Koérpers nicht verdndern. Sie gehtren
also zu den inkompressiblen? Verformungen.

Um die Invarianten von B zu bestimmen, muss Cof(B) gebildet werden

14 % — p? af —a
Cof(B) = det(B) B~ =B~ ! = af 1+~42-a2 -8 - (3.7)
-« - 1
Daher lauten die Invarianten (2.8) von B fiir APS-Verformungen
I =347,
IL=3+2y2—a?—-p2=3+~2 (3.8)

Ii=14~*—-a?-p*>=1.
Fiir APS-Funktionen gilt demnach
I=L=3+|Vul? uwd IL=1. (3.9)

Auflerdem ist I3 = 1 von ¢ unabhéngig.

3.3 Berechnung der Eigenwerte

Fiir spitere Rechnungen werden neben den Invarianten der APS-Verformungen auch die Eigen-
werte selbst benotigt. Die Eigenwerte berechnen sich aus

1—A 0 o
det(B—XM)=| 0 1-2\ B
Q 15} 14++%2 -\
=(1-XN2A++2 =N —-a?1 -\ -5 1=\
=(1=-N1+2=A=A=\2+A2-a®-p?
=(1-NN=24+)A+1).

Daraus ergeben sich die Eigenwerte A3 = 1 und

1 1
M =52 VAP -4 =52+ HV +H ), (3.10)
1

1
=52+ = VEEPP 1) = 52+ - VAP ). (3.11)

Aus M)z = I3 = 1 folgt Ao = )\% Fiir weitere Rechnungen wird folgende Darstellung fiir die
Eigenwerte verwendet

1

A= 2+7 HVaR +4), (3.12)
1

M=X =g, A=l (3.13)

Es soll fiir spétere Uberlegungen noch festgehalten werden, dass A > 1 und
A=1 & ~v=0 <& u(z,r2) =c171 + 2z + C3

gilt.

4Inkompressible Verformungen sind Volumen erhaltene Deformationen und kénnen durch die mathematische
Nebenbedingung det(F) = 1 beschrieben werden.



3.4 APS-Randwerte

Die APS-Verformungen werden an Koérpern studiert, die in ihrer Ruhelage zylinderférmig in
x3-Richtung sind. Dabei sei 2 ein Korper mit der Grundfliche I' in der xi-xo-Ebene, welcher
zusammen mit einer um einen festen Betrag in x3-Richtung verschobenen zweiten Grundfldche
die Form des senkrechten Zylinders vorgibt (vgl. Fig: 4, S.8). Durch die besondere Form ei-
ner APS-Verformung reicht es, die Verformung der Grundfliche I" zu kennen, um dadurch die
gesamte Verformung zu beschreiben. Die Verformung von I' wird durch ein u : R? — R fest-
gelegt; dadurch ist die APS-Verformung ¢ () (3.1) durch die skalare Funktion u(z1,x2) fiir den
gesamten Korper ) beschrieben.

Deswegen betrachten wir im Weiteren die skalare Funktion wu(zi,z2) stellvertretend fiir die
gesamte APS-Verformung ¢.

3.4.1 Dirichlet-Randbedingungen

Eine Mo6glichkeit Randbedingungen vorzugegeben, sind die sogenannten Dirichlet-Randbedingungen.
Dabei soll eine Verformung fiir OT' oder auch nur fiir ein Teilstiick vorgeben werden

u(x1,x2) = up(x1,x2), V1,19 € OI. (3.14)

Abbildung 5: Vorgegebener Randteil A C JI' der Grundflache I', erkennbar an schwarzen Staben
bzw. rotem Profil und mogliche eingestellte Verformung des restlichen blau gefarbten Korpers
Q.

In der Darstellung wird der obere bzw. untere rot eingezeichnete Teil A des Randes OT" vorgeben.
Durch die Gestalt der APS-Randwerte ist damit das ganze Profil von {2 mit seinen eingezeich-
neten schwarzen Stdben vorgegeben.

3.4.2 Neumann-Randbedingungen

Weitere mogliche Randbedingungen sind sogenannte Neumann-Randbedingungen. Dabei werden
am Mantel M € 092 des Zylinders Krifte vorgegeben. Damit diese zu einer APS-Verformung
passen, diirfen sie nur in x3-Richtung wirken und ihr Betrag darf selbst nicht von x3 abhéngen,
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siehe auch Horgan [7].

Ve e M. (3.15)

)
S
Il
~
=
)
|
(an)

t3(z1,x2)

Wir nehmen an, dass der gesamte Korper im Gleichgewicht sein soll und dafiir muss die duflere
Kraft zusétzlich noch

erfiillen.

p

v r

Abbildung 6: Vorgegebene Krifte auf den schwarz eingefarbten Teilstiickes des Mantels M C 952
Randteil, erkennbar an roten Pfeilen und mogliche eingestellte Verformung des restlichen blau
gefirbten Korpers.

Im obiger Abbildung werden Neumann-Randbedingungen an einer Seite des Wiirfels vorgegeben.

3.5 Fragestellung
In dieser Arbeit wird folgende Aufgabenstellung behandelt:

e Ein zylinderférmiger elastischer Korper €2 in Ruhelage wird durch vorgegebene Randwerte
zu einer Verformung gezwungen.

e Diese Verformung soll durch die Minimierung eines Energiefunktional W (F') beschrieben
werden.

e Die vorgegebenen Randbedingungen sind nach vorherigem Kapitel so gegeben, dass sie
durch eine APS-Verformung des ganzen Korpers erfiillt werden kénnen.

e Es wird untersucht, unter welchen Umsténden eine APS-Verformung existiert, die W (F')
minimiert®.

SWir sprechen hier schon von einem Minimum ¢ von W(F), falls ¢ die Euler-Lagrange-Gleichungen von
W (F) 16st. Aber eigentlich ist eine Loésung der Euler-Lagrange-Gleichung ¢ erstmal nur ein stationéirer Punkt
von W (F') und muss deswegen nicht zwingend die Form eines Minimums haben, sondern darf auch ein Hochpunkt
oder Sattelpunkt sein.
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Allgemein ist aufgrund fehlender Konvexitéit nicht klar, warum W (F') iiberhaupt einen Mini-
mierer besitzt. Selbst wenn mehrere stationire Punkte existieren, bleibt zu kldren, warum einer
davon eine APS-Verformung sein sollte.

3.5.1 Veranschaulichung

Da diese Fragestellung in Funktionenrédumen schwer zu veranschaulichen ist, soll es hier zunéchst
auf dem R? vereinfacht dargestellt werden:

e Anstatt iiber Funktionen aus C%(Q, R?) zu minimieren, begniigen wir uns mit dem R2.

e Das Energiefunktional hat deswegen nur noch die Form
W:R*> — R.

e Die Unterklasse der APS-Funktionen muss eine Teilmenge niedriegerer Dimension von R?
sein. Als einfaches Beispiel betrachten wir die Menge

JAPS* = {(z,y) € R?|z = y}.

Abbildung 7: Mogliche Energiefunktionale W (F'), wobei nur im linken Bild das Minimum von
APS auch gleichzeitig das globale Minimum ist.

Es ist also zwingend notwendig, von verschiedenen Minima zu sprechen:

e Die minimale APS-Verformung fiir W (F)|apg.°

e Die globale minimale Verformung fir W (F'), welche APS sein kann, es aber nicht sein
muss.

e Wir sprechen von einem freien APS-Minimum, wenn eine minimale APS-Verformung fiir
W (F)|aps auch eine globale stabile Verformung fiir W (F') ist.

Energiefunktionale sind allgemein zunéchst nicht konvex, deswegen ist die Existenz eines glo-
balen Minimums nicht zwingend gegeben. Anstatt zu iiberlegen, wann das globale Minimum
eine APS-Verformung ist, geniigt es zu zeigen, wann ein APS-Minimum global stationér ist. Ein
global stationdres Minimum soll im Folgenden freies APS-Minimum heiflen. Es soll also erlaubt
sein, dass es neben dem APS-Minimum noch weitere global stationéire Stellen gibt, welche nicht
von APS-Gestalt sein miissen.

6W(F)|APS heifit W eingeschrinkt auf die Klasse der APS-Verformungen.
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Ein Energiefunktional soll APS-zulédssig heiflen, wenn jede minimale APS-Verformung von
W (F)|aps ein freies APS-Minimum ist, also auch eine globale minimale Verformung von W (F')
ist. Dabei muss dieser Zusammenhang fiir alle méglichen APS-Randwerte gelten. Eine weitere
graphische Veranschaulichung der eingefiihrten Begriffe befindet sich nachher in der Zusammen-
fassung (S. 48).

APS-Zuléssigkeit ist eine global geltende Eigenschaft fiir ein Funktional W (F'). Falls das Funk-
tional nur fiir eine Unterklasse von APS-Verformungen oder nur bei ganz bestimmten Rand-
werten APS-Verformungen einstellt, heifit es noch nicht APS-zuléissig. Dies fiithrt entgegen der
Intuition dazu, dass auch nicht APS-zuléssige Energiefunktionale unter bestimmten Umsténden
APS-Verformungen als stationéire Stellen oder sogar als globale Minima haben kénnen.

Schauen wir uns dafiir die Ruhelage selbst an. Wenn am Rand eines spannungsfreien Korpers
keine Verformungen und Kréfte vorgeben sind, wird die resultierende minimierende Verformung
von W(F') weiterhin die Ruhelage selbst sein. Wir konnen leicht erkennen, dass die Ruhelage
iiber u(x1,x2) = 0 eine APS-Verformung ist. In diesem Fall sind also die eingefiihrten Minima
dieselben und das Energiefunktional hat eine APS-Verformung eingestellt. Das bedeutet jedoch
ohne weitere Bedingungen an das Energiefunktional noch nicht, dass dies auch bei anderen
vorgegeben APS-Randbedingungen eintritt.

Ein nicht APS-zulissiges Funktional ist also eine Energie, bei der es auch minimale APS-
Verformungen gibt, welche nicht frei sind. Also heifit das im Allgemeinen, dass stationdre APS-
Verformungen zu gegebenen APS-Randwerten im globalen Fall nicht mehr stationér sein miissen.
Trotzdem konnen sich unter geeigneten Randwerten, wie zum Beispiel der Ruhelage’, APS-
Verformungen einstellen.

3.5.2 Minimierungsmethoden

Unser mathematisches Model zur Bestimmung der gesuchten Verformung ist die Minimierung
der gespeicherten Verformungsenergie des gesamten Korpers (2.

I(p) = / W(Ve)dx — min., bzgl. ¢: R® — R3. (3.16)
Q

Um das erste Minimum (die energetisch giinstigste APS-Verformung) zu bestimmen, muss zuerst
die APS-Verformungen eingesetzt werden. Da APS-Verformungen durch ein skalares u(z, z2)
beschrieben werden, fithrt dies zu

I(u) = / W(Vu) dx — min., bzgl. u: R? — R. (3.17)
Q

Zum Losen wird die Euler-Lagrange-Gleichung aufgestellt, um sich mit der Existenz und der
Bestimmung des APS-Minimierers auseinanderzusetzen. Diese Vorgehensweise soll Riickwirts-
Minimierung genannt werden.

Den gegensétzlichen Ansatz zur Bestimmung des globalen Minimums nennen wir Vorwérts-
Minimierung. Dabei sollen erst allgemein die Euler-Lagrange-Gleichungen aus (3.16) fiir belie-
biges ¢ aufgestellt werden. Das resultierende Differentialgleichungssystem, um einen stationéren
Punkt ¢ € C?(2,R3) zu finden, wird sich analytisch nicht 16sen lassen. Stattdessen wollen wir
damit folgende zentrale Fragestellung beantworten kénnen:

Wann ist ein Energiefunktional W (F') APS-zulissig?
Es muss gezeigt werden, dass APS-Minima auch schon immer freie APS-Minima sind. Dafiir
sollen bei der Vorwérts-Minimierung nach dem Aufstellen der Euler-Lagrange-Gleichungen fiir

"Es werden auf (S. 43) noch weitere APS-Verformungen eingefiihrt, welche sich unabhingig von der Form des
W (F) immer einstellen kénnen.
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ein allgemeines ¢, APS-Verformungen eingesetzt werden. Dies fithrt nicht zur gleichen Euler-
Lagrange-Gleichung wie aus der Riickwérts-Minimierung, sondern bleibt weiterhin ein kompli-
zierteres Gleichungssystem aus drei gekoppelten Gleichungen, um das skalare u(x1,x2) aus der
APS-Verformung zu bestimmen.

Die Existenz einer APS-Losung unabhéngig von der Wahl der APS-Randwerte haben wir schon
als APS-zuldssig definiert. Die Vorwirts-Minimierung soll uns Bedingungen liefern, unter de-
nen ein Energiefunktional W (F') APS-zuléssig ist. Anschaulich sind APS-zuldssige Energiefunk-
tionale diejenigen, die ,freiwillig“, ohne weitere geometrisch getroffenen Einschrinkungen eine
APS-Verformung einstellen kénnen, sofern die Randbedingungen fiir APS-Verformungen méglich
sind.

Die geometrisch anschauliche Tatsache, dass APS-zuléssig bedeutet, dass ein APS-Minimum
auch im globalen Fall die Euler-Lagrange-Gleichungen 16st, fiihrt zu folgender mathematischer
Behauptung:

Bei einem Energiefunktional W (F'), welches APS-zulissig ist, fithren die Riickwérts-
und die Vorwérts-Minimierung zur derselben APS-Verformung, sofern welche exis-
tieren.

Das Ziel ist es, einen APS-Minimierer bestimmen zu kénnen, indem mit obiger Behauptung bei-
de Minimierungsmethoden kombiniert werden. In einem ersten Schritt wird das Energiefunktio-
nal W(F') durch hergeleitete Bedingungen aus der Vorwérts-Minimierung auf APS-Zuléssigkeit
getestet und in einem zweiten Schritt braucht dann nur die leichtere Riickwarts-Minimierung
ausgefiihrt zu werden, um den APS-Minimierer selbst explizit zu berechnen.

Da der Ansatz fiir den APS-Minimierer einfacherer ist, wollen wir in der Arbeit mit der Riickwérts-
Minimierung starten. Dabei sollen auch gewisse allgemeinere Methodiken vorgestellt werden, die
bei der Vorwérts-Minimierung wiederholt zum Einsatz kommen.
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4 Riickwirts-Minimierung (erst einsetzen, dann minimieren)

Wie im vorherigen Kapitel angesprochen wird im Folgenden der APS-Minimierer gesucht. Also
suchen wir nur noch in der Klasse der APS-Verformungen einen Minimierer des Energiefunktio-
nals. Dieser Ansatz wurde von Gao [4] eingefiihrt. Die Riickwérts-Minimierung kann dabei keine
Antwort auf die Frage liefern, ob der gefundene APS-Minimierer auch der globale Minimierer
oder ein stationdrer Punkt ist. Es ist moglich einen eindeutigen APS-Minimierer zu erhalten,
der aber global instabil ist und sich deswegen nie einstellen kann.

Die Fragestellung in diesem Kapitel lautet also

/ W(Ve)dx — @glgps (4.1)

zusammen mit passenden APS-Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen.

4.1 Euler-Lagrange-Gleichungen

Wir wissen, dass wir ¢ durch ein u(z1,z2) bestimmen kénnen. Damit soll (4.1) vereinfachen
werden, indem wir W in den Invarianten (2.8) ausdriicken. Da fiir APS-Funktionen (3.8)

Li(v) =I(v), I3y =1

gilt,® fassen wir W (F)|apg iiberall als W(Ii(y)) auf. Wir wollen aus W(I1(v)) die Euler-
Lagrange-Gleichungen fiir « bilden.

Durch Einsetzten von APS-Funktionen wird nicht mehr iiber ¢ : € R3 — R3, sondern nur
noch iiber u : I' € R? — R minimiert. Hierzu soll (4.1) umgeformt werden. Wir wollen die
Euler-Lagrange-Gleichungen fiir W(I1) = W(3 + || Vul|?) herleiten. Dabei starten wir mit

min I(u /W 3+ | Vul?) dx (4.2)
Wir bilden die erste Variation in beliebiger Richtung ¢ € C°(T', R):

d

t=0
d
—WEH||Vu+tVy|?)|  dx
o dt —o
d
dtW(3+HVuH2—|—2tVu Vi + 2 |VY|?)|  dx
t=0

:/ W3+ [|Vu +t Vel|?) (2 Vu - Vi + 2t [V]*)] _, dx
Q

= / W (34 ||[Vul?) 2 Vu - Vip dx

= /dw( W' (3 + [|[Vu|?) Vu) ¢ dx .
Q

Dabei ist mit P.I. die partielle Integration gemeint; die Randwerte fallen hier weg, da ¢ €
C*(I', R) immer Null auf dem Rand ist. Das Fundamentallemma der Variationsrechnung, siehe
Neff [14, eq. (3.7)], liefert uns nun die Euler-Lagrange-Gleichungen

div (=2W'(3 + ||Vul|*) Vu) =0

. ow
& div < 287[1([1) Vu) =0.

8dabei war v = |Vu| und I1 = I = 3 + ||Vul].
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Da W(I1) nur eine skalare Funktion von I ist, schreiben wir weiter W' statt gTVY Damit er-
halten wir aus den Euler-Lagrange-Gleichungen in der Riickwerts-Minimierung nur eine einzige
Gleichung

divOW'(I;)Vu) =0, I = 3+ ||Vu|?, (4.3)

um die skalare Funktion u(z;, z2) zu bestimmen.

Die Euler-Lagrange-Gleichung ist eine Bedingung, um stationére Stellen zu erhalten. Ein u, das
die Gleichung erfiillt, ist deswegen nicht zwingend ein lokales Minimum, sondern kann auch ein
lokales Maximum oder ein Sattelpunkt sein. Dieses Problem wird hier nicht weiter bearbeitet.

4.2 Konvexitat
Um die Frage nach der Existenz des APS-Minimieres zu beantworten, soll
/W(3+ IVauf?) dx —> min,
Q
= divOV' (3 + || Vu|*)Vu) = 0

im Hinblick auf die Vorwérts-Minimierung so verallgemeinert werden, dass wir dort wieder auf
diese Betrachtung zuriickgreifen kénnen. Wir verwenden deswegen hier die Form

1
[ 3919 ulP) dx — min (4.4)
Q
= div (M (||Vul|*) Vu) = 0. (4.5)
Dabei ist M eine skalare Funktion in 42 = ||Vul||?. Zusitzlich fithren wir eine weitere skalare

Funktion g(v?) mit ¢'(7?) = M(y?) ein. Die Euler-Lagrange-Gleichungen von (4.4) lassen sich

wie folgt herleiten
L(d | 9 2|, 4 | 99 n]Y =
5 (2 [ (9l | + 5 el ) =0

d d
& dim[g/(HVuHQ)Qu@l]-Fd—zz[ g (IVul?)  2ugz,] =
< div (¢'([|Vull?) Vu) =
< div (M (||Vul]?) Vu) =

Die Gleichung (4.5) hat also eine Losung, wenn das zugehorige Variationsproblem (4.4) ein
Minimum? hat. Die einfachste Bedingung, die unter ausreichender Differenzierbarkeit fiir die
Existenz eines Minimums gefordert werden kann, ist die Konvexitiit von g(|Vul||?) als Funktion
von Vu.

Dass Konvexitdt nicht notwendig fiir die Existenz eines Minimums sein muss, sieht man leicht
beim nachfolgenden Schaubild.

9Genau genommen, hat die Gleichung (4.5) schon eine Losung, wenn das zugehdrige Variationsproblem (4.4)
einen stationdren Punkt hat.
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Abbildung 8: Mogliches nicht konvexe Funktion f(z) mit mehreren stationdren Stellen und
globalen Minimum.

Es kann also einen APS-Minimierer geben, auch wenn g(||Vu||?) nicht konvex ist. Diese Tatsache
soll in dieser Arbeit nicht weiter vertieft werden.

Andersherum jedoch kénnen auch konvexe Funktionen ohne Minimum sein:

f(x)

Abbildung 9: Mogliche konvexe Funktion f(z) ohne Minimum.

Bei Energiefunktionalen beschéaftigen wir uns nicht mit diesem Problem, da aus physikalisch
sinnvoller Sicht ein spannungsfreies Material in der Ruhelage ein Minimum haben muss. Aufler-
dem soll fiir Verformungen unendlich weit weg zur Ruhelage auch das Energiefunktional nach
unendlich streben. Im Kapitel 6, S.53 wird nochmal genauer die Existenz einer allgemeinen
Minimierungsaufgabe betrachtet.

Im folgenden Abschnitt wird der Begriff der APS-Konvexitét eingefiihrt. Dabei soll gezeigt
werden, dass diese Bedingung ausreichend fiir die Existenz eines Minimierers ist und von fast
allen annadhernd realistischen Energiefunktionalen automatisch erfiillt wird.

4.3 APS-Konvexitat

Beginnen wir mit der Definition der Konvexitat auf APS-Funktionen.

Definition 4.1. Als Anti-Plane Shear konvex, kurz APS-konvex bezeichnen wir ein Ener-
giefunktional

W: R — R, F+—W(F), (4.6)
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das auf der Klasse der Funktionen

1 0 0
APS ={ FeR*>3|3a,6cR:F=]0 1 0
a B 1

konvex ist. Ist eine Darstellung in den Invarianten I; , I und I3 gegeben, so ist das Funktional
APS-konvex genau dann, wenn

= WEB+9%3+4%1), mit A*=a®+ 52 (4.7)
B

konvex ist. Die Aquivalenz beider Definitionen folgt aus Iy = Iy = 3 + ||Vu||?> und I3 = 1 fiir
APS-Verformungen.

Bemerkung 4.2. Ist das Energiefunktional in der Form W (I3, I5, I3) gegeben, dann ldsst dies
die Notation

W (L, Iz, I3)|aps = W3 + [Vul?,3 + [Vul®, 1) = W(E + [[Vaul?)

zu. Die Funktion W (I3, I, I3) ist genau dann APS-Konvex, wenn die Funktion W(3 + ||Vu||?)
konvex in Vu ist.

Bemerkung 4.3. Ist das Energiefunktional W (I3, I5, I3) als Abbildung
s W(3+42,3++%1) (4.8)

konvex in 72, so ist das Energiefunktional schon APS-konvex.

Beweis. Die Abbildung Vu + ||Vu|? ist konvex und monoton in Vu. Da W konvex in
7?2 = ||[Vul|? sein soll, folgt aus der Verkettung einer konvexen mit einer konvexen monotonen
Funktion direkt, dass W konvex in Vu ist. |

Bemerkung 4.4. Die Klasse der sogenannten Simple-Shear-Verformungen lassen sich durch
Deformationsgradienten der Art

100
F=|01 0|, A7€R (4.9)
07 1

beschreiben. Jede Simple-Shear-Verformung kann als eine APS-Verformung mit u(xy, z2) = 7 22
aufgefasst werden. Deswegen ist ein APS-konvexes Energiefunktional auch immer konvex auf
der Klasse der Simple-Shear-Verformung. Die Umkehrung dieser Beziehung gilt jedoch nicht.

Fiir den Rest dieses Abschnittes erweitern wir die Klasse der APS-Funktionen durch beliebige
Verformungen ¢ : Q C R?* — R? vom skalaren Typ

1 x1
x3 x3 + u(z1, 2, 3)

Um einen besseren Uberblick zu behalten, wollen wir die Konvexitit auf dieser Klasse von
Funktionen APS*-konvex nennen. Es ist klar, dass APS*-Konvexitét stirker als die normale
APS-Konvexitit ist.
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4.3.1 Polykonvexitét

Sei W (F') ein polykonvexes Energiefunktional nach Ball [2, eq. (0.8)]

W(F) = P(F, Cof(F), det(F)),

mit P:RYP xR xR=RY — R konvex.
Es gilt folgendes Lemma.
Lemma 4.5. Sei W (F) polykonvex, dann ist W (F) auch schon APS'-Konvex
Beweis. Fiir die APST-Konvexitit von W in F = V¢ ist zu zeigen, dass:
W(tVe + (1 =1) Vo) <t W(Vepy) + (1 =) W(Ve,), tel0,1]

mit beliebigen skalaren Verformungen ¢, ¢, sodass (4.10) gilt. Die unabhéngigen Variablen von
P ausgedriickt in ¢ aus (4.10) lauten:

1 0 0 1+ vy 0 —U gy
F=1 0 1 0 , Cof(F) = 0 Tt g, —Ug, |, det(F)=1+4ug,.
Uz, Ugy 1+ Ug, 0 0 1

(4.11)
Aus der Linearitét der obigen Ausdriicke folgt fiir o =t + (1 — ) s

F:tFl"i’(l_t)FQv
Cof(t Fy + (1 —t) Fy) = t Cof(Fy) + (1 — t) Cof(Fy), (4.12)
det(t Fy + (1 —t) Fy) = tdet(Fy) + (1 — t) det(Fy),

mit F; = Ve, und F» = V¢, . Aus der Konvexitidt von P folgt mit diesen Gleichungen letzt-
endlich:

W(tF 4+ (1—t)Fy) = P(tFy + (1 —t) Fy, Cof(t Fy + (1 — t) ), det(t F + (1 — t) Fy))
=P{tF + (1—t)Fy, Cof(Fy) + (1 —t) Cof(Fy), tdet(Fy) + (1 —t) det(F3))
<t P(Fy, Cof(Fy), det(F1)) + (1 — t) P(Fy, Cof(F), det(F))
=tW(F)+ (1 —t)W(Fy). |

Daraus folgt, dass jedes polykonvexe, im Allgemeinen nicht konvexe, Energiefunktional APS-
konvex ist.

4.3.2 Rang-1 Konvexitét

In diesem Kapitel wollen wir die Polykonvexitit durch Rang-1-Konvexitit!? abschwichen. Ein
Energiefunktional W (F') heifit Rang-1 konvex, wenn die Abbildung

ts W(EF+tE@n)  VYFeR™3 Ve neR? (4.13)
konvex ist. Die Definition ist dquivalent zu

W(tF + (1 —t)Fy) <tW(F) + (1 —t) W(Fy) vVt e (0,1)
Fi,F, e R?3 sodass FEneR3:F—Fh=£@7.

10T der englischsprachigen Literatur ist der Begriff Rank-1-konvex geliufig.
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Lemma 4.6. Sei W (F) ein Rang-1 konvexes Energiefunktional, dann ist W(F) auch APS"-
konvexz.

Beweis. Fiir die APST-Konvexitit von W in F = V¢ ist zu zeigen, dass
W(tVe+(1—1t) Vy) <t W(Vey) + (1 —t) W(Vey), te]0,1],

mit beliebigen skalaren Verformungen ¢, ¢ (4.10) gilt. Der Deformationsgradient F' hat die
Form (4.11). Explizites Einsetzen liefert

W(F) = W(tF +(1—1t) F)

1 0 0 1 0 0

=Wt o 1 0 +(1=t) 10 1 0
Ugpy Ugy 1+ Ugy Vg, Uzy 1+ Vg

1 0 0 1 0 0

<tW |l o0 1 0 +A-t)W | o0 1 0
Up, Ugy 1+ Ugsg Vg, VUgy 1+ Vg

—tW(F) + (1— ) W(F).

Dabei konnte die Rang-1-Konvexitidt verwenden werden, da sich

0 0 0 0 Ugy — Vg
Fi—F= 0 0 0 =1 0 | ®| ug, — gy
Uy, — Vg Ugy — VUgy  Ugs — Ugsy 1 Ugs — Vgy
als dyadisches Produkt schreiben lésst. |

Daraus folgt, dass auch jedes Rang-1-konvexe Energiefunktional APS-konvex ist.

Bemerkung 4.7. Aus dem Beweis aus vorherigen Lemma wurde auch klar, dass umgekehrt
der Zusammenhang

0
W(F) ist APST-konvex =3 W(F) ist Rang-1-konvex fiir £=| 0 (4.14)
1

gilt.

4.4 Bedingung der APS-Konvexitit

Im letzten Kapitel wurde der Begriff der APS-Konvexitét eingefithrt und in einen Zusammen-
hang mit Poly- und Rang-1-Konvexitéit gestellt. Da fast alle physikalisch sinnvolle Energiefunk-
tionale polykonvex oder zumindest Rang-1-konvex sind, ist die Forderung nach APS-Konvexitét
auch physikalisch vertretbar.

Kommen wir nun zuriick zu der Betrachtung der Aussage
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9([|Vu||?) dx — min. (4.4)

| =

J

= div (M (|Vul|*) Vu) =0,  mit M(y?) =g (?). (4.5)

Sei nun W (F') APS-konvex. Dann wissen wir aus
W (I, Iy, I3)  yps = W (3 + [[Vull*) = g([Vul®),

dass g(||Vul|?) eine konvexe Funktion in Vu ist. Damit gilt der folgende Satz.

Satz 4.8. Falls ein Energiefunktional W (F') strikt APS-konvex ist, so existiert ein eindeu-
tiger APS-Minimierer aus

/ W(3 + ||Vu|?) dz — min .
)

Beweis. Der Existenzbeweis findet sich am Ende von Kapitel 6 S.53. |

APS-Konvexitét liefert demnach eine Bedingung fiir die Existenz eines APS-Minimierers von
W (F), ohne dabei die Klasse der zu betrachtenden Energiefunktionale stark einzuschréinken.

Wir haben bis jetzt zwei Moglichkeiten kennengelernt, eine Funktion auf APS-Konvexitéit zu
testen:

e Funktionale auf poly- oder Rang-1-konvex testen. Das impliziert dann direkt die APS-
Konvexitét

e Funktionale die nicht Rang-1-konvex sind, oder bei denen man dies noch nicht nachge-
priift hat, kénnen direkt auf APS-Konvexitit tiberpriift werden, indem APS-Funktionen
in W(F') eingesetzt werden und dann dieser Ausdruck auf Konvexitidt in Vu tiberpriift
wird.

Das heifit, man versucht die Konvexitit von W (F)|4ps in Vu nachzupriifen.

Im Folgenden sollen noch weitere Bedingungen fiir die APS-Konvexitéit aufgestellt werden. Dafiir
verwenden wir, dass die APS-Konvexitit von W (F) #quivalent zu der Konvexitiit von g(||Vu|?)
in Vu ist. Es soll weiter mit g und M gerechnet werden, um zum Schluss iiber

g(IVull) =W @B +[IVul®) =W (3+Vul*,3+[|Vul*, 1) , (4.15)

M([[Vull?) = ¢'(IIVull?) W3+ [Val®, 3+ [IVul?, 1) (4.16)

. d
—d([[Vull?)

eine neue Bedingung fiir die APS-Konvexitédt von W (F') zu erhalten. Wir wollen jetzt zwei
mogliche Vorgehensweise vorstellen, um Konvexitéit von g zu zeigen:
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e Monotonie und Konvexitit von ||Vu|? — g(||Vu|?) als skalare Funktion in ||Vul|2.

e Alternativ direkt Konvexitiit von Vu +— g(||Vu|?) in Vu.

Fangen wir mit der Betrachtung von g(||Vu|?) als skalare Funktion s +— g(s) an. Eine Kompo-
sition zweier Funktionen g o h ist konvex, falls die Funktion h konvex und die Funktion g konvex
und monoton steigend ist. Die Funktion h = ||Vu||? ist immer konvex und muss deswegen nicht
weiter betrachtet werden.

Bleibt zu zeigen, dass g als skalare Funktion von ||Vu||? konvex und monoton ist.

Monotonie in ||Vu||?: Es muss Folgendes gelten

g'(IVull?) >0 V(| Vul2 > 0
& M(|Vul?) >0 V|Vl > 0
& WE+R)>0 VR >0.

Wird aber beriicksichtigt, dass das Energiefunktional W sein globales Minimum in der Ruhelage
(¢(x) = ) annimmt, gilt

F=1, B=1 = L=0L=3, I3=1.
Im APS-Fall liegt das globale Minimum von W also bei R = 0. Bei Konvexitét gilt also

WEB)=0 ud W'B+R)>0 VR>0
= W@B+R)>0 VR>O0.

Somit folgt die Monotonie von s — g(s) direkt aus der Konvexitét von s — g(s).

Konvexitét in || Vu||?: Es muss Folgendes gelten

g"(IVul?) >0 V[ Vul> >0
& M'(||Vul?) >0 V[Vul?> >0
s W/(B+RH)>0 VR>0.

Damit ist die Konvexitiit von g(||Vu||?) in Vu durch die Konvexitiit und daraus folgender Mo-
notonie von || Vul|? — g(|[Vul|?) gezeigt. Im Zusammenhang zu der APS-Konvexitit ergibt sich
nun folgender Zusammenhang:

Lemma 4.9. Die Bedingung

W'B3+R*)>0 VR>0, mit W():=W(,I,1) (APS1)

impliziert die APS-Konvezitit von W (F').

2
Die Umkehrung dieser Beziehung gilt jedoch nicht. Zum Beispiel ist ein Term der Art (3 + || Vul|?) 3
wie im nachfolgender Abbildung visualisiert zwar nicht konvex in ||Vu||?, aber durchaus konvex
in Vu selbst.
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2
3

(3+ || Vul?) (3 + [IVu]?)

IV7ul[® [Vull

Abbildung 10: Beispiel einer Funktion, welche nicht konvex in ||Vu||? aber dennoch konvex in
Vu ist.

Um eine Bedingung zu finden, welche dquivalent zur APS-Konvexitéit ist, muss deswegen die
direkte Konvexitit von g(||Vu/|?) in Vu betrachtet werden.

Konvexitit in Vu: Als zweiter Ansatz soll nun die Konvexitéit in Vu iiber die positive Defi-
nitheit der Hessematrix von g(||Vu||?) betrachtet werden. Es gilt

uvl‘l

Dy(|[Vull?) = ¢'(IVull*) =2 M(|[Vul*) Vu. (4.17)

2U g,
Wir schreiben wieder Vu = (o, 8)T und nennen ||Vu||? = 42, die Hessematrix ist dann gegeben
als

8 T
Dt = | %) j2me?) | °
33 B
98
_, [M(O7)207 + M () M'(y*) 203
M'(y*) 203 M'(*)26% + M (¥?)

Die Forderung nach positiver Definitheit liefert folgende zwei Gleichungen:

(1) M'(v%)20° + M(y%) > 0,

(2) (M’ (%) 207 + M(3)) (M'(*)26° + M (%)) = (M'(+*) 208)" > 0.
Gleichung (2) ist dquivalent zu

M'(v?)? 40”% + M' (%) 20° M(?) + M (%) M'(v*) 28% + M (7*)? — M'(v%)* 40* % > 0
& M(y2) M (%) 20% + M(7%) M'(7%) 28 + M(7%)" > 0
= M%) (M'(7*) 2% + M(¥?)) > 0.
Wir werten lokal in R € R fiir 42 = R? aus und Gleichung (2) wird global erfiillt, falls

M(R?) (M'(R*)2R*+ M(R*)) >0 VRER.

Es gibt also zwei mogliche Fille:
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Fall 1: M(R?) <0 und M'(R?)2R?+ M(R?) < 0.
Aus (1) folgt

M'(R?*)20* > —M(R*) >0 = M'(R?*) > 0.
Dann gilt weiter

M'(R?*)2R? + M(R?) > M'(R?)2a% + M(R?) > 0.
Damit erhalten wir einen Widerspruch zur Annahme M’(R?)2R? + M(R?) < 0.

Fall 22 M(R?) >0 und M'(R?)2R?+ M(R?) > 0.
Falls auch M’(R?) > 0 gilt, so ist auch (1) trivialer Weise erfiillt. Sei also M’(R?) < 0, dann gilt
fiir Gleichung (1)

M'(R?) 202 + M(R?) > M'(R?)2R? + M(R?) > 0.

Also folgt Bedingung (1) automatisch aus (2) und kann deswegen weggelassen werden.

Damit ist die Hessematrix von g(||Vu||?) positiv definit, falls
M(R?)>0 und M’'(R*2R*+ M(R*) >0, VREcR.

Wir wollen zeigen, dass unter Beriicksichtigung der spannungsfreien Referenzkonfiguration (M (0) =
0) auf die Forderung M (R?) > 0 noch verzichtet werden kann.

Lemma 4.10. Sei m : R™ — R eine beliebige skalare Funktion, die folgende Differentialun-
gleichung erfillt

m/(z) 2z +m(z) > 0 mit m(0) =0.

Dann gilt m(z) >0 Vz>0.

Beweis. Wir formen die Differentialungleichung um zu

m/(z) > —Tr;(;) mit m(0) =0.
Eine untere Schranke fiir m(x) erfiillt
m/(z) = _mg(j) mit  m(0) =0.

Diese Differentialgleichung wird nur von der Nulllssung m(xz) = 0 gelost und ist damit eine
untere Schranke fiir die Differentialungleichung. Deswegen gilt

m(z) >0 Vo > 0.

Zur Veranschaulichung starten wir von m(0) = 0 mit einer beliebigen Funktion und schauen uns
erst ab einem beliebigen Punkt (m(zo) = yo mit g, yo > 0) die untere Schranke

mit  m(xo) = yo

[y im=f g
1

& In(m(x)) = D) In(z) + ¢

an. Trennung der Variablen liefert

& m(z) =

7
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X

Abbildung 11: Mégliche unteren Schranken fiir verschiedene Anfangswerte m(xo) = yo.

Es ist also auch graphisch zu sehen, warum m(z) > 0 fiir jeden beliebigen Startpunkt gilt. W
Aus der positiven Definitheit der Hessematrix von g(||Vu||?) bleibt deswegen nur noch die Be-
dingung

d

dR

iibrig. Dies driicken wir durch das nachfolgende Lemma aus.

M'(R?) 2R*+ M(R*) >0 & [RM(R*)] >0

Lemma 4.11. Die Bedingung

% [RW'(3+R*)] >0 VR>0, mit W(I1) == W (I, 11,1) (APS2)

ist dquivalent zur APS-Konvezitdt von W (F).

Beweis.

APS-Konvexitét von W (F).

& Konvexitit von Vu — g(||Vul?) in Vu.
& positive Definitheit der Hessematrix von g
und Spannungsfreiheit von W(F) in F' = 1.
& M'(R*)-2R*+ M(R* >0, VR >0
& %[RM(RQ)} >0, VR >0
< (APS2). [ |
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5 Vorwirts-Minimierung (erst minimieren, dann einsetzen)

5.1 Fragestellung

Kommen wir nun zur Vorwérts-Minimierung, um die folgende Frage zu beantworten:
Unter welchen Bedingungen ist der APS-Minimierer auch ein freier Minimierer zu
gegebenen APS-Randbedingungen?

Allgemein diirfen sich auch Verformungen einstellen, die zwar die vorgegeben APS-Randwerte
erfiillen, jedoch nicht im ganzen Koérper APS-Gestalt haben.

Im letzten Kapitel iiber die Riickwérts-Minimierung haben wir den APS-Minimierer hergeleitet.
Fiir dessen Existenz wurde die APS-Konvexitét eingefiihrt und mit (APS2) eine erste Konve-
xitdtsbedingung an W (F') hergeleitet.

Wir werden eine analoge Konvexitétsbedingung fiir die Vorwérts-Minimierung herleiten und den
Zusammenhang zwischen den beiden Bedingungen betrachten. Eine solche Bedingung schlief3t
jedoch nicht aus, dass der APS-Minimierer gar nicht global stabil ist. Zus#tzlich miissen in
der Vorwirts-Minimierung weitere Energiebedingung an W (F') gestellt werden, damit der APS-
Minimierer immer auch global stabil ist.

Dieses Problem wurde 1976 in zwei Arbeiten von Knowles [9, 10] erldutert. Wir wollen seine
Arbeiten weiter ausfithren und mit der eingefithrten APS-Konvexitdt in Verbindung setzen.

5.2 Lineare Elastizitit

Bevor wir uns weiter mit allgemeinen nichtlinearen isotropen Energiefunktionalen beschéftigen,
werden wir zuerst einen Abstecher zum linearen Fall machen. Dabei wollen wir ein besseres
Versténdnis fiir die weitere Herangehensweise bekommen und die Einschréinkung der Inkom-
pressibilitit einfiihren.

Das lineare Energiefunktional ist gegeben als

Win(e) = el + 5 tr(e)” (5.1)

Dabei ist ¢ = sym(F — 1). der Verzerrungstensor, p > 0 wird als Schermodul und X als die
2-Lamé-Konstante bezeichnet.

Es soll zuerst noch einmal die Riickwérts-Minimierung durchgefiihrt werden, damit wir sie nach-
her mit den Ergebnissen der Vorwirts-Minimierung in Verbindung bringen kénnen. Dafiir ist
im APS-Fall € durch (3.2) gegeben als

0 0 O 0 0 «
1
e=sym(F—1)=sym |0 0 0] = B 00 8- (5.2)
a B 0 a B 0
Weiter folgt
1 1
() =0, [el?=3(% + 52 = 27", (53

Demnach ergibt sich fiir das lineare Energiefunktional einer APS-Verformung
Win(u)aps = § [ Vul*. (5.4)
Die Euler-Lagrange-Gleichung dieser Variationsaufgabe fithrt zur Laplace-Gleichung

Au(xy,z2) =0. (5.5)
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Die Laplace-Gleichung ist sowohl fiir Dirichlet- als auch fiir Neumann-Randbedingungen eindeu-
tig 16sbar und numerisch schnell realisierbar. Um ein Gefiihl fiir die resultierende Verformung
zu bekommen, betrachten wir einen unverformten Wiirfel. Dieser soll sich APS verformen, so-
dass wir nur noch die obere bzw. untere Seite des Wiirfels betrachten miissen. Die Vorderseite
soll, wie im Bild (Abb: 6, S.11) veranschaulicht, parabelférmig verformt werden. Die resultie-
rende Verformung in der linearen Elastizitdtstheorie hat durch das Losen der Laplace-Gleichung
folgende Gestalt.

Randwerte

Abbildung 12: Veranschaulichung einer Verformung, beschreiben durch die lineare Elasti-
zitétstheorie (Vu = 0), der Oberfléche eines Wiirfels, dessen Frontseite (schwarz und rot geférbt)
vorgegeben verformt wird.

Die resultierende Verformung hat also eine andere Gestalt als in Bild (Fig: 6, S.11) angedeutet,
sodass sich die gegeniiberliegende Riickseite kaum noch deformiert.

5.2.1 Kompressilbler Fall

Das Losen der Laplace-Gleichung liefert also den APS-Minimierer von Wy, (g). Es soll jetzt zur
Vorwiarts-Minimierung iibergegangen werden.

Dafiir schauen wir uns die allgemeinen Euler-Lagrange-Gleichungen fiir das lineare Energiefunk-
tional an, ohne vorher APS einzusetzen. Die explizite Herleitung der Gleichungen kann auf S.
41 nachgelesen werden.
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Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten
Div[DWin(g)] = 0 (5.6)
mit
Wey, Wepy Wep
DW(e) = | Weyy Weyy Weyy
Wesy Wes, Wegg
Aus (2.19) und (2.18) kennen wir schon die bendtigten Ableitungen
Dle|>.H = (2¢, H),
Dtr(e):H = (2tr(e) 1, H) .
Daraus folgt insgesamt die Ableitung
DWin(e) = 2ue + Atr(e) 1 (5.7)
und die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir Wy, (¢) lauten
Div[2ue + Atr(e)1] = 0. (5.8)

Wenn wir nun (5.2) in DWj,(e) einsetzen, erhalten wir fiir (5.8)

0 0 « 0 0 o 0 ]
Div 2;;% 0 0 B|+Atr|o 0 B 1 =0
a B 0 a B 0 0
0 0 « 0
& Divip |0 0 pB|+A0 1 =0
a g 0 0
0
& Div =0.
B
Die ersten beiden Gleichungen
d .
d—ma(xl,xg) =0, (I lin)
d .
Tmﬂ<x17$2) =0 (I lin)

sind durch die Unabhéngigkeit von x3 automatisch erfiillt und es bleibt nur die dritte Gleichung

d—ma(:ﬂl,mg) + di2ﬁ(l‘1,$2) =0 (III lin)
iibrig. Diese lédsst sich umschreiben zu
d? d?
Wu(xl,xg) + @u(m‘hmg) =0 & Au(zy,z2) =0. (III lin)
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Diese Gleichung ist uns schon als (5.5) bekannt.

Wir haben demnach bei Wiy, () in der Vorwirts-Minimierung genau dieselbe Gleichung wie
schon in der Riickwérts-Minimierung. Aus dieser Gleichheit folgt, dass der APS-Minimierer
auch schon ein globaler Minimierer ist. Dies beruht auf der Eigenschaft, dass die Gleichungen
(I lin) und (II lin) ohne weitere zusétzliche Annahmen weggefallen sind.

Zusammen mit der Tatsache, dass die Laplacegleichung (5.5) fiir Dirichlet- und Neumann-
Randwerte eindeutig losbar ist, haben wir gezeigt, dass sich bei APS-konformen Randwerten
im linearen Fall auch insgesamt eine APS-Verformung einstellt. Die ersten beiden Gleichun-
gen der Euler-Lagrange-Gleichung werden jedoch fiir ein allgemeines nichtlineares W (F') nicht
wegfallen und dadurch weitere Bedingungen an die APS-Gestalt unseres globalen Minimierers
liefern.

5.2.2 Inkompressibler Fall

Da APS-Verformungen durch det(F) = 1 das Volumen des deformierten Korpers nicht #ndern,
gehoren sie zur Klasse der inkompressiblen Verformungen. Bei einer Vielzahl an Materialien
setzt man a priori niherungsweise eine Inkompressibilitéit voraus.!!

Die Einschrankung auf inkompressible Verformungen ist weniger stark als die Einschriankung

auf APS-Verformungen, jedoch stérker als die Betrachtung von kompressiblen Materialien.

Deswegen ist die inkompressible Vorwirts-Minimierung ein guter Zwischenschritt zu der all-
gemeineren kompressiblen Vorwirts-Minimierung. Die Bedingungen an ein W(F'), sodass ein
APS-Minimierer auch im inkompressiblen Fall stationér ist, werden schwécher sein, als die Be-
dingungen fiir die Ubertragung auf den kompressiblen Fall.

Im linearen Fall wurde im vorherigen Abschnitt gezeigt, dass Wy, (F') schon im kompressiblen
Fall APS-zulissig ist,'? deswegen liefert der Schritt mit der Nebenbedingung der Inkompressibi-
litdt hier keine neuen Erkenntnisse. Trotzdem soll das Verfahren einmal kurz erliutert werden,
bevor es nachher fiir ein allgemeines W (F') als Vorstufe zum kompressiblen Fall angewendet
wird.

Die Klasse der inkompressiblen Verformungen kénnen wir durch die Nebenbedingung det(F') =
1 erhalten. Fiir die lineare Energiebetrachtung muss diese Bedingung jedoch auch linearisiert
werden. Dabei sind nur kleine Verformungen erlaubt und die {ibliche Notation ist dabei

p(x) =z + u(x) mit [|u(z)|| < 1. (5.9)

Hierbei ist mit w(x) nicht das skalare u(z1, x2) aus den APS-Verformungen gemeint.
Infolgedessen schreiben wir F' = 1+ Vu und wollen det(F') in der Ndhe der 1 entwickeln. Durch
explizites Ausrechnen von det(1 + H) und Sortieren der Terme erhélt man die Darstellung

det(l+ H) =1+ tr(H) + tr(Cof H) + det(H) . (5.10)
Daraus ergibt sich die linearisierte Nebenbedingung
1 = det(F) = det(1 + Vu) = 1 + tr(Vu) + o( || Vu|?) = tr(Vu) =0. (5.11)
Die Umwandlung nach ¢ liefert uns letztendlich folgende Nebenbedingung Wi,

tr(Vu) = tr(sym Vu) = tr(e) = 0. (5.12)

" Gummi wird hiufig als inkompressibles Material betrachtet, da sich Gummi sehr viel leichter scheren (Form
verdndern) als komprimieren l&sst.
12 APS-zuliissig heiBit: APS-Minimierer ist auch schon globaler Minimierer von W (F).
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Unter Einfithrung eines Lagrange-Multiplikators py, () € C1(2,R) lautet die Variationsaufgabe
fiir die inkompressible lineare Energiebetrachtung

/Wlin(e) dx — min.
Q = / Wiin(€) + piin(z) tr(e) dx — min . (5.13)
NB:  tr(e) =0 @
Mit Hilfe der Ableitung von tr(e) (2.16)

Dtr(e).H = (1, H)
lauten die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir den inkompressiblen Fall

Div[DWitn(€) + pun(z) 1] = 0. (5.14)

Eine ausfiihrlichere Herleitung findet sich im Abschnitt der allgemeinen inkompressiblen Ener-
giebetrachtung (S. 31).
Durch Einsetzen von (5.7) erhalten wir

0 0 « Pin 0 0 Pin 0 pa
Divig|lo 0 B+ 0 piwm O =Div| 0 py, wp| =0. (5.15)
a B 0 0 0 pin po B pin

Die ersten beiden Gleichungen

dilphn(zc) + digu a(xy,z2) =0
& d;llphn(cc) =0, (T lin)
C;cl2plin(ﬁ'3) + d;lg,u B(z1,22) =0
< 65221?1111(33) =0, (II lin)
fithren zu der Einschrinkung
Piin(x) = c1 + Pn(23), (5.16)

woraufhin die dritte Gleichung

d d d
@ 2 ——pi (@) =0
dml,ua(xl,xg)+dm,uﬁ(wl,xz)-i-dx?)pl (z)

1
& Au(xy, 1) + =Pl (23) =0 (I1T lin)
1
lautet. Da u unabhéingig von z3 ist, muss auch pj, . unabhingig von x3 sein. Es ergibt sich also

Au(zy,22) +c2 =0 und Pin(T) = 1 + cop w3 (5.17)

mit zwei frei wahlbaren Konstanten c¢;,co € R. Das Gleichungssystem ist im Vergleich zur
kompressiblen linearen Energiebetrachtung diesmal sogar unterbestimmt. Fiir jedes beliebiges
c1 € R,cp = 0 erhalten wir dieselbe Gleichung wie im kompressiblen Fall. Wie vorher schon
erwartet, stellen sich auch im inkompressiblen, linearen Fall APS-Verformungen ein und die
gesamte inkompressible Betrachtung fithrt bei Wiy, () zu keinem neuen Ergebnis.
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5.3 Inkompressible Materialien

Verlassen wir nun die lineare Energiebetrachtung und kommen zuriick zu einem allgemeinen
nichtlinearen W (F). In diesem Abschnitt soll iiberlegt werden, wann der APS-Minimierer im
Falle der Einschrankung auf die Inkompressibilitdt ein globaler Minimierer ist.

Dafiir werden die Euler-Lagrange-Gleichungen mit der Nebenbedingung der Inkompressibilitét
(det(F') = 1) aufgestellt.

5.3.1 Euler-Lagrange-Gleichungen

Wir verwenden dafiir wie schon im linearen Fall die Methode der Lagrange-Multiplikatoren:

/Qw(v(p) dx — min. N / W (V) + p(x) (det(Vep) — 1) dx — min .
NB:  det(Ve) =1 “

mit p(z) € C1(Q). Bezeichne

— [ W(Te)+ pl@) (@er(Te) - D= [ L(T)dx
Q

Q
mit
Fi1 Fip Fig
L:R¥3 SR, Ve L(Ve)=L | Fy; Fy Fos
F31 F3p Fj3

Wir bilden die erste Variation in Richtung ¢ € C°(£2, R3):

d
0= I(e+t)

t=0

4 L e+ vy

o
J

dx
t=0

k=1 i=1
3 3
1. d
> RGN
3
F (Vo) | ¥p dx.
> [ (S anme)

Das Fundamentallemma der Variationsrechnung, siehe Neff [14, eq. (3.7)], liefert uns die Euler-
Lagrange-Gleichungen

3
d
- Z ?LFik (VS") =0 Vk € {17 273}

i=1

& de 7 (Vo) + p(x) [det(Ve) —1]p, ] =0 Vke {1,2,3}.
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Der Ubersicht wegen wird folgende Notation eingefiihrt

Wr, Wk, Wey
DW(Ve) = | Wr, Wgy Way
Wry Wey, Wey
Mit der Ableitung
D det(F).H = (Cof (F), H) (2.20)
lauten die Euler-Lagrange-Gleichungen
Div [DW (V) + p(x) Cof(Ve)] = 0. (5.18)

Wir schreiben weiter F' fiir V. Im inkompressiblen Fall (det(F) = 1) gilt Cof (F) = F~T.
Die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir ein allgemeines Energiefunktional W (F') unter der Neben-
bedingung der Inkompressibilitdt lauten daher

Div[DW (F) +p(z) F~1] = 0. (5.19)

Jede isotrope Energieformulierung W (F) kann auch iiber die Invarianten von B = FFT be-
schrieben werden. Da fiir den inkompressiblen Fall I3 = det(B) = 1 gilt, kann W( ) als
W(Il(B), I(B)) aufgefasst werden. Der Ubersicht wegen wird weiterhin W statt W geschrie-
ben. Wir wollen nun (5.19) in Abhéngigkeit von den Invarianten I, I von B schreiben. Um
DW (F) = DW(I1, I2) zu bestimmen, werden mehrere Ableitungen aus Kapitel 2.4 bendotigt.
Die Ableitung der Invarianten nach B lauteten

Dyl (B).H = (1, H), (2.21)
Dply(B).H = (tr(B)1 — BT, H) = (11 — B, H). (2.22)

Allerdings werden die Ableitungen der Invarianten nach F anstatt nach B bendétigt. Dazu nutzen
wir die Kettenregel. Dafiir muss zuerst die Ableitung DpB(F') gebildet werden. Es gilt

B(F+H)=F+H)F+HT=FF" + FHT + HFT + HHT
und deswegen lautet die Ableitung
DpB(F).H=FH" + FTH. (5.20)
Die Kettenregel liefert nun

Dpl(B(F)).H = (Dpli(B), DpB(F).H) = (1, FH" + F" H)
F

H F)+ (F H)=(2F,H), (5.21)

=
=
Drply(B(F)).H = (Dply(B), DpB(F).H) = (11 — B,FH” + FTH)
= (H,(I,1 — B)'F) + ((I,1 — B)F,H) = (2(I,1 — B)F, H). (5.22)

Damit lautet die Ableitung von W (F') in den Invarianten I, I3 von B

ow w
DW(F) = 5 2-Dpli(B) DB(F) + 0-Dph(B) DB(F) (5.23)
ow 8W
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Die Euler-Lagrange-Gleichungen in der Darstellung der Invarianten lauten dann

ow

. ow
DlV( o, (11,12)F+281 (

I, 1) (11— B)F +pF_T> =0, (5.24)

wobei p € C1(2,R) der Lagrange-Multiplikator ist, siehe auch Knowles [9, eq. (2.6)].

Um nun Bedingungen fiir das Energiefunktional ableiten zu koénnen, werden in die Kuler-
Lagrange-Gleichungen APS-Funktionen eingesetzt. Die Groflen F', B, I; und I wurden schon
fiir APS-Verformungen berechnet, es fehlt noch der Term

2442 0 -« 1 00 24+ 62 —aBf -«
(W(B1-B)F=| 0 2+4%2 8|0 1 0]=| —aB 2+a2 8| . (525
—a -6 2 a [ 1 « 15} 2

Durch Einsetzen aller bekannten Terme reduzieren sich die Euler-Lagrange-Gleichungen (5.24)
auf

20W 1 9(2 4 52 1 p —2a89W 20 (£ +p)
Div ~2a89 20 1 22+ a?) W 4 p _25(812 —|—p) —0. (5.26)
BW
20‘(611+812) 2B<811 +812) 255 + A58 +p

Damit erhalten wir nun ein Gleichungssystem aus 3 gekoppelten partielle DGL’s, um die beiden
skalaren Funktionen wu(z1,x2) und p(x) zu bestimmen. Das Gleichungssystem ist also um eine
Gleichung iiberbestimmt. Dies bedeutet, dass es im Allgemeinen keine Losung gibt, welche alle
drei Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt. Damit dieser Fall aber doch eintreten kann, muss das
W (F) von der Bauart sein, dass eine Gleichung wegfillt. Unter Ausnutzung dieser Uberlegung
wollen wir nun unsere erste Bedingung fiir die APS-Zulédssigkeit herleiten.

Wir wollen neue Bezeichnungen einfiithren, um die Euler-Lagrange-Gleichungen {ibersichtlicher
zu gestalten. Da u(z1,2) unabhéngig von x3 ist, sind auch alle Faktoren aufler p(x) in (5.24)
von x3 unabhingig. Die 3. Gleichung ergibt

ow oW ow oW
2a [ T + = 28 [ 20 + — = D 2
<a<811+812>>,z1+<ﬂ<811+812>),x2 Ps (5.27)

Da die linke Seite der Gleichung unabhéngig von x3 ist, muss auch p ., unabhéngig von x3 sein.
Deswegen kann z3 nur linear in p(x) auftreten. Diese Linearitét fiihrt dazu, dass auch p ,, aus
der ersten Gleichung und p;, aus der zweiten Gleichung unabhéngig von z3 sind. Daraus leitet
sich die Form

p(x1, 22, 73) = cx3 + p(w1, 72) (5.28)
her, siehe auch Knowles [9, eq. (2.22)]. Wir fithren neue Bezeichnungen ein:!3
G, 1) = 25 (1. ). (5:29)
H(I,I):=2 88‘;/(]1’]2) (?;[2/(11,12) , (5.30)
0= () + 250 (11 12) + 22+ 9 G (1 ). (:31)

13Bei Knowles [9, eq. (3.1)] wird F(I1, I>) anstatt H (I, I>) verwendet.
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Dadurch lassen sich unsere Euler-Lagrange-Gleichungen schreiben als

qg—ao?’G —apG —aG —2ap
Div | —aBG q—-pB*G —-BG—-2Bp | =0. (5.32)
aoH BH G+H+p

Mit der Vorbetrachtung (5.28) erhalten wir die drei Gleichungen

Gz + 2ca = (QQG),M + (aﬁG),xz ’ (I)
q .z + 205 = (aﬁG),zl + (ﬁzG),wz 5 (II)
—c=(aH)z + (BH) 2, - (I11)

Auch wenn G und H als Funktionen von I, Iy eingefithrt wurden, sind die Euler-Lagrange-
Gleichungen nur von u(x1, z2) bzw. den eingefiihrten Bezeichnungen'# o, 3,y und dem Lagrange-
Multiplikator p(x) abhéngig. Dies liegt einfach daran, dass fiir den APS-Fall in die Gleichungen
I = I = 3+ ~% =3+ ||Vu||? eingesetzt wird.

5.3.2 Bedingung APS-Konvex

Als Vorgriff auf den kompressiblen Fall wird dort die Gleichung (III) fiir den Fall ¢ = 0 wieder-
kehren. Deswegen wollen wir auch hier im inkompressiblen Fall den Ansatz ¢ = 0 wihlen. Dies
bedeutet, dass der Lagrange-Multiplikator p(z1, 22, z3) unabhingig von z3 ist. Schreiben wir die
Gleichung (III) fiir ¢ = 0 nochmal in Divergenzform auf

div(HVu) = 0. (5.33)

Ausgeschrieben lautet sie

(oW oW -
div <<8I1(Il,12) + 81_2(I1,IQ)> Vu) =0

mit I} = I = 3 + ||Vu|?. Wir wollen die Gleichung in folgender Form auffassen
div (M (|| Vul*) Vu) =0, (4.5)

mit M(||Vu|?) = H(3 + ||Vul|?). Wir sehen, dass wir denselben Gleichungstyp wie bei der
Riickwérts-Minimierung erhalten und kénnen deswegen die Resultate aus der Riickwérts-Minimierung,
siehe dazu Kapitel 4.4 S. 20, nutzen. Es konnte iiber die APS-Konvexitét (S. 25) gezeigt werden,

dass Gleichung (4.5) eine Losung hat, wenn

% [RM(R*)] >0 VR>0.

Diese Beziehung wurde schon von Knowles [10, eq. (19)] erkannt und wird im folgenden Lemma
festgehalten.

Lemma 5.1. Die Gleichung

. ow ow
div <<811(II712) + o1, (11,12)> Vu> =0

hat eine Losung, falls

MZur Erinnerung: o := w4y , 8 := U py , v := || V| = /a2 + 32.
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ow ow
R (8_[1([17 L) + 812([17[2))

>0 VYR>0. (APS3)
I[1=I>=3+R2

Wir konnten bei der Riickwirts-Minimierung durch M (R?) = W(3 + R?) zeigen, dass
d / o1 d 2
E[RW(SS—FR)]—E{[RM(R )] >0 VR>0 (APS2)
dquivalent zur APS-Konvexitiat von W (F) ist. Dabei war W als W(Iy) := W (I, I, 1) definiert.
Nun wollen wir auch (APS3) mit Hilfe des folgenden Lemmas dazu in Verbindung setzen.

Lemma 5.2. Es gilt

ow ow
L)+ ST —W(L). 5.34
(Gr e+ G nt)  =win) (530

Dabei kommt die linke Seite der Gleichung aus (APS3) und die rechte Seite aus (APS2).

Beweis. Wir beweisen die Aussage allgemein fiir eine beliebige skalare Funktion f : RxR — R.
Dann lautet die Aussage

0 0 d
e gen] =Fen. (5.35)
Dies schreiben wir um zu
of, ., of d
Genrgen]  =dee), (5.36)

bei Z(z) =z =7y(z)
mit der parametrisierte Kurve z — (Z(z), y(z)) . Der Beweis folgt nun durch simples Einsetzen

df A

() = L (5) = G 0(E0,502) _
= 2 )50 % + L@t
2 51, 5) 1+‘2~§<z< ). 5(z)) -1
_[9F o+ O s
o [856( v+ 8y( ,y)] a=1(2), y=§(z)
_ [g'i(x,y) " gicc,y)]x:y ' -

Also ist mit Lemma (5.3) die Betrachtung der Existenz einer Losung von

. ow ow
div (<a[1(I1’I2) + 612(11’[2)> Vu> =0

oder

div (W' (1)Vu) =0
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dquivalent.

Die Gleichheit von erst z(z) , y(z) einsetzen und dann nach z ableiten, oder erst nach z , y ableiten
und anschlieBend z(z) ,y(2) einsetzten, gilt nur fiir den Spezialfall 9 =1 = %. Allgemein muss
auf die Reihenfolge der Rechenschritte geachtet werden. Damit haben wir gezeigt, dass der Term
M (||Vu||?) nicht nur dieselbe Gestalt wie bei der Riickwerts-Minimierung hat, sondern wirklich
exakt dieselbe Funktion ist. Damit ist nun gezeigt, dass (III) fiir ¢ = 0 aus der Vorwérts-
Minimierung genau dann eine Losung hat, wenn W (F') APS-konvex ist. Desweiteren kénnen wir
analog wie fiir Lemma 4.11 Knowles Bedingung (APS3) mit der APS-Konvexitét in Verbindung

setzen.

Satz 5.3. Die Bedingung von Knowles (APS3)

d

dR

ow ow
R <(‘9Il(11’12) + 8712(11’ I2)>

ist dquivalent zur APS-Konvezitdt von W (F)

>0, VYR>0 (APS3)

I =I>=3+R?

R— W(3+ R*3+R?1) istkonver YVR>0.

Beweis. Der Beweis folgt dquivalent wie Lemma zu 4.11.
APS-Konvexitéit von W (F)
d

a 2
& dR[RM(R )] >0, VR >0

<  (APS3). [ |

Wir wollen nun auch kurz den Fall
div(HVu) = ¢ (5.37)

fiir ein beliebiges ¢ # 0 betrachten. Dabei dndert sich im variationellen Ansatz lediglich, dass
aus

div (M (|| Vul*) Vu) =0,
| 59019ul?)dx — min.
die Gleichungen
div (M(||Vu\|2) Vu) =c,
/Q;g(HVuHQ) — cudx — min.,
werden.
Lemma 5.4. Jedes APS-konvexe Energiefunktional W (F') hat eine Losung fiir

div(HVu) =c. (5.38)
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Beweis. Wir wissen schon, dass durch die APS-Konvexitéit die gesuchte Gleichung fiir den Fall
c = 0 gelést wird. Wir wollen dabei daran erinnern, dass die Existenz der Ldsung aus der
Konvexitét und Koerzivitit!® von g in Vu der Minimierungsaufgabe

1
/ —g(IVul*) dx — min.
02

folgte. Falls wir zeigen kénnen, dass auch
1
h(Vu,u) == ig(HVqu) —cu (5.39)

konvex ist, kann der Beweis dquivalent gefithrt werden, da aus dem Variationsfunktional (5.39)
die Gleichung (5.38) folgt. Dies liegt an der Tatsache, dass der hinzukommende Term cu nur
von linearer Art ist und fiir die zweite Ableitung % = 0 gilt. Damit &ndert dieser Term nichts
an der Konvextidtsbetrachtung von g bzw. h.

Deswegen ist auch h(Vu,u) konvex in Vu,u, falls g(||Vul|?) konvex in Vu ist.

Bleibt noch die Koerzivitiat von h(Vu,u) zu zeigen. Dabei ist h koerziv, wenn
h(Vu,u) > ¢ (Huuig(r) + Hvu\@gm) ey, e e >0 (5.40)
gilt. Wir wollen die Koerzivitét von g
9(0) 2 & [ Vulagy — b, chich>0 (5.41)

verwenden. Dafiir muss also nur der hinzukommende Term | ul] ) abgeschétzt werden. Fiir

2
L2(T
Dirichlet-Randbedingungen' kann die Poincaré-Ungleichung Neff [14, Kap. 3.14]

1
lulf2ry < ) IVullfzy,  falls ulacor = 0. (5.42)

verwendet werden. Damit folgt die Koerzivitdat von h(Vu,u) direkt aus der Koerzivitdt von
g(Vu). n

5.3.3 Erste Energiebedingung

Im vorherigen Kapitel haben wir gezeigt, dass W (F') APS-konvex sein muss, damit fiir Gleichung
(III) eine Losung u(xy, z2) existiert. Zudem ist diese Losung dieselbe, wie der APS-Minimierer
aus der Riickwirts-Minimierung.

Nun setzen wir in diesem Abschnitt eine Losung der dritten Gleichung aus der APS-Konvexitét
voraus und iiberlegen uns, unter welchen Bedingungen diese Lésung zusammen mit dem noch
nicht bestimmten Lagrange-Multiplikator p(z) auch die beiden Gleichungen (I) und (II) erfiillt.
Das Gleichungssystem ist somit um eine Gleichung iiberbestimmt. Deswegen wollen wir eine
Bedingung an das Energiefunktional W (F") finden, sodass Gleichung (I) und (II) sich zu einer
Gleichung vereinfachen lassen. Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten

Gz +2co= (042G),331 + (afG) 4, , (I)
Q,IEQ + 266 = (aﬁG),:E1 + (BZG),(JCQ ) (II)
—c=div(HVu). (T11)

15Vergleiche dazu Kapitel 6 auf Seite 53
16Mit Verschieben von u(zx1,x2), sodass ein Teil des Randes up(x1,z2) = 0 erfiillt.
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Um die Gleichungen in Verbindung zu setzen, fordert Knowles [9, eq. (3.22)] die Bedingung!”
bH(I,I2) = G(11, 1), b = const. (5.43)

Mit G und H ausgeschrieben lautet sie

dbeR: bal(fl,fg)+(b—l)aﬂ(fl,fz):O, VIh=1,>3. (Kl*)
8]1 812

Mit dieser Beziehung kann man sowohl Gleichung (I) als auch Gleichung (II) vereinfachen, indem
man Gleichung (III) ausnutzt. So konnen Divergenzterme wegfallen

div(H Vu) = —c
bH(I1,1;) = G(I,12)

= div(GVu) = —bec. (IIT)

Gleichung (I) ldsst sich nun durch (III") vereinfachen zu
Gz + 2co = (042G)7901 + (afG) 4,
= a(aG) z + 0 z,aG + a(fG) 2o + @ 2, BG
=a div(GVu) + azaG + a G
=Gaga+azfB)—bca
=G(aoy, +BB4,) —bca
1
— G (272> o — bCO{

= G’V’V,xl - bCOz,
= Gz, +2+b)ca=Gyyy, - (5.44)

Dabei wurde verwendet, dass &z, = U g1z = Ugoz, = Bz, gilt. Analog lisst sich auch (II)
vereinfachen, sodass die EL-Gleichungen fiir ein W (F"), welches Bedingung (K1) erfiillt

Gz, + 2+b)ca=Gyyz,, (I)
Qg T (2+D)c B =Gy, (IT)
—c= (aH) g + (BH) z, (I1I)

lauten. Unter Voraussetzung ausreichender Differenzierbarkeit konnen wir aus (I) und (II) eine
neue Gleichung erhalten, die unabhéngig von p ist. Aus
(Q,xl + (2 + b)ca),@ = Qs T (2 + b)ca,m
= Qaa) + (24 b)cfay (5.45)
= (qar + 2+ 0)ch)

folgt die Beziehung

(CYY1) 2y = (GVV22) 4,
& GV T GVaVar + GYVaize = Gy VY2 + GV Vw2 + GV 200
& G 2:7V,21 = G a1 VY 2
& GaoVar =G a1 V0 - (5.46)

"In Knowles Arbeit werden die APS-Verformungen noch durch einen Parameter A € R erweitert. Fiir den Fall
A = 1 erhalten wir dieselbe Beziehung.
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Ausgeschrieben lautet die Gleichung

ow ow
(%)) v = | (01 Yo (5.47)
2 h=h=3+72] 4, 2 h=h=3+72] 4,

Bezeichnen wir g(v?) mit g(v?) := %V(I 1,12) erkennt man, dass (5.47) immer erfiillt

Lh=Ir=3+~2

ist, denn

922V = 9(7) a1 Voo
& 00" 2 Ve = 9 () 27701 Voo -
Deswegen diirfen wir eine der beiden Gleichungen (I) oder (II) streichen und iibrig bleiben zwei

Gleichungen, um wu(z1,x2) und p(z1,x2) zu bestimmen. Das Gleichungssystem ist damit unter
der Voraussetzung (K1) nicht mehr linger iiberbestimmt.

Diese Erkenntnis fassen wir in dem folgenden Satz zusammen.

Satz 5.5. Sei W (I1,Is) ein inkompressibles, APS-konvezxes isotropes elastisches Energie-
funktional. Falls W den Zusammenhang

ver: oYM +o-n
ol

I, I 0 VIi=1,>3 K1*
o (I1,1I2) =0, 1=1 > (K1%)

erfillt, so ist W APS-zuldssig.

Auch wenn fiir die restliche Arbeit nicht weiter von Bedeutung, wollen wir nun noch den
Lagrange-Multiplikator p(x) bestimmen. Dafiir fassen wir (I) auf als

] — G’V%m - (2 + b)ca

b
& Gz = §W(Il,fg)7xl — (24 Db)cuy, . (5.48)

Dabei wurde wieder die Beziehung Iy = Iy = 3 + 42 verwendet, sowie Gleichung (K1), um
folgenden Zusammenhang zu erhalten

b b d
W (I, I =—-——WI(3 3
9 (17 2), 2 dry ( +7? +7)

Cbow b OW
=535, BTV 3+ 1% + 55 B 4753+ 217
ow ow
_b<8l (117[2) 8.[ ([17[2)>77,$1 (549)

= bH(IlaIQ)'Y'Y,:m
= G(IlaIQ)’Y%xl .

Analog liefert Gleichung (II) die Beziehung

22 = GV, — (2+0)cf

b
& Qzs = §W(Il,12)7x2 — (24 Db)cuy, . (5.50)

39



Aus fritherer Rechnung (5.28) konnte schon die Linearitét von p und damit auch ¢ in z3-Richtung
gezeigt werden. Mit allen drei Gleichungen zusammen kann ¢(x) bestimmt werden als

q(x) = gW(Il,Ig) —(2+b)cu(xy,z2) +cxs. (5.51)

Daraus lésst sich nun mit (5.31) direkt p(x) bestimmen

b oW oW
p(x) = =W, L) —2— (I, 15) — 22+ v})=——(I1,I3) — (2+ b)cu+cz3. (5.52)
2 8[1 6IQ

Dabei ist an die Konstante ¢ keinerlei Bedingung gestellt. Mit der Wahl ¢ = 0 lautet unser von
x3 unabhéngiger Lagrange-Multiplikator

b ow ow
p(a:l,xQ) = 5W<Il,]2) — 28711(11,12) — 2(2 +72)8712(11’I2)’ fir [ =1,=3 +’}/2.
(5.53)

Damit ist p wohlbestimmt und kann mit obiger Formel aus dem Minimierer u(z1, z2) berechnet
werden.

5.4 Kompressible Materialien

Aus dem letzten Abschnitt wurde fiir die Existenz von APS-Lésungen unter der Nebenbedin-
gungen det(F') = 1 die Bedingung (K1) an das Energiefunktional W (F') hergeleitet. In diesem
Abschnitt soll auf diese Nebenbedingung der Inkompressibilitit verzichtet und untersucht wer-
den, welche weitere Bedingung wir stellen miissen, damit auch eine kompressible Materialbe-
schreibung APS-Losungen zuldsst. Dabei gehen wir vollkommen analog zu der inkompressiblen
Vorwérts-Minimierung vor.

5.4.1 Euler-Lagrange-Gleichungen

Es werden wieder die Euler-Lagrange-Gleichungen allgemein hergeleitet, um danach APS-Funktionen
in sie einzusetzen. Daher betrachten wir

I(p) = /QW(V(,D) dx — min . (5.54)

ohne dir Nebenbedingung der Inkompressiblitidt. Dabei soll W (V) wieder als W (Fi1, Fiz, ...)
mit

Fi1 Fia Fig
Vo= |Fy Fyn Fy
F31 F3p Fj3
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aufgefasst werden. Wir bilden die erste Variation in Richtung 1 € C°(, R3):

0= L1+ 1)

dt =0
= th(ch +tVv) L dx
/ ZZWFM Vi 4+ tVi)) - ( U ) dx
Q=1 =1 t=0
3 3
3 e ()
3 3
2 ZZ/ (—dd'Wsz(V90)> Yy dx
=1 =179 Li
3 3
= Z/ - (Z ;LWM(VW) Py dx
k=179 =1 i

Das Fundamentallemma der Variationsrechnung, siehe Neff [14, eq. (3.7)], liefert uns wieder die

gesuchten Euler-Lagrange-Gleichungen

d
—Zd Wr, (Vo) =0 Vke{1,2,3}.
=1

Der Ubersicht wegen wird folgende Notation eingefiihrt
Wr, Wry Wrey
DW(F) = WF21 WF22 WF23
Wiy Wry Wey
Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten dann vereinfacht

Div[DW (V)] =

(5.55)

Jede isotrope Energieformulierung W (F) kann auch iiber die Invarianten von B = FFT be-
schrieben werden. Diesmal kann nicht wie bei der inkompressiblen Betrachtung auf I3 verzichtet

werden, da bei kompressible Energien I3 = det(F)? # 1 moglich ist.

Um DW (F) = DW (I3, 12, 13) zu bestimmen, konnen wir wieder die Ableitungen aus Kapitel

2.4 verwenden
DI\ (B).H = (1, H),
DIy(B).H = (tr(B)1 — BT H) = (I;1 — B, H),

DI3(B).H = (Cof(B), H) = (det(B)B~T,H) = (I3B™', H).

Zusammen mit DpB(F).H = FH” + HFT und der Kettenregel sind

Dpli(B(F)).H = (2F, H)
Dyly(B(F)).H = (2 (111 — B)F, H)
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schon aus dem inkompressiblen Fall bekannt. Fiir den kompressiblen Fall wird auch noch

DrI3(B(F)).H = (Dpl3(B), DrB(F).H)

LB~Y FHT + HFT)

(I3BYHY!'F) + (I3B7'F)

 I3(BI)"'F) + (I3B7'F)

2I3B~'F, H)

2I;F~ T H) (5.56)

o~ o~ o~ o~~~

benétigt. Dabei wurde im letzten Schritt verwendet, dass
BlF=FFY ' F=(FTFYF=FTF1F)=FT7T
gilt. Daraus erhalten wir

ow ow ow

DW(F)= —Dpli(B) DpB(F)+ ——Dpls(B) DpB(F) + ——Dpgl3(B) Dp B(F)
8]1 8[2 8I?)
oW oW )
= 28711? + 28—12([11 — B)F + 2[38—1_3F . (5.57)

Die Euler-Lagrange-Gleichungen in der Darstellung der Invarianten lauten dann

C(OW(L I T5) . OW (I, I, Iy)
D 2 F+2
v < ol * ol

aW(Ib 127 I3)
0l

(I11 — B)F + 213 F—T> =0. (5.58)
Um nun Bedingungen fiir das Energiefunktional ableiten zu koénnen, werden in die Euler-
Lagrange-Gleichungen wieder APS-Funktionen eingesetzt. Die Gréflen F' B I; und I und
(I1(B)1 — B)F wurden schon im inkompressiblen Fall berechnet. Da fiir APS-Funktionen nach
(3.8) I3 = 1 gilt, setzen wir

ow
p([l,lg) 3227(11,12,1). (559)
013

Dadurch kénnen wir (5.58) schreiben als

ow ow T

Div|(2—F+2—(L1—-B)F+pF~* | =0 5.60

w (255 F + 25 (01 = BIF +pF " ) =0, (5.60)

siche auch Knowles [10, eq. (10)]. Die EL-Gleichungen sehen in dieser Darstellung exakt aus

wie im inkompressiblen Fall. Dabei muss aber zwingend beachtet werden, dass diesmal p([y, I2)

kein freier Lagrange-Multiplikator ist, sondern aus W(Iy, I, I3) bestimmt wird. Obwohl die

Gleichungen durch das APS-Einsetzten von I3 unabhéingig sind, ist W (F') selbst weiter von I3
abhingig.

Explizites Einsetzen liefert so den gleichen Ausdruck

ow 2\ oW oW oW
Div L 20W 1 922+ a?) W +p 28 (g% —|—p) =0 (561)
ow ow ow ow ow ow

wie im inkompressiblen Fall.

Wir erhalten auch hier 3 partielle DGL’s, aus denen wir diesmal aber nur die skalare Funk-
tion u(x1,x2) bestimmen sollen. Das Gleichungssystem ist also um eine weitere Gleichung
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iiberbestimmt. Damit eine Losung u existieren kann, die alle 3 DGL’s erfiillt, miissen Be-
dingungen an das Energiefunktional gefordert werden, sodass nun zwei Gleichungen wegfallen.
Wir erwarten hier deswegen zwei Bedingungen an W (I, I2, I3) aufstellen zu miissen.

Diesmal ist auch p([1, I2) unabhéngig von z3, sodass sich die Gleichungen im Vergleich zu dem
inkompressiblen Fall noch weiter vereinfachen. Da nun sind alle auftretende Terme unabhéngig
von x3, braucht die letzte Spalte der Matrix nicht weiter berechnet werden und die unbekannten
wegfallenden Terme werden einfach mit x gekennzeichnet.

Wir wollen die gleichen Bezeichnungen wie im inkompressiblen Fall einfiihren, um (5.61) iibersicht-
licher zu gestalten:

ow
G(Il,fg) = 287[([1, IQ) s (562)
2
ow ow
H(Il,]g) —2 87_[]_([17[2)—’_87[2(117]2) y (563)
ow ow
q(I1, I2) := p(I, Io) + 2——(I1, 1) + 2(2 + 7*) 5+ (11, I2) - (5.64)

6[1 812

Dadurch lassen sich die Euler-Lagrange Gleichungen schreiben als
qg—a’G —2aBG *
Div | —2a8G ¢q—p3?G «| =0. (5.65)
ol BH *

Wir erhalten so fiir den kompressiblen Fall 3 Gleichungen

Az, = (OCQG)JH + (aﬁG)Jz ) (I)
4z = (QBG),M + (ﬂQG),xz s (H)
0=(aH)z + (BH)z, - (1II)

5.4.2 Simple-Plane-Shear

Wir wollen einen kurzen Einschub vornehmen, um auf das schon im Kapitel 3.5 eingefiihrte
Problem zu sensibilisieren:

Jedes Energiefunktional, insbesondere auch ein nicht APS-zulissiges Funktional, hat mit der
Ruhelage eine mogliche APS-Verformung. Wir wollen die Ruhelage zu den sogenannten Simple-
Plane-Shear-Verformungen, kurz SSP, erweitern. Dabei sind SSP-Verformungen spezielle
APS-Verformungen, welche alle drei Euler-Lagrange Gleichungen in trivialer Weise durch v =
const. erfiillen. Schauen wir uns dafiir die homogene Verformung

u(xl, xg) =121 +C2x2+C3 (5.66)

mit drei festen Konstanten ci, co,c3 € R an. Die Euler-Lagrange-Gleichungen héingen von 72 =
|[Vu||? ab. Aus der Linearitit von u folgt direkt
O=Ug =C1, B=Uyz =C2 = 7?2 = o? 4 5% = const.
= I; = Iy = const.
= G(I1,I2), H(I1, I2) ,p(I1, 12) , (11, I2) = const.

Dadurch sind alle drei Euler-Lagrange-Gleichungen trivialer Weise erfiillt.

Die Simple-Plane-Shear Verformungen kénnen noch erweitert werden, indem wir weitere Funk-
tionstypen von wu(zj,z9) finden, die die Euler-Lagrange-Gleichungen immer erfiillen. In der

43



Publikation von Hill [6, eq. (2.7)] wurden noch weitere solcher Formen von u(xi,z2) fiir den
inkompressiblen Falls aufgestellt. Sie lauten

u(z1,x2) = ¢1 arctan (x2> + o, (5.67)
Tl

u(zy,20) = fzt +22), (5.68)

u(z1, x2) = gler 1 + ca x2) (5.69)

mit beliebigen Konstanten c¢;,co € R und skalaren Funktionen f,g: R — R. Obwohl Hill
nur den inkompressiblen Fall bearbeitet hat, erfiillt die erste Verformung (5.67) wieder iiber
~v = const. die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir den kompressiblen Fall, es gilt

1 —X9 —C1X2 1 1 C121

a=1Ugy =C1 5 95 — 9 3 ﬂ:u,mzzcl 5 T 3 3
x T+ x x T+
1+(%) 1 1 2 14_(%) 1 1 2
2 2
x5 +x
= 722042—1—52:0%% L = const
1+ @3

= I; = Iy = const.

= G(I1,I2), H(I1, I2) ,p(I1, 1I2) , q(I1, I2) = const.
Damit ist gezeigt, dass jedes Energiefunktional APS-Verformungen in Form von SSP-Verformungen
erzeugen kann, falls diese zu vorgegebenen Randbedingungen passen. Bei den gesuchten Ener-

gien, welche APS-zuléssig sein sollen, meinen wir nun insbesondere APS-Verformungen, welche
nicht SSP sind.

5.4.3 Zweite Energiebedingung

Die Gleichung (IIT) wurde schon im inkompressiblen Fall Kapitel 5.3.2 betrachtet. Die Bedingung
fiir die APS-Konvexitdt wurde als

a4
dR

ow ow
R ((II,IQ, 1)+ — (11, I, 1))

0 VR>0 APS3
ol oL, > > (APS3)

I1=I>=3+R?

hergeleitet und kann auch hier verwendet werden, da im APS-Fall I3 = 1 gilt. Sei also hier
die Existenz von (III) mittels APS-Konvexitit gegeben. Wir wollen iiberlegen, unter welchen
Forderungen an W (I, Iz, I3) dann auch die beiden anderen Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt
sind. Um die Gleichungen

4z, — (O‘2G),CL‘1 + (O[BG)7CU2 ) (I)
Qzy = (O‘/BG),CQ + (62G)7I2 ’ (H)
0= (O‘H),Il + (ﬂH)@z (HI)

in Verbindung zu setzen, soll die gleiche Beziehung wie im inkompressiblen Fall verwendet werden
bH(Il,IQ) :G([l,fg), b = const. (Kl)

Durch die Abhéngigkeit von W durch I3 lautet sie mit G und H ausgeschrieben

ow ow
dbeR: bi([l,fg,fg)—k(b—1)7([1,]2,]3):O VIh=1,>3,I3=1. (Kl)
6[1 aIQ
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Analog soll wieder die Beziehung

div(H Vu) = 0
bH(I,L) = G(,I)

=  div(GVu) =0 (11T

verwendet werden, um damit Gleichung (I) zu

Qo = (0°G) g, + (aBG)
= a(aG) 2, + a0z G+ a(BG) 5y + @ 4, G
= a div(GVu) + az,aG + a4, G
= G(aza+ ag,0)
= G(aoy, +BBa,)

1
2 » L1
=GY7m (5.70)

zu vereinfachen. Dabei wurde o 4, = U 4100 = U 2oz, = B2, umgeformt.

Durch die Abhingigkeit der Invarianten'® von wu(z1,22) kann ¢(Iy, I) als eine Abbildung von
u(w1,z2) durch ¢ = g(v?) aufgefasst werden und es gilt

dq(v?)

!(~2
= 2 .
doy 1) 207
Damit kénnen wir (I) schreiben als
1 oW
(q’(’f) - 2%(3+7273+72,1)> 297, =0. (5.71)

Vollkommen analog lésst sich (II) umformen zu

1 oW
¢V — 25— B+7%3+79%1) ) 2974, =0. (5.72)
2 0l

Insgesamt erhilt man mit der Bedingung (K1) das Gleichungssystem

1 0W
07 = G643 4%, 27 =0 m

2

10w
[(/(72) — 5o B3T3+ 1)] 29Y,e, = 0 (1)

2

W oW
a—=—@0B+3+2 D] +[=0B+43+9%41)] =0. (I11)
8.[2 1 8-[2 , T2

Sei u = u(xy,z2) Losung der Gleichung (III) und habe nicht die Form einer SSP-Verformung.
Dann gilt v = ||[Vu||? # const. und somit vereinfachen sich sowohl (I) als auch (II) zu

oW

1 oW 2 2
—2812(3+'y,3+7,1). (5.73)

¢ (v%)
Also wurden die beiden Gleichungen (I) und (IT) durch (K1) auf eine Gleichung reduziert. Ubrig
sind deswegen noch 2 Gleichungen, wobei uns (IIT) weiterhin die Losung u(z1, 22) aufstellen soll,
wihrend die zusétzliche Gleichung (5.73) immer noch dafiir sorgt, dass das Gleichungssystem

B =L =3+~=3+|Vu|?
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iiberbestimmt ist. Wir suchen eine zweite Bedingung an das Energiefunktional W (I, Is, I3),
sodass Gleichung (5.73) fiir alle Losungen u aus Gleichung (IIT) immer erfiillt ist.

Gleichung (5.73) héingt aber offensichtlich von v = ||Vu/|| ab, wir benétigen aber eine Gleichung
fiir das Energiefunktional W unabhéingig von seiner Verformung . Betrachtet man die Gleichung
an einem festen Punkt g € €, so ist y(zo,, xo,) eine konstante positive reelle Zahl R € R. Fiir
eine Verformung, die nicht von der SSP-Art ist, kann (21, x2) nicht konstant auf Q sein. Die
punktweise Betrachtung von Gleichung (5.73) soll auf ganz Q erfiillt sein und deshalb fiir alle
moglichen {R € R|3 (z1,z2,%) € Q: y(z1,22) = R} gelten.

Es reicht also nicht aus, dass

oW
(I1,15,1) +2(2 4+ R?)——(I1,I5,1),  mit I = I, =3+ R?

oW oW
q(RY) =2— (11, I5,1) + 2
ol

ol oI,

nur fiir ein einzelnes R € R erfiillt ist. Mit der punktweisen Betrachtung fiir VR € R kann die
Gleichung in die gewiinschte Form gebracht werden.

Es gilt
(R = (R = —% 34 R} =1
Daraus folgt
d oW d oW d oW
"R =2————(I1,15,1) + 2——— (11, I5,1) + 212+ R?>)—— — (11, I, 1
q(R%) d(RZ)(?Ig(l’ 2,1) + d(RQ)(ﬂl(l’ 2,1) 4+ 2( +R)d(R2)812(1’ 2,1)
92w 92w O2W O2W
=2 1 1) +2 1 1
(8138]1 T Lon >+ <8[12 tonon >
02w 92w
2(2 + R? 1 1
+ 2 +R)<afgafl o >
[ W N O2W +82W+ O*W et R 02w +82W
T |onhoIs  0L0oI3  9L2 0Ll 06Ol = Oly2
[ w N 02w +62W+I 02w ‘U _1)82W
~“lonors " onLols T an? | 'onoL, V' Van?|”

Dadurch ldsst sich aus (5.73) die zweite Bedingung an das Energiefunktional W schreiben als

cW L PW W ‘ _1)62W+ W 1w
on? ' lonol, T onols V' T an? T 0Lols 20I,

0, YVh=L>3,I3=1.
(K2)

Diese Bedingung wurde zuerst von Knowles [10, eq. (21)] aufgestellt. Mit den beiden Bedin-
gungen (K1) und (K2) vereinfachen sie die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir eine kompressible
Materialbetrachtung immer so, dass nach dem Einsetzen einer APS-Funktion die Gleichungen
(I) und (II) wegfallen. Zusammen mit der APS-Konvexitét ist folgender Satz hergeleitet.
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Satz 5.6. Sei W(Iy, I, I3) ein APS-konvexes, isotropes elastisches Energiefunktional. Das
Funktional W ist genau dann APS-zuldssig, falls

oW oW
BeR:  bo—(I1,L,I3)+ (b—1) o (I1,1,I35) =0, VL =5L>3I3=1,
8[1 8[2
(K1)
PW PW W PW  PW 1w
+ 1 + + (I — 1) =0, Vh=1>31I3=1,

o1,2 'onon, T onol oL° | oLoL; 200,

(K2)

erfillt ist.

Mit diesem Satz ist gezeigt, welche Energiefunktionale nichttriviale Anti-Plane Shear Verfor-
mungen zulassen. Dies bedeutet, dass ein APS-Minimierer von W(F) auch im globalen Fall
ein stationdrer Punkt von W (F) ist. Die Existenz eines APS-Minimierers konnte aus der APS-
Konvexitdt von W (F') gesichert werden. Bestimmt wird w(z1,z2) durch Losen der Gleichung
(ITT) oder der dquivalenten Gleichung aus der Riickwerts-Minimierung. Dies fiihrt zu folgendem
Satz

Satz 5.7. Fulls ein Energiefunktional APS-zuldssig ist, indem es die Gleichung aus Theorem
5.6 erfillt, so kann der Minimierer aus Gleichung

ow ow
div ((11,12,1)+ (11,12,1)> Vu| =0 (111)
( oh oL h=L=3+ |V

oder der dquivalenten Gleichung
div (W' (1) 1, 3+ |vu2 V) =0, mit W(I) = W (I, I1,1) (4.3)

mit zugehorigen Nebenbedingungen geldost werden.
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5.5 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden bis hier hin im Hinblick auf die Frage nach der Existenz einer APS-
Verformung folgende Begriffe eingefiihrt.

e Ein APS-Minimum ist ein Punkt, der bei der vorherigen Einschrankung auf APS-
Verformungen stationér ist (Riickwérts-Minimierung).

e Ein globlaes Minimum ist ein Punkt, der ohne Einschriankung auf APS-Verformungen
stationér ist und iiber dessen Form nichts bekannt ist (Vorwérts-Minimierung).

e Ein freies APS-Minimum ist ein Punkt, der sowohl bei vorheriger Einschrinkung auf
APS-Verformungen (Riickwirts-Minimierung), wie auch im globalen Fall (Vorwirts-
Minimierung) stationér ist.

e Die APS-Konvexitit von W (F) besagt, dass das Energiefunktional eingeschriankt auf
die APS-Verformungen konvex ist. Daraus lédsst sich die Existenz eines APS-Minimum
beweisen.

e Die APS-Zulissigkeit besagt, dass W (F') die Bedingungen (K1) und (K2) erfiillt und
dadurch jedes mogliche stationdre APS-Minimum auch global stationér ist. Dadurch sind
alle APS-Minima auch schon frei APS-Minima.

Um die Bedingungen (K1), (K2) und APS-Konvexitidt zu veranschaulichen, betrachten wir ein
mogliches W (F) fiir alle moglichen Kombinationen der Bedingungen und visualisieren die un-
terschiedlichen Fille. Wir schrinken uns hier auf den kompressiblen Fall ein, im inkompressiblen
Fall muss lediglich die Bedingung (K2) weggelassen werden.

e Energie W (F) ist APS-konvex und APS-zuléssig:
W (F) hat fiir alle moglichen APS-Randwerte ein eindeutiges APS-Minimum, welches glo-
bal stabil ist. Es sind auch weitere stationére nicht-APS-Verformungen mdoglich.

W(Ve)
nicht-APS

APS

u(xy,x2)

Abbildung 13: Links moglicher globaler Fall, rechts moglicher APS-Fall.

e Energie W (F) ist APS-zuléssig, aber nicht APS-konvex:
Stationdre Funktionen im APS-Fall (Riickwérts-Minimierung) sind immer auch global sta-
tionér (Vorwirts-Minimierung). Es fehlt jedoch die Aussage dariiber, ob iiberhaupt ein
APS-Minimum existiert. Zusétzlich kann es auch weiterhin im globalen Fall stationére
Funktionen geben, die nicht von APS-Gestallt sind.
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W(Ve) W(Veaps)

nicht-APS

nicht-APS

\so(w) %)

Abbildung 14: Links mdoglicher globaler Fall, rechts moglicher APS-Fall.

e Energic W (F') ist APS-konvex, aber nicht APS-zuléssig:
Es existiert ein eindeutiges APS-Minimum, das jedoch im globalen Fall nicht stationér sein

muss.
W(Ve) W(Veaps)
nicht-APS
~APS
»p(z) u(z1,72)

Abbildung 15: Links mdoglicher globaler Fall, rechts moglicher APS-Fall.

Zusétzlich wurde in dieser Arbeit noch die Frage beantwortet:

e Wie miissen Randwerte aussehen, damit sich APS einstellt, obwohl das Energiefunktional
W (F') nicht APS-zuléssig ist?
Die Randwerte miissen zu einer Simple-Plane-Shear-Verformungen passen. Diese Unter-
gruppe der APS-Verformungen sind Deformationen von der Bauart, dass die ersten beiden
Gleichungen (I) und (II) der Euler-Lagrange-Gleichung wegfallen. Dies fiithrt dazu, dass
ein APS-Minimierer, der eine SSP-Gestalt hat, immer schon global stabil ist. Insbesondere
muss W (F') dafiir nicht die Bedingungen (K1) und (K2) erfiillen.

Auf den nachfolgenden Seiten sind Abbildungen zu sehen, die den Bezug der APS-Konvexitéit

und den beiden Bedingungen (K1) und (K2) zur Fragestellung der Arbeit und allgemeinen
Begriffen aus der Elastizitéitstheorie visualisieren sollen.
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6 Direkte Methoden

Um die mathematische Bedeutung und die Anwendung der verschiedenen Konvexititsbegriffen
zu erkldren, soll hier ein kurzer Exkurs zu den direkten Variationsmethoden stattfinden.

Die Berechnung eines Minimierers iiber die Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichung, auch erste
Variation genannt, so wie sie hier in dieser Arbeit mehrfach vorkommt, wird indirekte Methode
genannt. Der Begriff leitet sich daraus ab, dass die Existenz eines Minimieres nicht direkt ge-
sehen werden kann. Die Euler-Lagrange-Gleichungen liefern bestenfalls stationdre Punkte, oder
mitunter auch gar keine Punkte und kénnen die Frage nach der Existenz eines Minimieres nur in-
direkt beantworten, indem nachher die Beschaffenheit der stationédren Punkte weiter untersucht
werden kann.

Bei den direkten Methoden wird versucht, die Existenz eines Minimierers direkt zu zeigen, ohne
diesen konkret berechnen zu konnen. Ist die Existenz und mitunter auch die Eindeutigkeit aus
den direkten Methoden gezeigt, so kann mit der Fuler-Lagrange-Gleichung sicher der gesuchte
Minimierer berechnet werden. Die allgemeine variationelle Fragestellung lautet

I(u) = /QF(u) dx — min . (6.1)

Dieser Exkurs soll allgemein erstmal nichts mit APS-Verformungen zu tun haben, folglich ist
u nicht die bekannte Verschiebung aus der APS-Verformung, sondern einfach ein Element aus
einem vorgegeben Funktionraum X. Fiir den Existenzbereich miissen mehrere wichtige mathe-
matische Begriffe eingefithrt werden.

Definition 6.1. Als Sobolevraum W?(Q) C LP(Q) versteht man'?

Wir(Q) = {u e LP(Q)|Fv e LP(Q) : /chp = —/Qchp, Ve € C;’O(Q)} . (6.2)

Dabei bezeichnet man v € LP(2) als schwache Ableitung von u.

Definition 6.2. Als schwache Konvergenz einer Folge (uy)neny C X mit Grenzwert u € X,
versteht man

up, —~u & VfeX : flu,) — f(a). (6.3)

Dabei lisst sich der Dualraum von W1P(Q) mit W14(Q) bei % + % = 1 identifizieren und es gilt
in WhHr(Q)

Up =0 & VfeWh(Q): (fiu,) — (f,q). (6.4)

Definition 6.3. Ein Raum X heifit folgenkompakt, falls jede beschréinkte Folge (up)neny C X

eine schwach konvergente Teilfolge (up, )ken C X mit @ € X besitzt.
Fiir diese Arbeit sei die Folgenkompaktheit vorrausgesetzt.

Definition 6.4. Ein Funktional F': X — R heiffit unterhalbstetig, falls
V (un)nen C X, 0 € X : up, — u = F(a)< lim inf F(u,). (6.5)
n— oo
Ein Funktional F': X — R heifit schwach unterhalbstetig, falls
V (un)neny C X, 0 € X : Up =4 = F(a)< lim inf F(uy). (6.6)

n— oo

Dabei folgt aus schwacher Unterhalbstetigkeit auch immer die (starke) Unterhalbstetigkeit,
wihrend die Umkehrung im Allgemeinen nicht gilt.

Falls das Funktional F: V C W12(Q) — R aber konvex ist, gilt

F st unterhalbstetig < F ist schwach u nterhalbstetig. (6.7)
19Mit LP(Q) ist der klassische Lebesque-Raum auf Q C R™ gemeint.
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Definition 6.5. Ein Funktional F': X — R heifit koerziv, falls
V (up)neny € X mit nli_r)noo lunl|x =00 gilt nh_r)nooF(un) =00. (6.8)
H#ufig wird auch eine Abschéitzung der Art
YueX: F(u)>clullk —c2, c1,c0€RT (6.9)

gefordert.

Der Existenzbeweis fiir einen globalen Minimierer 4 € X folgt unabhéngig von der Form von
F und € immer nach demselben Schema und kann im Detail im Vorlesungsskript Neff [14, eq.
(7.7)] nachgelesen werden.

e Als erstes muss eine untere Schranke in;f{ I(u) =: o < 0o gefunden werden.
ue

e Dazu soll ein beliebiges u € X mit I(u) = k < oo ausgewihlt werden.

e Aus der Koerzivitéit kann in der beschrankten Teilmenge V' C X minimiert werden.

I(u) /

KOGI"ZiVit at

v,
|

Abbildung 16: Einschrinkung des Minimums auf V' C X durch Koerzivitét und oberer Schranke.

Aufgrund der Koerzivitdt von F ist also I(u) nach unten beschrinkt und es existiert ein
Infimum «. Bilde dazu eine Minimalfolge (uy)nen

I(uy,) — inf I(u) =: «.
ueV

e Es wird die schwache Folgenkompaktheit von V' C X verwendet, um eine Teilfolge

~

(Uny )ken C V0 €V : Up, — U
zu erhalten.

e Die Konvexitédt und Unterhalbstetigkeit von F liefert die schwache Unterhalbstetigkeit von
I in X. Damit gilt

I(a) < lim inf F'(up, ).

k— o0

e Damit kann die Existenz eines globalen Minimiers aus folgender Ungleichungskette gezeigt
werden

—oo < a<I(t) < lim infI(uy,)= inf I(u) =« (6.10)
k— 00 ueV

und @ € V ist der gesuchte Minimierer mit /(1) = «.
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e Zusitzlich kann im Falle von strikter Konvexitéat auch direkt die Eindeutigkeit des Mini-
mierers gezeigt werden.

Beweis. Angenommen es existieren zwei unteschiedliche Minimierer

u#ueX: Ia)=I(0) =«.
Wiéhle u :=tu + (1 — t)a € X mit ¢ € [0,1]. Es gilt nun aus der strikten von Konvexitét
von I (u)
Iu)=1I(tu+ (1 —-t)a) <tl(u)+(1—-t)I(a) =ta+(1-t)a=qa. (6.11)

Damit ist mit /(u) < v ein Widerspruch zur Annahme, dass u # 4 € X zwei unterschied-
liche Minima von [ in X sind. ]

In der nichtlinearen Elastizitéitstheorie wird an einfachen physikalischen Beispielen gezeigt,
warum Konvexitdt von W (F') mit ihrer daraus folgenden Eindeutigkeit eines Minimieres eine
nicht erfiillbare Forderung ist.

Als Beispiel soll sich ein Gummizylinder mit vorgegebenen festgehaltenen Anfangs- und End-
seiten vorgestellt werden. Nun kann der Zylinder an der Endseite um einen beliebigen Winkel
2mn ,n € Z verdreht werden, ohne die Randbedingung an seiner Endseite zu verletzen?”. Jede
solche Drehung ist eine stabile Verformung und somit hat der Gummizylinder unendlich viele
Loésungen. Deswegen muss die Forderung nach Konvexitdt mit der resultierenden Eindeutig des
Minimieres fallen gelassen werden.

Aus diesem Grund miissen die direkten Methoden in der Variationsrechnung soweit angepasst
werden, dass ein Ersatz fiir die fehlende Konvexitit gefunden werden muss. Zu diesem Zweck
wurde die Polykonvexitit (S. 19) eingefiihrt. Dabei besagt die Polykonvexitit lediglich, dass
P(&) = W(F,Cof(F),det(F)) konvex in ¢ € R ist. Damit kann der Existenzbeweis direkt {iber
P(&) gefithrt werden. Dafiir muss folgende Eigenschaft

Fop—=F = & —¢
iiberpriift werden muss. Zu ist also zu zeigen, dass

Cof(Ve,,) = Cof (V)
det(Ve,,) — det(Ve)

Ve, = Ve =

erfiillt ist. Fiir allgemeine Abbildungen gilt die Implikation

nicht. Jedoch sorgt Divergenzstruktur der Determinante und dadurch auch des Kofaktors zu der
gewiinschten Eigenschaft. Es soll hier einmal exemplarisch im zweidimensionalen Fall gezeigt

20Das Drehen als kontinuierliche Bewegung verletzt natiirlich die Randbedingung, die resultierende Verformung
nach der Drehung aber nicht.
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werden. Die Divergenzstruktur lautet hier

Ptz (Pn)ias

)2 (P2,

= (@) 1,21 (Pn)2.20 — (Pn) 1,22 (Pn) 2,01
) ) (

det(Vep,,) = E

= (Qon 121 (Son 2,20 T ¢n)1(90n)2,362961 - (‘Pn)l(son)?,mm - (Qon)l,mz (¢n)2,$1
= - [ (Pa)aa] — 5 (@D P2
— div (‘Pn)l(‘:on)sz
(Qon)l(wn)Q,a?l
=:div(vy,) .

Damit kann nun

F,—~F = det(F,) — det(F)
& (det(Ve,), ) — (det(Ve), V), Vi e CF(Q)

gezeigt werden. Es gilt

(det(Ve,), V) :/det(Vgon)ﬁdxlde:/div(vn)ﬁdxldXQ
Q Q

=4 —/ vy, - VO dxidzrs = (v, VI),
Q

(det(Ve), D) :/det(Vgo)ﬁdxldXQ :/div('v)ﬁdxldXQ
Q Q

PI. _/U-VﬁdxldXQZ (v, V).
Q

~

Es kann nun die schwache Konvergenz von V¢, verwendet werden, um mit
v, —v & (v, V) — (v, VD)

die schwache Konvergenz von det(Vep,,) zu zeigen. Analog zu dieser Rechnung kann auch im
dreidimensionalen Fall der Existenzsatz aus der Polykonvexitéit gefithrt werden. Dabei ist die
Polykonvexitét eine schwéchere Forderung als die physikalisch unhaltbare Forderung der Kon-
vexitét.

Mithilfe dieser Voriiberlegungen kann nun die Bedeutung von der APS-Konvexitdt und APS-
Zulassigkeit im Hinblick auf die Existenztheorie verstanden werden. Betrachten wir dazu ein
Energiefunktional W (F') welches APS-konvex ist und auch die Bedingungen (K1) und bei
der kompressiblen Betrachtung zusétzlich auch noch (K2) erfiillt, jedoch nicht polykonvex ist.
Zusétzlich seien APS-Randwerte vorgegeben.

Mit der bisherigen Theorie kann aufgrund fehlender Polykonvexitét kein Existenzbeweis gefiihrt
werden. Durch die APS-Konvexitét haben wir die Existenz einer Losung auf der Klasse der APS-
Verformungen und mit der APS-Zuléssigkeit ist die Losung auch ein Minimierer des globalen
Falls und somit die Existenz eines Minimierers gezeigt.

Satz 6.6. Fin APS-konvexes und -zulissiges koerzives Emergiefunktional W (F') hat fir alle
mdoglichen APS-Randwerte ein eindeutiges Minimum.
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Beweis. Wir definieren
I(u) ::/W(F\Apg(u))dx. (6.12)
I

Durch die APS-Zuléssigkeit von W (F') folgt die Existenz eines globalen Minimums aus der
Existenz eines APS-Minimums von I(u). Zusétzlich folgt aus der APS-Konvexitéit von W (F')
direkt die Konvextitidt von I(u). Deswegen sind alle Voraussetzungen fiir den vorher allgemein
aufgefiihrten Existenzbeweis erfiillt und die Existenz eines Minimieres @(x1,x2) gegeben. Der
zugehoriger APS-Minimierer ¢(x) = @ + u(x1,x2)es ist das gesuchte globale Minimierer der
Minimierungsaufgabe. n

Dieser Existenzsbeweis funktioniert nur bei APS-Randwerten und ist deswegen nicht allgemein
fiir andere Probleme der Elastizitéitstheorie brauchbar.
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7 Beispiele

In diesem Abschnitt wollen wir konkrete Energiefunktionale genauer auf die Bedingungen

ow ow
WeR: b (LI L)+ (- 1) 2 (1), I, ) =0, VL=I>31=1,
811 812
(K1)
0*wW 0*wW PW *wW  9*wW 10w
+I1 + +(Il_]~) _07 VI1212237I3:1

o1,2 'onon, T oLol 0L° | ohLoL; 200,

(K2)

und der APS-Konvexitét untersuchen, um diese besser zu verstehen und neue Zusammenhénge
zu anderen Begriffen aus der Elastizitdtstheorie aufzuzeigen.

7.1 Mooney-Rivlin-Energie

Die inkompressible Mooney-Rivlin-Energie ist definiert als

W(F):g(a(11—3)+(1—a)(12—3)), O<a<l (7.1)

mit zwei vorgegeben positiven Materialkonstanten p und «. Hierbei ist g > 0 der infinitesimale
Schermodulus.

Durch (3.8) lésst sich

_ K 2

W(F)laps = 5 (a3 47> =3) + (1-a)3+7> = 3)) = 5
bilden. Die Mooney-Rivlin-Energie W (F)|aps = 4 ||[Vu||? ist konvex in Vu und damit APS-
konvex. Als néchstes soll die Bedingung (K1) iiberpriift werden

ow ow
b— (11, 1,1 b—1)—(I1,15,1) = L =1, >
all(l) 2 )+( )812(17 27) 0 v1 2_3
ja u(1 - a)
[l Y ¥k Sl
& 62 +(b-1) 5 0
& ba+(b—-1)(1—a)=0
& b=1-a.

Durch die Wahl von b = 1 — « ist die Bedingung (K1) erfiillt. Also ldsst die Mooney-Energie
unter der Nebenbedingung der Inkompressibilitit APS-Verformungen zu.

Die Monney-Rivlin-Energie kann, so wie sie bis jetzt behandelt wurde, nur fiir die Beschrei-
bung von inkompressiblen Materialien verwendet werden. Um Volumen&nderungen bewerten zu
konnen, soll noch ein Term h([3) hinzugefiigt werden. Zusétzlich werden die vorherigen Terme
durch die Einfiihrung von

T ¢
==, L== (7.2)
I3 I3

von der Volumendnderung getrennt. Eine mogliche kompressible Erweiterung lautet also

W(F) = % <a(1113‘é ) (1) (LI — 3)) +h(I3), O<a<l. (7.3)
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Die Bedingung (K2) fiir die kompressible Mooney-Rivlin-Energie lautet

PW PW W FW W 10w
; 1 _ =0 VL1 =L>3.I3=1
_4 - -3 - -3
. _?133_WI33_MI33:0 VI =1
- —2a—4(1-a)—3(l—a)=0
- Sa=17T.

a= % > 1 widerspricht der Definition von a mit 0 < « < 1. Daher ist die Mooney-Rivlin-Energie
im kompressiblen Fall nicht APS-zulassig.

7.2 Neo-Hooke-Energie
Die inkompressible Neo-Hooke-Energie ist als

w(F) =2 —3) (7.4)

N =

bekannt und kann direkt aus der Mooney-Rivlin-Energie durch o = 1 erhalten werden. Auch
die kompressilbe Erweiterung

W(F) = (11~ 3) + h(ly) (7.5)

kann durch o = 1 aus der Mooney-Rivlin-Energie abgeleitet werden. Deswegen kénnen wir
direkt schlieflen, dass die Neo-Hooke-Energie APS-konvex ist und Bedingung (K1) aber nicht
die Bedingung (K2) erfiillt.

Betrachten wir nun den verallgemeinerten Energietyp
—~ _1
W(F)=W (.71[3 5 — 3) + h(I3) (7.6)

mit einer konvexen skalaren Funktion /V[7(x) mit globalem Minimum im Ursprung. Da im APS-
Fall

I 3+ ~2
,1;_3: +1’Y -
I3

3=~2 (7.7)

gilt, ist die Energie demnach APS-konvex. Wir wollen die Energie in (K1) und (K2) einsetzen

—~ _1 _1
VWL 2 —=3)[;2 =0 VL >3,I;=1 (K1)
= b/W’(J:)zo Vo >0,
—~ 2~ 1 4 1 1 _4
W' (x)I; * + W' (z)h <—3 3 3> I+ W (z) <—313 3) =0 Ve>0,I3=1 (K2)
— 1~
& W' (x) — = (x + 3)W"(z) §W’(x) =0 Vo >0
o aW'(z)+ W' (z)=0 Vz>0

(K1) kann durch b = 0 fiir jedes W(Il) erfiillt werden, aber (K2) wird nur von Energien W
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erfiillt werden, welche obige Differentialgleichung erfiillen. Die Trennung der Variablen liefert

W) _ 1
W) @
/Al dW’:—/ldX
W' (x) x
& In(W'(z)) = —In(z) + ¢
—~ c1
W'(z) = —
= () =2
= W(z) = cilog(x) +c2.
Ein Energiefunktional vom Typ
_1
W (F) = c; log (1'113 - 3) + h(I3) (7.8)

ist APS-zulissig, jedoch aufgrund des Logarithmus nicht APS-konvex. Das Energiefunktional ist
nicht physikalisch sinnvoll, da es bei F' = 1 eine Singularitéit hat.

7.3 Blatz-Ko-Energie

Die spezielle Blatz-Ko-Energie aus Horgan [8, eq. (2.3)] mit den Konstanten f = 1 und v = %

4
lautet

I 2
WEFE)==|L+—-5 7.9
(F) =4 (= 5) (79)
und ist eine zweite Moglichkeit, die Neo-Hooke-Energie fiir den kompressiblen Fall zu erweitern,
da sich die Blatz-Ko-Energie fiir inkompressible Verformungen zur inkompressiblen Neo-Hook-
Energie vereinfacht. Durch (3.8) lasst sich

2
W(F)|aps = g <3 +7 + Vil 5) = g% (7.10)

bilden. Offensichtlich ist auch die Blatz-Ko-Energie APS-Konvex. Die Bedingung (K1) erfiillt
sie aufgrund der Unabhéngigkeit von I

ow ow

b— (11,15, 1 b—1)—(I1,15,1I3) =0 V1 =1,>3,I3=1

8[1(1’ 2,13) + ( )812(1’ 2,13) 1=1>>3,13
& bE+(b-1)-0=0

durch b = 0 in trivialer Weise. Auch die letzte Bedingung von Knowles

PW . PW  PW W W 10w
I -1 AL Y R N
oz T lanan T anen T VoL Y anan 200 1=4229 13
& 0=0

wird, da %41/ = const. ist in trivialer Weise erfiillt. Damit ist die Blatz-Ko-Energie eine Energie
die APS-Verformungen sowohl fiir den inkompressiblen Fall wie auch den kompressiblen Fall
zuldsst. Diese Energie wurde schon von Knowles [10] als einziges Beispiel fiir eine Energie,
welche im kompressiblen Fall APS-zuléissig ist, genannt.
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7.4 Mihai-Neftf-Energie

Als weiteres Beispiel betrachten wir ein Energiefunktional aus Mihai und Neff [12, eq. (4.13)],
dass nicht Rang-1-konvex ist

i 2
W (F) = g (11 75 - 3) v % (I — 3)2 + g (13% . 1) (7.11)
mit Materialkonstanten p, i und x > 0.

Durch (3.8) ldsst sich

. . 5
W(F)laps =5 (B+9) 173 =3) + L+ =32+ 5 (15 -1) =L4*+ 542 (r12)
bestimmen. Die Funktion ist konvex und monoton in +2 mit globalem Minimum bei v = 0.
Durch die Verkettung von 42 = o? + 2 ist die Funktion konvex in o, und somit ist auch
dieses Energiefunktional APS-konvex.

Um die beiden anderen Bedingung von Knowles iiberpriifen zu kénnen, bilden wir

oW i
S Inl) =517 + 51 =3).

\]

Die Bedingung (K1) erfiillt die Mihai-Neff-Energie wieder aufgrund der Unabhéngigkeit von Iy

ow ow
— (11, I, I — 1) — (1,1, 13) = [ =1>3. 1I,=1
bah(la 2,13) + (b )812(1’ 2,13) =0 VI =13>3,13
ow
o b (I, I3) + (b—1)-0=0
ol

durch b = 0 in trivialer Weise. Also lisst die Energie unter der Nebenbedingung der Inkompres-
sibilitit APS-Verformungen zu. Die letzte Bedingung (K2) lautet

PW PW W PW  PW 10w
I L1 — -0 VL =L>3,I3=1
o1, onon T onLol +(h )0122 tonLol; 20 L= i2="1
f po—3
L _Prs -
& 2+0 G 13 +0=0
& 3p=p.

Ein Material, dass diese Beziehung erfiillt, wiirde also sogar APS-Verformungen fiir den allge-
meinen kompressiblen Fall zulassen. Da aber iiber die Materialkonstanten nichts bekannt ist,
stellen sich in der Regel keine APS-Verformungen ein.

7.5 Knowles-Energie

Eine weiteres von Knowles aufgestelltes Energiefunktional, d&hnlich zu vorherigem Beispiel ist
(e (s =9)] ) g (st )
W(F)=—1|1+—- (L1 — -1 — (I32 =1 1
)= g ([1+ 2 (nas=5)| —1) 4 5 (1 (7.13)

mit positiven Materialkonstanten pu, k, D; und einem Exponenten n € N. Fiir den Fall n = 1
und I3 = 1 vereinfacht sich der vordere Summand des Funktional zu 4(I; — 3) und ist daher

von Neo-Hooke Gestalt. Statt wieder APS-Funktionen einzusetzen, wollen wir APS-Konvexitét
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diesmal iiber Bedingung (APS3) zeigen

d oW oW
IR I, [,1) + — (I, 5,1 >0
dR <BI1( 121+ 5)12( b )) N=I=3+R?|
d I k _1 nilk -1 ]
& = R(%n[l—i—n(hl 3—3)] ~1 3+0> >0
I1=I>=3+R2
d [ k ) n—1
il 14 =
< dR R(k[+nR] ) -0
I PR b2k
- Py ZR +R%Z(n—1) |1+ =R —R>0
k n k n n
k’ n—1 2k _1 k n—2
& [1+R2] )] [1+R2} R*>0.
n n n

Da alle Terme positiv sind, ist das gesamte Energiefunktional APS-Konvex.
Die Bedingung (K1) ist wieder durch die Unabhéngigkeit von I trivialer Weise mit b = 0 erfiillt.

Bleibt noch die Bedingung (K2) zu iiberpriifen. Dafiir kénnen wir verwenden, dass wir

oW k 1 nmho
g(I1,1I3) == 6711(]1,12,[3)2% [1+n(1113 3 —3)} I;°

schon berechnet haben. Wir kiirzen den Teil in der eckigen Klammer mit £ ab. Fiir (K2) werden

dg 1 72]{3 -1 -1
B il Al
o1, 2T UETL L
kn—1) 5 -2
:g ( )gn 2]337
ag M n72k 1 _% _% Hoen—1 1 _%
a1, 2T DTN (g ) B LTS (g ) s

(k=) g (D L3
—2<nf I ( 3) 3¢ I3>

benostigt. Bedingung (K2) lautet

22;‘2/ “13?;?;2 4 (,f[j?;g +(11_1>§I:Z+ ;Zg./rg —;gg 0 Y=L >3 I =1
o gfﬁg]gg:o VI >3, I3 =1
= gn2 (i”31(3—11)—;§>=0
& [1+S(11—3)]“ {1+§(1—n;1)(h—3)} =0.

Die Gleichung fiithrt schon fiir I; = 3 mit 1 = 0 zu einem Widerspruch.

Insgesamt ist die Knowles-Energie fiir den inkompressiblen Fall, nicht jedoch fiir den kompres-
siblen Fall, APS-zuldssig.
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7.6 Bazant-Energie
Wir betrachten die nicht Rang-1-konvexe Funktion
W(F)=|B-B?. (7.14)

Um wieder die Konvexitiit auf APS-Funktionen {iberpriifen zu kénnen, muss B~! aus (3.4)
berechnet werden:

1+a? af -«

Bl=| o 1+p> 8| (7.15)
-« -5 1
Daraus ergibt sich
2
—-a? —af 2a
W(F)|aps = ||| —aB —p* 26

20 28 (a®+ B?)?
= 2(a* + B* 4+ 2026% + 40® + 43?)
= 2(7* + 49?). (7.16)

Die Funktion ist konvex und monoton in 42 > 0 mit globalem Minimum bei v = 0. Durch die
Verkettung von v? = o? + 32 ist die Funktion konvex in o, und somit auch dieses Energie-
funktional APS-konvex. Um (K1) und (K2) testen zu konnen, miissen wir eine Schreibweise in
den Invarianten finden. Dafiir zerlegen wir die Energie in

IB~B7'>=(B~B"",B-B")
=BI* = (B~".B) = (B,B™") + | B7"|? (7.17)
=|B|* = (B~'B",1) - (1, BTB™") + tx(B7?).

Der Term || B|? lisst sich direkt aus den Eigenwerte bestimmen. Wir beriicksichtigen, dass B
symmetrisch und somit diagonalisierbar ist

IB|* = A + A3 + A3 = tr(B?) .
Man sieht, dass

T2 — 20 = A3+ 22 4+ A2 4+ 20000 + 20103 4 2X0)3 — 2(A1da + A3 + dads) (7.18)
=X+ A3+ 25 =8|

gilt und somit insgesamt

IB—B7Y>=||IB||> = (B~'B,1) — (1, BB~) + tr(B~?)
=17 — 20, — 6 + tr(B™?)

folgt. Wir verwenden das Cayley-Hamilton Theorem aus Antman, Marsden und Sirovich [1, eq.
(11.1.55)]

B3 — tr(B) B? + tr(Cof(B)) B — det(B)1 = 0.
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Durch Multiplikation mit B~! entstehen die Ausdriicke
B% —tr(B) B 4 tr(Cof(B))1 — det(B) B~ =0, (7.19)
B —tr(B)1 + tr(Cof(B)) B! —det(B) B2 =0. (7.20)

Um nach B~? auflésen zu kénnen, wird die erste Gleichung nach B~! aufgel6st und in die zweite
Gleichung eingesetzt

tr(Cof(B))

B—tr(B)1+ ToL(B)

[B? — t1(B) B + tr(Cof(B)) 1] = det(B) B~2.

Durch Einsetzen der Invarianten (2.8) erhalten wir den Ausdruck

I 1
B?2=2[B - LB+ L1+ —[B-1L1]. (7.21)
I2 I3
Daraus lisst sich nun der gesuchte Ausdruck
_ I LI I2 1 I
tr(B™?) = = tr(B?) — =~ tr(B) + 2 tr(1) + — tr(B) — = tr(1
(B = r(B%) — 5t x(B) 5 (1) + 1 wx(B) - L or(a)
L, 2L, 12 n, L 2 _L
— 22— L2324 L3l 2 _o”t 7.22
I§( - 2h) 2R ' 20°n (722)

bilden. Damit kann die Bazant-Energie in den Invarianten von B ausgedriickt werden

L\? I
W, I, I3) =T+ [ 2) —2(F+1L+3). (7.23)
I3 I3
Um die Bedingungen (K1) und (K2) iiberpriifen zu kénnen, werden die beiden Ableitungen
ow 2 ow I
— =21 — — — =25-2 7.24
oL, 'L o I3 (7.24)

bendtigt. Damit kann nun die Bedingung (K1) iiberpriift werden

1514 oW
b— (11,15, 1 b—1)—([1,15,1I3) =0 VI =1,>3,I3=1
8[1(1’ 2,13) + ( )812(1’ 2,13) 1 229,13
& b(2I —2)+ (b—1) (2L, —2)=0 VI, =1, >3
= b+b—-1=0
1
b=—-.
< 2

Dadurch erfiillt die Bazant-Energie (K1) und ist somit schon fiir den inkompressiblen Fall APS-
zuléissig.

Bleibt noch fiir den kompressiblen Fall Bedingung (K2) zu iiberpriifen

0*wW 0*wW 0*wW *wW  OPW 10W

I -1 1
o2 Y aren T onen T\ Vo5 T aneh 200

=0 VL1 =1>3, I3=1

& 2+0+12§+(11—1)12§—41{§—;<22—2>:0 V=L >3, I3=1
& 242420 —2—4L -1 +1=0
& 30, +3=0
& L=1.

Die Bedingung kann fiir kein I; > 3 erfiillt werden und somit ist die Bazant-Energie im kom-
pressiblen Fall nicht APS-zulassig.
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7.7 Ciarlet-Energie
Energiefunktionale vom Typ
C1 2 C2 2
W(F) = 5 | E'||* + 5 ||Cof F||* + h(det(F)) (7.25)

mit einer skalaren konvexen monotonen Funktion h und zwei positiven Konstanten c; , co sind

direkt nach Konstruktion polykonvex. Aus Lemma (4.5) wissen wir somit direkt, dass solche

Energien auch APS-konvex sind. Die Darstellung in den Invarianten lautet durch (2.12)-(2.14)
C1

W(F) =3I+ %2 I + h(I3?). (7.26)

Analog zur Mooney-Rivlin-Energie ist die Bedingung (K1) immer erfiillt. Bedingung (K2) lautet

PW W W W W 10w
I -1 LWy vn—n >3 =1
o T lanan Tanen T T Vanr Y anen 200 1=5 29,10
c2
& 0 1 =0
54 co=0.

Damit ist die Ciarlet-Energie fiir den Fall ¢co = 0 APS-zuléissig und hat die Form
C1 1
W(F) = 5[1+h([32). (727)
Wie auch schon die Blatz-Ko-Energie ist die APS-zuldssige Ciarlet-Energie unabhéngig von Is.

Wir suchen deswegen noch weiter nach einer APS-zulissigen Energie, die auch von I abhéngig
ist.

7.8 Saint-Venant-Kirchhoff Energie

Wir betrachten die nicht Rang-1-konvexe Funktion

A
W(F) = % IC =P + 5 tr(C - 1), (7.28)
Aus (3.5) bilden wir
a®> af «o
C-1=|ag B 5
a [ 0

Daraus lassen sich direkt tr(C' — 1)2 und ||C — 1]|? bestimmen

tr(C —1)2 = (o> + 532 =~* (7.29)
||C—]].||2 :a4+a252+a2+a262+ﬁ4+a2+ﬁ2
= (® 4 %)% 4+ 2(a® + 3?)
=+ 242, (7.30)

Insgesamt ergibt sich

1
W(F)laps = g+ N7+ 57
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Die Funktion ist konvex und monoton in 42 > 0 mit globalem Minimum bei v = 0. Durch die
Verkettung von 72 = o? + 32 ist die Funktion konvex in o, 3 und somit auch dieses Energie-
funktional APS-konvex.

Um die beiden anderen Bedingungen (K1) und (K2) iiberpriifen zu koénnen, miissen wir die
SVK-Energie in Invarianten von B ausdriicken. Als erster Schritt sollen die Terme erstmal in
Abhéngigkeit von B ausgedriickt werden. Aus der Polarzerlegung (2.7) wissen wir

r(B) =te(C), [BI* =][C|*. (7.31)
Die einzelnen Terme der SVK-Energie sind deswegen durch
IC —1|* =(C -1, - 1) = |C|* + 2 tx(C) + |1,
tr(C — 1)% = tr(C)? + 2 tr(C) tr(1) + tr(1)?

fir B oder C' identisch. Wir fassen also die SVK-Energie auf als
_ K 2 A 2
W(F) = 1 |B—1|“+ 3 tr(B —1)“. (7.32)

Wir wollen im néchsten Schritt (7.32) nun in den Invarianten (2.8) von B ausdriicken. Dabei
brauchen wir wieder nur die beiden Terme (7.31) in den Invarianten ausdriicken. Es gilt direkt

tI‘(B) = Il .
Fiir || B||? beriicksichtigen wir, dass B symmetrisch und somit diagonalisierbar ist:
IBII> = M + X3+ A3,
Man sieht durch explizites Ausmultiplizieren, dass

T2 — 20 = A3 4+ 22 4+ A2 4 20000 + 20103 4 2X0)3 — 2(A1da + A3 + dads)
=M+ 23+ 23 =B (7.33)
gilt. Die einzelnen Terme der SVK-Energie (7.31) lauten in den Invarianten ausgedriickt
tr(B—1)% = (tr(B) — tr(1))? = (I; — 3)?
1B —1)|* =||BII* — 2¢x(B) + |[1||* = I} — 2I> — 211 + 3.

Die Saint Venant-Kirchhoff-Energie in den Invarianten von B geschrieben lautet also

W (I, I») = % (I2 — 2L — 21, + 3) + %(11 —3)2 (7.34)
_ (’i+g> (11—3)2+g(211—12—3).
Um (K1) zu iiberpriifen, bestimmen wir die partiellen Ableitungen nach I; und I
22/(11, L) = <§ + i) (I =3)+pl, (7.35)
?Z(Il,fg) - —g. (7.36)

Die Ableitung ‘gTV[ll hiangt von I; ab, wiahrend g% unabhéngig von I; ist. Also kann (K1)

191%% oW
_ - = \vi = >
b I (Il,fg) + (b 1) I (Il,IQ) 0 I I 3

nicht erfiillt werden. Bei der SVK-Energie stellen sich also im allgemeinen keine APS-Verformungen
ein.
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7.9 Fourth-order incompresible elasticity

Die Fourth-order-Energie fiir inkompressible Materialien lautet

W(F) = p tr(E?) + % tr(E®) + D tr(E*)?, E = % (C—1)

mit positiven Materialkonstanten u, A, D . Durch (3.5) lisst sich E' berechnen

Weiter lauten

o’ af «

1 1
E=5(C-1)=5as B> 6
a [ 0

atta?f+a? aPf+afdtaf o +ap?
Ezzi Bp+af+af P2+ p1+ 52 P8+
a? + af? o?B+ B3 o? + 32
E3 = af 420182 + 204 + o28% + 20282,
B39 = a*B? +20%8* + 20287 + 5 + 2%,
33 = o + 2a28% + 3*.

Daraus ergeben sich die einzelnen Terme als

1
tr(E?) = 1 (a4 + 20232 +2a% + B + 252)
I VRN

1
te(E7) = 2 (o + 307 + 30 + 3a%4" + 60”57 + 5° + 35)
_ 1 6 3 4
()2 = (St 4 22
4 2
sl
16 "1

1
6, L 4
7+4’Y-

Die gesamte Energiefunktion fiir APS-Funktionen lautet nun

D A D 3A D
(F)|APS:’Y8+< >76+(“++)v4+“72-

16 611 4 16 @ 4 2

(7.37)

Die APS-Konvexitét ist fiir alle p, A, D, > 0 erfiillt. Wir wollen annehmen, dass es Materialien
gibt, fiir die das Energiefunktional APS-konvex ist.

Als néchstes wollen wir uns die Bedingung (K1) anschauen und miissen dafiir wieder, wie auch
schon bei der SVK-Energie, das Funktional in den Invarianten von B ausdriicken. Den ersten
Term koénnen wir aufgrund der Symmetrie von E umschreiben zu

tr(E%) = (B%,1) = (E,E") = (E,E) = | E|” = i I —1*.

(7.38)

Diesen Term kennen wir schon aus dem letzten Beispiel der SVK-Energie und die Darstellung
in den Invarianten von B lautet

1
tr(E?) = 1 |B—1|* =~ (I? — 21, — 21, + 3).

| =
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Auch den dritten Teil konnen wir so direkt hinschreiben

1 2

tr(E?)? = <4 (I? —2I, — 21, + 3))
_1
-~ 16

Also bleibt nur noch der mittlere Teil tr(£3). Dafiir wollen wir uns zunichst iiberlegen, wie wir
tr(B?) in den Invarianten ausdriicken konnen. Aus der Diagonalisierbarkeit von B wissen wir

tr(B?) = A3 + A3 + A3

(If — A} — ATy 4 1017 — 81115 + 413 — 1211 — 121, + 9).

Um dieses Polynom in den Invarianten ausdriicken zu koénnen, starten wir bei allen Kombina-
tionen aus Invarianten die zu Termen dritter Ordnung in den Eigenwerten fiithren

I3 = MA2)s,
NIy = (A4 Ao+ A3) (A A2 4+ A Az 4 Aodz)
= Mg 4+ A3+ A3+ M35 4+ A3+ A3 + 30\,
L=+ A+ A3)°
= A3 A3 A3 F 30300 + 3033+ 3A3A1 + 3A33 + 3A3A1 + 3A3 N + 6A1 0003

Demnach gilt

tr(B3) = I} — 3111, + 315 (7.39)
Zuriick zu
tr(E%) = % tr((C —1)%) = é tx(C® — 3C% +3C — 1)
_ % (62(C?) — 3t2(C2) + 3t(C) — tr(1))
1
=3 (tr(C?) = 3||C||* + 3tx(C) — 3) .

Wir konnen wieder C durch B ersetzen und erhalten

tr(E%) = = (tr(B*) — 3||B||* + 3tx(B) — 3)

0| — ool

(I = 8L Is + 313 — 3(17 — 2I,) + 31, — 3)

1
-8
Damit kénnen wir nun das gesamte Funktional in den Invarianten von B ausdriicken

(I$ — 31§ — 31115 + 311 + 61, + 313 — 3) .

A
W (I, Is, I3) = p tr(E?) + 3 tr(E®) + D tr(E?)?

1 A1l
=ny (I? —2I) — 21, + 3) + 53 (I} — 317 — 311> + 311 + 615 + 313 — 3) (7.40)
1
+D 35 (I} — A} — ATy 4 1017 — 81115 + 413 — 1211 — 121, + 9) .
Die benétigten Ableitungen um (K1) zu iiberpriifen lauten
ow 3A D
a—h(fl,fg) = g(h — 1)+ E(112 -2 — L +1)+ Z(If’ —3I% — 2011 — 2, — 3)
ow un o 3A D, ,
— (I, L) =S4+ (- +2) + =% -2I, + 21, - 3).
312(17 2) 2+16( 1+)+4(1 1+20—3)

Ein Blick auf die unterschiedlich hohen Exponenten von ‘37”1/ und ‘37”1/ liefert, dass (K1) nicht

erfiillbar ist und die Fourth-order-Energie nicht APS-zuléssig ist.
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7.10 Hencky-Energie

Eine besonders bedeutende Energie der nichtlinearen Elastizitéitstheorie ist die quadratische
Hencky-Energie

Wi(F) = | dev(iog V)| + 5 (tr(log V))? (7.41)
und die sogenannte exp-Hencky-Energie aus Neff, Ghiba und Lankeit [15, eq. (1.1)]

Won(F) = H k|l dev(log V)2 + f k(tr(log V))? (7.42)
k 2k

Fiir beide Energien ist es nicht so einfach mdoglich, direkt eine Darstellung in den Invarianten

aufzuschreiben. Deswegen werden wir die APS-Konvexitét und die Bedingungen (K1) und (K2)

iiber eine Darstellung in den Eigenwerten von B priifen.?!

Der Term
| dev(X) | = X ~ 3 r(X)a?
= X7 - 2 ) 4+ T g2
= X 5 (r(X))? (7.43)
liefert uns die Darstellung
W (F) = %” log B|)? + (g - %) (tr(log B))? , (7.44)
W (F) = %eg(nlogB\PJrgtr(logB)) n %eg(tr(logmﬂ (7.45)

Desweiteren verwenden wir, dass aus der Diagonalisierbarkeit von B
log B = Qlog(Dp) Q*
gilt und daraus folgt
tr(log B) = log A1 + log A2 + log A3 = log(A1 A2 A3) = log(det B) . (7.46)

Da bei inkompressiblen Verformungen wie der APS-Verformung det(B) = 1 gilt, vereinfachen
sich beide Energien zu

Wit (F)imi = 108 BII (7.47)
W P EegB|2 | K
e F m - ~ . 4
WH( )| k k:64 +2k; (7 8)
Mit
3
Ilog BI|* =) (log \i)”
=1

ist eine Darstellung in den Eigenwerten von B gefunden.

*1Die Darstellung in B ist direkt aus log(V) = log ((V2)1/2> = 1 log(B) gegeben.
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7.10.1 APS-Konvexitiat

Die Eigenwerte von B wurden im einleitenden Kapitel iiber APS-Funktionen berechnet, sie

lauten
1
A=5Q2+7 +V? +4),
1
A=A, )\QZX, A3 =1

Damit fassen wir die bekannte APS-Nebenbedingung
Vh=01>3, I3=1
nun durch

M=), dp= Ma=1, VA>1

X7

auf. Daraus lasst sich die Darstellung der Energie noch weiter vereinfachen

Wi (F)lars =5 (105(0° + log(§ 7+ og(1)*)

= %log(k)2
1 2
= %log <2(2+72+7\/72+4) :

Wert (F)apg = e (los)* Hog(3)* Hlos(1)?) 4

k 2k
= Hoblog(n)? L R
k 2k
2
_ Ze’;log(é(2+72+7m) +%'
2

(3.12)

(3.13)

(7.49)

Die Konvexitét soll hier anhand der beiden nachfolgenden Abbildungen veranschaulicht werden.

Die Hencky-Energie ist nur fiir kleine v = ||u(z1, x2)||? konvex.

Wr(y)|aps

Abbildung 17: Die Hencky-Energie fiir APS-Verformungen mit v = || Vu(z1, z2)|| ist nicht konvex

in v und daher nicht APS-konvex.

Dadurch kann die Hencky-Energie nicht APS-konvex sein. Hingegen ist die exp-Hencky-Energie

global konvex und monoton in 2.
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Wer (V2)| aps

Abbildung 18: Die exp-Hencky-Energie fiir APS-Verformungen mit 72 = | Vu(x1, z2)||? ist kon-
vex in 42 und daher APS-konvex.

Damit ist die exp-Hencky-Energie APS-konvex.

7.10.2 Erste Energiebedingung

Um die (exp-)Hencky-Energie auf die Bedingung (K1) zu priifen, bendtigen wir Ableitungen
nach I; und Is, ohne dabei eine Darstellung der Energien in den Invarianten zu kennen. Die
Eigenwerte und die Invarianten héngen {iber

I = M1+ A2+ Az,
Iy = MA2 + A2As + Az,
I3 = MA2Ag,
zusammen. Eine Darstellung der Eigenwerte aus den Invarianten kann nur aufwendig hinge-

schrieben werden. Dies bendtigen wir aber auch gar nicht, sondern nur die Ableitungen der
Figenwerte nach den Invarianten, damit wir

3
gz s o) Dol I 1. Y ) = ) gzvigz(h,b,fg) (7.50)
berechnen kénnen. Es gilt nach Thiel [17, eq. (2.13.32)]
gz’(h, U HE":;:XXL ij) V... L, mit N # N, Vi#j. (7.51)
Fiir den dreidimensionalen Fall lauten die Ableitungen
[ A [N -1 2N 1
ol (M —X)(A1—A3)’ Ol (M1 —XA)(A1—A3) A3 (M1 —X)(A1 —Ag)
Oy A3 [ —A2 Ory 1
ol (A2 —XA)(A2—A3)”’ L (A2 —XA)(A2 —A3)’ I3 (A2 —A)(A2—A3)’
O3 ¥ O\ X3 X3 1

oL M= )A3—X)’ 9L (M3—A)(A3— )’ Az (M= )A3—A)

Wir wollen uns die Rechnungen vereinfachen, da immer ein Term tr(log B) = log(det B) vor-
kommt, welcher nachher beim APS-Einsetzen wegfillt. Deswegen gilt
oW 0

—7— (A1, Az, )\3)] = [ (log(A1)? + log(X2)? + log(A3)?) .
[ oIy, APS oI 4 A=\ =1 Az=1
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Durch explizites Einsetzen und Vereinfachen erkennt man, dass

151%%
a2 03) = LElog(\)

AL Ao, A 7.52
011( s 2 1, A2 3)} (7.52)

APS

A (‘)W(
X —1 |9

gilt. Die Bedingung (K1) lautet durch (7.49) in den Eigenwerten ausgedriickt

ow 1 ow
FbeR: b (L )+ (0= 1) Gy 1)

=0 YA>1. K1

Fiir die Hencky-Energie ist (K1) durch b = % erfiillt.
Bei der exp-Hencky-Energie gehen wir analog vor. Es gilt durch APS die Vereinfachung

OWel (3 g, 23) [ 0 “e’z<log<h>2+log<xz>2+1ogu3>2>]
Ol aps  LOIK M=A =1 As=1
- [elz(log()\l)2+10g(>\2)2+10g()\3)2) ( 0 = (1og()\1) +log()\2)2+log(>\3)2)):|
Ol 4 A=A Ae=1 As=1
_ B Elog(n)? [aWH( }
= Jez2 )\17 AQ, )\3)
k oI APS

Daraus folgt wieder

oW, oW,
[ H()\la)‘Qa)\3)] = [ H()\17)\27)‘3)]
APS APS

und somit erfiillt auch die exp-Hencky-Energie die Bedingung (K1) mit b = %

Beide Energien sind somit fiir die inkompressible Betrachtung APS-zuléssig.

7.10.3 Zweite Energiebedingung

Um die zweite Bedingung (K2) iiberpriifen zu kénnen, werden Ableitungen nach den Invarianten
zweiter Ordnung bendétigt. Die Rechnungen lassen sich &hnlich wie bei der ersten Energiebedin-
gung durch geschicktes Identifizieren wegfallender Terme vereinfachen. Trotzdem bleiben die
Rechnungen per Hand aufwendig und sollen deswegen hier iibersprungen werden. Gegeben sind

KR
Wi (A A2, o) = 5 E (log(M\)? + log(A2)? + log(A3)2) + (% v g) (log(Mdeds))?,  (7.53)
WeH(Ala)\27A3) % %((log()\l)2+10g()\2)2+10g(>\3)2)+%(10g()\1)\2>\3))2) + %e%(log(/\y\z)\g))2 ) (754)

Die Gleichung (K2) mit (7.49) in den Eigenwerten ausgedriickt lautet

02w W PW oW W 10w
o7 TR Ngran Fanarn T et DGt anar ~2an
(K2)

fir )\1:)\, )\2: )\3:1, V)\Zl

1
A )
Fiir die Hencky-Energie lautet (K2) soweit vereinfacht wie méglich

3u A
1 log(/\)>\2_1 0, vi>1
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Diese Beziehung kann aber nur fiir A = 1 erfiillt werden.?? Damit ist die Hencky-Energie in der
kompressiblen Theorie nicht APS-zuldssig.

Fiir die exp-Hencky-Energie lautet (K2) soweit vereinfacht wie moglich

A —
A2 -1

%"e%k’gw log(\) 0, VA>1.

Diese Beziehung kann auch wieder nur fiir A = 1 erfiillt werden. Damit ist die exp-Hencky-
Energie in der kompressiblen Theorie nicht APS-zuléssig.

7.11 Zug-Druck-Symmetrie

Wir konnten nun schon bei mehreren Energien die Bedingung (K1) durch b = % erfiillen. Es

stellt sich die Vermutung, dass ein Zusammenhang zwischen (K1) mit b = % und der sogenannten
Zug-Druck-Symmetrie

W(F)=W(F™" (7.55)

existiert, welche sowohl die Bazant-Energie wie auch die (exp)-Henky-Energie?? erfiillen. Dafiir
wollen wir uns zunéchst ein weiteres Beispiel konstruieren. Betrachten wir den polykonvexen?*
Term

_FP
WF) = elE)

Zusitzlich wollen wir aus polykonvexen Term ||F||* eine Zug-Druck-symmetrische Energie kon-
struieren, indem wir die Shield-Transformation verwenden

W*(F) = det(F)W(F™1), (7.56)

die besagt, dass W*(F') polykonvex ist, wenn das urspriingliche W (F') polykonvex ist, siche
dafiir Carroll und Rooney [3]. Starten wir also bei

WE) =|IFIP = W(FT) =det(®)[|F°.

Damit kann der Ausdruck W (F) = det(F)||F~!|*> mit der Shield-Transformation aus dem
polykonvexen Term ||F||* produziert werden und ist somit auch polykonvex.
Unser Energiefunktional soll

[ralli
det(F)

W(F) = + det(F) |F~1? (7.57)

lauten und den Namen Martin-Neff-Energie bekommen. Durch Konstruktion ist sie isotrop,
polykonvex und aus der Beziehung det(F') = W auch Zug-Druck-symmetrisch. Aus der
Polykonvexitét folgt direkt die APS-Konvexitéit und wir wollen direkt (K1) zeigen.

Um eine Darstellung in den Invarianten zu finden, wollen wir

|F||> = (F,F) = (FFT,1) = tr(B), (7.58)
IFY? =(F L F Y =(F1TFT 1) =tr(B™Y (7.59)

2\ =1fiihrtezuy =0 = wu(z1,x2) = const.

23Bei der Bazant-Energie folgt dies aus der Symmetrie in B und B~!, bei der (exp)-Henky-Energie ist dafiir
die Beziehung log(A™1)? = (—log()\))? = log(\)? verantwortlich.

%Der Term ist polykonvex, da die Funktion (z,y) — % konvex fiir z € R,y > 0 ist.
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verwenden. Damit lassen sich direkt alle bis auf einen Term in den Invarianten ausdriicken

3

I? 3 1,2
I3

Der letzte Term tr(B~!) lautet % und wird im Folgenden noch als I{ eingefiihrt und hergeleitet.
Die Darstellung in den Invarianten lautet nun

W (I, Iz, 1I3) = I—? 715’ 7.60
(17273) I3+I3' (')

Die beiden benétigten Ableitungen lauten

19144 3 /I oW 3V
7(1—17]27[3):7 717 (1-17[27[3):2\§—f'

.61
ol 2V I3 0l (7.61)

Fiir den APS-Fall (I; = I»,I3 = 1) sind beide Ableitung identisch und Bedingung (K1) ist

wieder durch b = % erfiillt und diese Energie ist somit APS-zuléssig fiir den inkompressiblen

Fall. Es soll auch gleich (K2) iiberpriift werden.

W PW W W W 1OW
I L—1 2P g, VL =L>3,13=1
o2 T hanen Tanan T\ Vo7 Yonan “aan 0 VhTRz3b
3 3 /L 3 3vEh 3L
| Y = ) _2V2 V2 g W =L>3,3=1
4T 15 4\ 13 ( )4\/7113 212 4 Iy P=i2="
3/ 1 L—1
& e -+ 2T - T ) =0
4(@ Vi o ﬁ)

& —3y/1, =0.

Damit ist (K2) nicht erfiillt und unsere Energie in der kompressiblen Elastizitétstheorie nicht
APS-zuléssig.

Wir benennen
IL=0L(B™), IL=5L(B™"), IL=I3(B"

und konnen diese direkt iiber die Invarianten von B ausdriicken.
det(B) =

det(B) ~ det(B)
B tr(Cof (B)) I

I} =tr(B™Y) = tx( tr(det(B) B~T)

det(B) I3’ (7.62)
Ih = tr(Cof(B™1)) = tr(det(B~1) (B™Y) ™) = det(B™!) tr(BT)
. tr(B) . Il
= B = 1 (7.63)
I = det(B™1) L1 (7.64)

T det(B) I

Lemma 7.1. Ein isotropes Zug-Druck-symmetrische Energiefunktional W (F') ist in der inkom-
pressiblen Elastizititstheorie symmetrisch unter Vertauschen der beiden Invarianten 11 und Ia,
das heif$t es gilt

W, I,1) = W (L, I,,1), VI,I. (7.65)
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Beweis. Aufgrund der Isotropie lisst sich W(F') in den Invarianten von B schreiben, wir defi-
nieren

W(F)=W(hL, Iy Is), W(EFE ) =W, 1 I).

Aus der Zug-Druck-Symmetrie (7.55) folgt

Ih I 1
W(I, Iy, I3) = W(I,, I, I4) = W(=2, 22 ).
I3 I3 I3
Fiir den inkompressiblen Fall gilt I3 = 1 und daraus folgt
Ih I 1
WL, I, 1) =W (2,22, 2) =Wy, I, 1). |

111
Damit ist eine weitere hinreichende Bedingung fiir (K1) gefunden.

Satz 7.2. Fin isotropes Energiefunktional, dass in seiner Darstellung in den Invarianten die
symmetrische Beziehung

Wl I3,1) = W (I, I1, 1), VI, I eR (7.66)
erfillt, lost die Bedingung (K1) automatisch mit b = %
Beuweis. Die Bedingung (K1) mit b = 3 lautet

1 oW 1 ow

— — (1, I, I ——1)—(I1,12,I3) = L=1,>3,I35=1
28[1(1’ 2, 3)+(2 )8]—2(17 2, 3) 07 Vl 2_373
ow ow
& — (1, 12,1) = — ({1, 12,1 VhL=1,>3.
8]1( 1,42y ) 81—2( 1,42, )7 1 2 =
Damit muss folgende Aussage bewiesen werden
W(L,I,1) = W(Is, I1,1) = —aW(Il,Ig, 1) = —8W(I1,IQ, 1) VL =1,.
ol 0l
Aus der Symmetrie folgt, dass
ow ow
— (I, 15,1) = | — (11, I2,1
o1 (v = Gr |

gilt. Damit ist das Vertauschen von I; und Iy nach dem Ableiten gemeint. Fiir den APS-Fall
gilt nun

oW ow
87(11’12’1) = [61([1’[2’1)]
1 2 Ly | g,
ow ow
—(I[1,15,1) = — (I, 15,1 L1 =1,. [ |
8]1(1’ 2,1) 8[2(1’ 2,1), VI =1,
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Zug-Druck-Symmetrie

I1-I,—Symmetrie

W(l,I2,1) = W(I, I1,1)

Y

(K1) mit b = 3

ow ow

(L, I, 1) = o
(1727) 8_[2

1,11 VI =1,>3
8[1 (17 27)7 1 2 =

Abbildung 19: Schaubild fiir den Zusammenhang von Zug-Druck-Symmetrie und (K1).

7.12 Modell-Energie

Bis jetzt waren die einzigen Energien, die die Bedingung (K2) erfiillen, unabh#ngig von Is.
Wir wollen deswegen hier noch ein weiteres Energiefunktional konstruieren, welches die APS-
Konvexitidt und beide Bedingungen (K2) und (K2) erfiillt. Der einfachste Ansatz dafiir ist

W(F) = f(IL =3) +9g(I2 = 3) + h(I3) . (7.67)

Dabei sollen die drei Terme Iy — 3,15 — 3 dabei helfen, die skalaren Funktionen f,g und h
moglichst einfach zu halten.??

Die Bedingung (K2) lautet nun
f"(x)+ (z = 1)g"(z) — =¢'(z) =0, Vo >0. (7.68)

Wir zerlegen die Differentialgleichung in folgende zwei Gleichungen

(z) =4¢"(x), Ve >0, (7.69)
rg"(z) = %g'(x), Vo >0. (7.70)

Wenn man jetzt dazu noch Bedingung (K1) fiir b = % betrachtet um eine Zug-Druck-symmetrische
Energie zu konstruieren, gilt

fllx) =4 (x), Vx>0 (7.71)

2Ein physikalisch sinnvolles Energiefunktional hat bei F =1 = I; = I = 3, I3 = 1 ein globales
Minimum.
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Man erkennt, dass durch den Ansatz

f(z) = g(z) (7.72)
direkt zwei der drei Gleichungen verschwinden. Unsere Modell-Energie hat demnach die Form
W(F) = f(Ii = 3) + f(I2 = 3) + h(I3) (7.73)
und muss die Gleichung
1
zf"(z) = Qf'(a:) , Vo >0 (7.70)

erfiillen. Letztere Gleichung kann durch Trennung der Variablen gelost werden.

()

1
fl@) 2z

/
1 1

& In(f'(z)) = %ln(x) +c
& fl@) = v
= f(x):%x?’ﬂ—i—@

Die Konstante co kann weggelassen werden, da h(I3) noch nicht bestimmt ist. Unsere Modell-
Energie hat somit die Form

W(F) =1 (1= 3)% + (I = 3)?) + h(Is). (7.74)

Wir wollen das Energiefunktional derart weiter modifizieren, dass weitere physikalisch sinnvolle
Bedingungen erfiillt werden. Das Funktional soll spannungsfrei in der Referenzkonfiguration sein.
Dafiir muss

[DW (F)]p_y = 0 (7.75)
gelten. Die Darstellung von DW (F') in den Invarianten von B kennen wir schon als

104 oW oW
DW(F)=2—F +2—— (41 — B)F +2I;—F~ T, )
W(F) o, bt 812( 1 JF + oL, (5.58)

Die Auswertung von (7.75) liefert die Gleichung

2= 1 +2——(31 — 1)1 + 2y

. { oW oW ]
oh Ol O3 | —1,—3, 1,1

W
& 0= [aw + 28 + aw} . (7.76)
ol Ol = OI3 | _j,_3 1,1
Das Einsetzen unserer Modell-Energie liefert
3c1 1 1 /
0= 7([1 — 3)2 +3Cl(12 — 3)2 + h (13)
2 L=I>=3,I3=1
& 0="nr(1). (7.77)
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Damit sind wir bei der Wahl von h(I3) noch nicht sonderlich eingeschréinkt. Ein moglicher Term,
der auch schon bei anderen Energiefunktionalen auftrat, ist

o(I3) = <13 _ 1)2 , (7.78)

welcher schon in der Mihai-Neff- und Knowles-Energie vorkommt. Dieser Term ist konvex in
VI3 = det(F), sodass unsere Modell-Energie

1

2
W(F) = ¢ ((11 —3)% + (I — 3)%) + e (132 - 1> . e, eRY (7.79)
zusétzlich noch polykonvex ist. Insgesamt haben wir eine Modell-Energie konstruiert, welche

e in nichttrivialer Weise von allen drei Invarianten I; , I> und I3 abhéngt,
e polykonvex und daher insbesondere auch APS-konvex ist,

die Bedingung (K1) mit b = § 16st,

zusétzlich auch (K2) erfiillt und deswegen APS-zuléssig ist,

spannungsfrei in der Referenzkonfiguration F' = 1 ist.

Eine weitere wichtige physikalische Eigenschaft ist die, dass sich das Energiefunktional fiir klei-
ne Verformungen so verhélt, wie von der linearen Elastizitdtstheorie vorhergesagt wird. Der
Exponent % erfiillt dies jeodch nicht.

Wir wollen noch einen zweiten Versuch starten, indem wir die schon bekannte Mooney-Rivlin-
Energie fiir den kompressiblen Fall zu

2
3

W(F) = f(IL, ® = 3) + g(LaI; * —3) + h(ls) (7.80)

verallgemeinern.?S Es soll wieder Zug-Druck-Symmetrie gelten und deswegen der Ansatz
_1 _2
W(F) = f(Ill3* =3) + f(laly * = 3) + h(I3) (7.81)

gewihlt werden. Die ersten Ableitungen nach I; und I lauten

oW 1 1
W - (782
oW 1 2
L, f(Lly® = 3)I5° (7.83)

Damit soll jetzt direkt (K2) aufgestellt werden. Wir fithren im APS-Fall

_1 _1
13:.[1[33—3212133—3

26Die Verallgemeinerung der Neo-Hooke-Energie ohne ein g(z) = 0 wurde schon gemacht.
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ein und die Bedingung (K2) lautet dann

EW  PW W PW  BW 1w
I N L A N
o T lanan Y onon T Vo5 Tanan 2o 0 VhiTlz3 b

o r@ntron (50 5 re (<3t ) -2

-1 _2
3

2 _5 _2 2 5 1
+f" (@)1 (‘313 ) I+ () (‘313 > — (LI =3 =0 Ve20.15=

= 7@ = T @ 3) @) — 3@ + @+ D))
2 " 2 ’ 1 / _
—g(x+3)f (x)—gf(x)—i (x)=0 Vx>0
& Sf@=0 Va0
VAN fl@)=c.

Also kann mit Ansatz (7.80) kein Funktional aufler der konstanten Losung f(z) = ¢; gefunden
werden, welches die Bedingung (K2) erfiillt.
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8 Diskussion

In dieser Arbeit konnten die beiden von Knowles aufgestellten Bedingungen (K1) und (K2) aus
den Euler-Lagrange-Gleichungen des Energiefunktionals W (F') hergeleitet werden. Dabei wurde
der Zeitpunkt erldutert, ab wann APS-Verformungen eingesetzt werden miissen (vor oder nach
der Minimierung), um Bedingungen fiir die APS-Zuléssigkeit zu erhalten. Dieses Verstidndnis
hilft, den Unterschied zwischen Knowles (Vorwirts-Minimierung) und Gaos (Riickwerts-
Minimierung) Arbeiten zu verstehen.

Die geforderte Elliptizidtsbedingung bei Knowles [10, eq. (19)] konnte durch die neu eingefiihrte
APS-Konvexitét identifiziert werden und somit in einen Zusammenhang mit den Begriffen der
Polykonvexitdt und Rang-1-Konvexitéit gesetzt werden. Da letztere Bedingung aus mathemati-
scher Sicht wiinschenswert ist, schrinkt die APS-Konvexitit die Klasse der Energiefunktionale
nicht weiter ein. Das Priifen von Energiefunktionale auf APS-Konvexitét ldsst erkennen, dass
auch wichtige Funktionale, welche nicht Rang-1-konvex sind, die Bedingung der APS-Konvexitét
erfiillen.

Zusitzlich wurde aufgezeigt, dass (K1) wider Erwarten von fast allen Energiefunktionalen erfiillt
wird und es konnte bewiesen werden, dass dies aus der physikalische sinnvollen Zug-Druck-
Symmetrie impliziert wird.

Die Verallgemeinerung auf die kompressiblen APS-Zuléssigkeit (K2) scheint fiir die nichtlineare
Elastizitdtstheorie eine meist nicht erfiillbare Forderung zu sein. Es gibt keine bekannte Energie,
welche von I abhéngig ist und die Bedingung (K2) erfiillt. Es kann vermutet werden, dass
es kein von I, abhiingiges Energiefunktional gibt, welches physikalisch sinnvolle Bedingungen?®”
erfiillt und APS-zuléssig ist.

27Zug-Druck-Symmetrie, spannungsfreie Referenzkonfiguration und Konsistenz zur linearen Theorie.
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