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Differentialgleichungen

Bei der Modellierung technischer und naturwissenschaftlicher Problemstellungen
sind Differentialgleichungen unverzichtbare Hilfsmittel. In der Physik und Me-
chanik lassen sich einfache Bewegungsvorginge mit sogenannten gewShnlichen
Differentialgleichungen, deren Lo&sungen reelle Funktionen mit einer reellen
Veridnderlichen sind, beschreiben. Kompliziertere physikalische Vorginge wie z.B.
die Stromung von Fliissigkeiten oder die Wirmeausbreitung im Raum lassen
sich mit sogenannten partiellen Differentialgleichungen modellieren. Die Lésungen
dieser Differentialgleichungen sind reellwertige Funktionen mit mehreren reellen
Verinderlichen. Im Folgenden wird eine ganze Reihe von gewGhnlichen und parti-
ellen Differentialgleichungstypen behandelt, die einerseits bei den Modellierungen
in Naturwissenschaft und Technik Verwendung finden, aber andererseits noch von
so einfacher Struktur sind, dafl analytische Lésungsverfahren existieren. Obwohl in
der heutigen wissenschaftlichen Arbeit bei der Losung von gewdhnlichen und parti-
ellen Differentialgleichungen Computer zum Einsatz kommen und dazu Software-
systeme mit schnellen Algorithmen zur Verfiigung stehen, sind die analytischen
Lésungsmethoden fiir Differentialgleichungen grundlegend fiir das Verstdndnis.
Numerische Losungsalgorithmen werden in den Kapiteln tiber Numerische Ma-
thematik behandelt.
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1 Gewohnliche Differentialgleichungen;

Einfiihrung und geometrische Betrachtungen

Die Differentialgleichungen spielen in den Anwendungen eine grundlegende Rolle,
denn durch sie werden viele Sachverhalte aus den Natur-, den Wirtschafts- und den
Ingenieurwissenschaften beschrieben oder, wie man auch sagt, modelliert. Bevor
wir hierzu eine Reihe von Beispielen bringen, sollen zuniichst zwei Definitionen

gegeben werden.
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Definition 1.1

Fine Differentialgleichung ist eine Gleichung, in der Ableitungen wvon
einer oder mehreren Funktionen auftreten, die von einer oder mehreren
Verdinderlichen abhdngen. Die gesuchten Unbekannten sind hierbei die Funk-
tionen. Eine gewohnliche Differentialgleichung fiir eine Funktion y(z) hat
die allgemeine Form

F(z,y(2),y'(z),y"(2),... .,y (&) = 0.

Bine partielle Differentialgleichung fir eine Funktion z(z,y) in zwei
unabhdingigen Verdnderlichen hat die allgemeine Form

Bz(z,y) B8z(zy) 8%z(zy) 8%z(zy) 8°z(z, 8™ z(z,
F("E!yaz(m;y): ém )7 gy )1 55:23}): 35,:(6;')1 gg&y)}--' H 6Z&my)):o

Die Ordnung der hichsten in einer Differentialgleichung auftretenden Ableitung
heifit die Ordnung der Differentialgleichung.

Definition 1.3
Fine partielle Differentialgleichung der Ordnung 2 heifft linear, wenn sie die

Form 8%z(z,y) 8% z(z,y) 82(z,y)
z{z,y z{@,y Z\z,Y
a0 —F5z - T+ Q11 Dzily + ao2 By?

0, 02@) | Bx(a,y)

o 2 By + ap z(z,y) = b(z,y)

besitzt, wobei die Koeffizienten a, = a,(z,y) und die rechte Seite b(xz,y)
gegebene Funktionen sind.

Alle anderen partiellen Differentialgleichungen heiffen nichtlinear.

Die am besten untersuchte Familie von Differentialgleichungen sind die linearen

Differentialgleichungen:

Definition 1.2
FEine gewéhnliche Differentialgleichung heifit linear, falls sie die Form

an(2) 4™ (@) + an-1(2) -y V(@) + ... + a0(z) - y(z) = b(z)

besitzt, wobei die "Koeffizienten” a,(z) und die rechte Seite b(z) gegebene
Funktionen sind.

Alle anderen gewdhnlichen Differentialgleichungen heiflen nichtlinear.

Bemerkung:

(1) Um die Schreibweise zu vereinfachen, schreiben wir in der Regel fiir die unbe-
kannte Funktion y(z) und ihre Ableitungen y'(z),y"(z)... in einer gewthnlichen
Differentialgleichung nur v, y',5" ... anstelle von y(z) und y'(z),y" (z) .... Fiir
die Ableitung nach der Zeitvariablen ¢ wird gewohnlich die Schreibweise g(t) bzw.
nur y verwendet. Auch bei den partiellen Differentialgleichungen verfahren wir

gelegentlich analog und schreiben nur z, z; oder g%, zy oder g—;,. .. fiir z(z,y),
Oz(z,y) Bz(z,y)
dz 0 By
Beispiele:
(2) y-y =z ist eine gewdhnliche, nichtlineare Differentialglei-

chung erster Ordnung.

(3) 5y’ +x? -y —sinz-y=0 ist eine gewohnliche, lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung.

(4) Z.+zy=z-y ist eine partielle, nichtlineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung,

(5) zz—z"y® 2, =0 ist eine partielle, lineare Differentialgleichung er-
ster Ordnung.

Eine Differentialgleichung 16sen heift, alle diejenigen (differenzierbaren) Funktio-
nen zu ermitteln, die, mit ihren Ableitungen eingesetzt in die Differentialgleichung,
diese identisch befriedigen.

Wir wollen nun einige Beispiele von Differentialgleichungen vorstellen, die sich aus
den Anwendungen ergeben. Fiir den Naturwissenschaftler oder den Ingenieur ist
neben dem Ldsen von Differentialgleichungen auch das Aufstellen von solchen
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eine wichtige Aufgabe. Dafiir benttigt er die Kenntnis der fiir sein Arbeitsgebiet
in Frage kommenden naturwissenschaftlichen Gesetze. Eine auf solchen Grundla-
gen aufgestellte Differentialgleichung liefert ein mathematisches Modell fiir das
physikalische, biologische oder technische Problem. Dabei wird er bei der Uber-
setzung des praktischen Problems in eine Differentialgleichung oft unwesentliche
Einfliisse vernachlissigen, um das Modell, also die Differentialgleichung, nicht zu
kompliziert werden zu lassen.

Beispiele:

(6)

(7)

Exponentielles Wachstum einer Population

Eine Bakterienpopulation befinde sich in einer Nihrfliissigkeit und habe zur Zeit
t die GroBe y(t). Bei t = 0 soll die Beobachtung des Wachstumsprozesses mit
der Anfangsgofe 3(0) = yo der Population beginnen. Ausgehend vom Zeitpunkt ¢
wird sich nach Ablauf der Zeitspanne At die Population um

Ay = y(t + At) — y(t)

Mitglieder vermehrt haben. Nun ist es sinnvoll anzunehmen, dass bei kleinen
Zeitspannen At die Vermehrung etwa proportional zu dem Bestand y(t) und zu
der Zeitspanne At ist:

Ay = a-y(t) At

mit einer Proportionalitdtskonstanten o > 0.

Wir wollen y(t) als differenzierbare Funktion annehmen, so dass sich mit Division
durch At und Grenziibergang At — 0 ergibt:

g=cy , ¥0)=yo.

Hier haben wir neben der Differentialgleichung noch eine Bedingung iiber den
Funktionswert der Losung an der Stelle ¢ = 0, eine ” Anfangsbedingung” zu
erfiillen. Dieses ” Anfangswertproblem” beschreibt das Wachstumsgesetz der
Bakterienpopulation. Im néchsten Kapitel wird klar werden, dass es genau eine
Losung y(t) besitzt, die wir hier einfach angeben; sie lautet

y(t) =yo- e
Zeitliche Verinderung der Einwohnerzahl eines Landes

Auch hier handelt es sich um ein Populationsproblem, nur soll das Modell jetzt
gegeniiber dem vorigen Beispiel verfeinert werden:

Sei y(t) die Populationsgréfie zur Zeit ¢ und At > 0 eine kleine Spanne. Ferner sei-
en G(t) bzw. T'(t) die Anzahlen der Geburten bzw. der Todesfille pro Zeiteinheit.
Uber diese Grifien machen wir die Annahmen

Git)=(a—b-y(t) y(t) , T@E)=(c+d yi)- y(t),

(8)

(9)
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wobei @ ,b ,c ,d positive Konstanten sind. Dies kann man wie folgt motivieren:
Fiir eine geringe Populationsgrofie y(¢) sind G(t) und T'(f) etwa proportional zu
y(t). Mit wachsendem y(¢) nimmt die Lebensqualitét ab, die Geburtenrate sinkt,
withrend die Todesrate steigt. Fiir die Bevilkerungszunahme (bzw. -Abnahme) in
der Zeitspanne At gilt nun

y(t+ At) —y(t) = (G(t) —T(t)) - At
= [(a—c)-y(t) — (b+d)-y*(1)] - AL,

was zu folgendem Anfangswertproblem fiihrt:
g=a-y—PF-y , y(0) =y
Dabei seien o ;= a —¢ # 0 und £ := b+ d > 0 vorausgesetzt, und yo ist die

Anfangsgrosse der Population zum Zeitpunkt ¢ = 0.

Wihrend wir es in Beispiel (6) mit einer linearen Differentialgleichung zu tun
haben, tritt in (7) eine nichtlineare, eine sogenannte Bernoullische Differenti-
algleichung auf. Das Lisen einer solchen Differentialgleichung wird im ndchsten
Kapitel behandelt. Wir geben die Lésung an:

y(@) = (c1-e * +c2)7t,

mit ¢; = 1.8 und ez = é Der Leser untersuche das Verhalten dieser Losung
Yo o« a

in Abhingigkeit von a, 8 und yo.

Radioaktiver Zerfall

Die zerfallende Menge einer radioaktiven Substanz der Gesamtmasse y(¢) in einer
kleinen Zeitspanne At ist (annéhernd) proportional zu der Masse y(t) der zur Zeit
t noch vorhandenen Substanz:

y(t + At) —y(t) = —c - y(t) - At .

Die positive Zahl ¢ ist eine Materialkonstante. Division durch At und
Grengiibergang At — 0 fithrt zu dem Anfangswertproblem

y=—c-y , y(o):y0>01

dessen Losung y(t) = yo - ™" lautet.
Bewegung im Schwerefeld der Erde

Ein Kérper der Masse m befinde sich im Schwerefeld der Erde (Masse M). Ist
s der Abstand Kérper — Erdmittelpunkt, dann gilt fiir die Anziehungskraft nach
dem Gravitationsgesetz:

M-m

52

K=-- , v = Gravitationskonstante .




6 1. Gewohnliche Differentialgleichungen; Einfiilhrung

(10)

Zur Zeit t = 0 ist sein Abstand sq. Er bewegt sich mit der Anfangsgeschwindig-
keit vp, und zwar nach oben, wenn vy positiv, und nach unten, wenn vo negativ
ist. Nach ¢ Zeiteinheiten hat er den Abstand s(t) vom Erdmittelpunkt. Luftrei-
bung werde vernachlissigt. Nach dem Newtonschen Kraftgesetz folgt daher die
Differentialgleichung zweiter Ordnung

M-m
g2

me§ = —

Sie hat viele Lésungen s(¢). Wir suchen solche, die zusitzlich zwei Anfangsbe-
dingungen erfiillen:

s(0) =350 und $(0)=wp.

Diese Aufgabe, die Differentialgleichung zusammen mit den Anfangsbedingungen
zu losen, ist ein Anfangswertproblem zweiter Ordnung. Es wird in Kapitel
4, Beispiel (4) gelost.

Vollzieht sich die gesamte Fallbewegung in der Nihe der Erdoberfliiche, dann kann
man auf der rechten Seite der Differentialgleichung s = s* = Erdradius setzen,
ohne viel falsch zu machen. Wir erhalten dann

v-M-(s*)"? =g~ 98lm- sec?,
und die Differentialgleichung vereinfacht sich zu
§=-—g.

Die Losung lautet dann: s(£) = so +vo -t — g - t°.
Schwingungen an einer Feder

Ein Massenpunkt der Masse m sei an zwei gleichen Federn zwischen zwei festen
Winden aufgehingt. Von der Schwerkraft soll abgesehen werden.

I

0 X
Gesucht ist die Auslenkung z(t) zur Zeit ¢ des Massenpunktes aus der Ruhe-
lage, wenn er durch Anstoflen in Schwingungen versetzt wird. Die elastische
Riickstellkraft der-Feder ist nach dem Hookeschen Gesetz zur Auslenkung pro-
portional:

Ri=k-xz(t)
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mit der Federkonstanten k als Proportionalitétsfaktor. Ferner ist die entstehende
Reibungskraft proportional zur Geschwindigkeit:

Ry=r-2(t),

wobei 7 der Reibungskoeffizient ist. Da R; die Auslenkung und R die Geschwin-
digkeit zu verkleinern sucht, erhalten wir fiir die Pendelbewegung nach dem New-
tonschen Kraftgesetz:

m- & = —Ry(t) — Ra(t) ,

also die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

. k ro
E=—-—'z—— 3.
m m

Auch hier kommen zwei Anfangsbedingungen hinzu, die durch Position und Ge-
schwindigkeit zu Beginn der Bewegung festgelegt sind.

Fiir den Rest dieses Kapitels wollen wir nur Differentialgleichungen erster Ordnung
betrachten, die in expliziter Form

v = f(z,y) (1)

vorliegen. Eine Differentialgleichung ist in expliziter Form, wenn die Gleichung
nach der hochsten auftretenden Ableitung aufgeldst ist.

Uber die Lésungsschar einer solchen Differentialgleichung kann man sich einen un-
gefshren geometrischen Uberblick verschaffen, indem man das Richtungsfeld der
Differentialgleichung zeichnet: In der Skizze handelt es sich um das Richtungsfeld
zu der Differentialgleichung y' = z2 + y2.
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Einem Punkt (z0,%) € R? wird durch die Differentialgleichung die Stei-
gung f(xzo,yo) zugeordnet. Diese muss die Richtung der Tangenten an alle
Lésungskurven festlegen, die durch (zg,yo) verlaufen. Zeichnet man nun in
geniigend vielen Punkten der Ebene kleine Linienelemente mit den jeweiligen Stei-
gungen, so erhilt man ein ungefihres Bild vom Verlauf der Lésungskurven, oder,
wie man auch sagt, der Integralkurven.

Zur Konstruktion von Integralkurven kann man sich des Isoklinenverfahrens bedie-
nen. Die Isoklinen einer Differentialgleichung der Form (1) sind die Hohenlinien
der Funktion f(z,y), also die Kurven in der z,y-Ebene,

die durch die Gleichungen
flz,y)=¢, ceR,

gegeben sind. In der Skizze ist es wieder die Funktion f(z,y) = 22 + 3. Zeichnet
man eine geniigend grofle Anzahl von Isoklinen und skizziert noch zwischen diesen
die Mittellinien, dann kann man durch Polygonziige, deren Ecken auf den Mittel-
linien liegen, die Losungskurven der Differentialgleichung angenihert darstellen.

Bemerkung:
(11) Es kommt vor, dass durch einen Punkt (zo,yo) mehr als eine Integralkurve hin-

durchgeht. Ist dies der Fall, so haben alle Losungskurven in diesem Punkt gleiche
Steigung. Sie miissen sich also dort beriihren oder tangential schneiden.

1. Gewohnliche Differentialgleichungen; Einfithrung 9

Beispiel:
(12) Die Differentialgleichung
y =3y
besitzt aufler der trivialen Losung y(z) = 0 die Gesamtheit der Funktionen
y(@) =(e+c)*, ceR,

als Losungen.

Die Isoklinen der obigen Differentialgleichung sind die Geraden y = const. Ins-
besondere ist die Gerade y = 0, also die z-Achse, eine Isokline und gleichzeitig
eine Integralkurve. Ferner erkennen wir, dass durch jeden Punkt der z-Achse viele
Integralkurven verlaufen.
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U1.1:

U1.2:

U1.3:

UBUNGEN

Klassifizieren Sie die folgenden Di{fereﬁtialgleichungen nach den Kate-
gorien gewGhnlich (g) partiell (p), linear (1) und nichtlinear (n) und be-
stimmen Sie die Ordnung

Differentialgleichung g P l n

Ordnung

ym + $2yl + 3y s 26:1:

y® + a2y +3y" =0

cos(y) « Zge — T - 2zyy =0

cos(2y) + 2, =0

TY - Zpgg + 2y =T - €

2z

t-32 425 -3z =12

Zeigen Sie, dass die angegebenen Funktionen die Differentialgleichungen

16sen
a) Fiir ¢ € R ist die Funktion y(zx) = —tan(z + ¢) fir z € R mit
cos(z + ¢) # 0 eine Losung von
¥4y +1=0.
b) Fiir ¢ € R ist die Funktion y(z) = —In(cosz + ¢) fiir z € R mit
cosz + ¢ > 0 eine Lisung von
y =e¥ sinz.
. . NN AYS i A .
c) Die Funktion z(z,y) = sm(~—2———-) ist fiir (z,y) € R? mit

y? — z? > 0 eine Lésung von

Y2zt+z-zy=0.

Wir beziehen uns auf die Differentialgleichung in Beispiel (10). Fiir r = 0
und £ = 9 wird eine reibungsfreie Schwingung des Federpendels be-
schrieben; die Differentialgleichung lautet nun:

4+9-z=0.

U1.4:

U1.5:

b)
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Zeigen Sie, dass alle Funktionen der Form
z(t) =c1-cos3t+cp-sindt, c1,c2 €R,

Losungen dieser Schwingungsgleichung sind.

Bestimmen Sie diejenige Losung, die die Anfangsbedingungen
z(0) = 2, (0) = 0 erfiillt.

Gegeben sei die Differentialgleichung

y i
y

Bestimmen Sie fiir y > 0 die Isoklinen, skizzieren Sie das Richtungs-
feld und tragen Sie einige Losungskurven ein.

Erraten Sie anhand der Skizze diejenige Losung, die die Anfangsbe-
dingung y(0) = 1 erfiillt. Machen Sie die Probe.

Gegeben sei die Differentialgleichung

yY=1+z+y.

Berechnen Sie die Isoklinen.

Skizzieren Sie das Richtungsfeld, indem Sie die Linienelemente in
den Punkten (z,y) mit z,y € {-3,-2,—1,0, 1} eintragen. Zeichnen
Sie einige Isoklinen und Losungskurven ein.

Lesen Sie aus der Skizze diejenige Losung ab, die die Anfangsbe-

dingung y(0) = —2 erfiillt und machen Sie die Probe. Was ist das
Besondere an dieser Losung?
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2 Spezielle Differentialgleichungen erster
Ordnung

Dieses Kapitel befasst sich mit Methoden zur Losung spezieller Differentialglei-
chungen erster Ordnung. In der Regel hat eine Differentialgleichung viele Losun-
gen. Jede davon nennen wir eine spezielle oder partikulire Losung. Die allge-
meine Losung ist die Gesamtheit aller Losungen. Sie wird im Allgemeinen durch
Gleichungen

y(z) =g9(z,¢) , ce€R oder celICR

beschrieben. Setzt man fiir ¢ eine Zahl ein, so erhilt man eine spezielle Losung, und
jede spezielle Losung kann auf diese Weise erhalten werden. Eine spezielle Losung
ist gesucht, wenn die gesuchte Funktion y(z) neben der Differentialgleichung noch
eine Anfangsbedingung y(zo) = yo befriedigen soll, wenn also eine Lésungskurve
gesucht ist, die durch einen Punkt (zo,y0) € R? liuft. Differentialgleichung und
Anfangsbedingung zusammen ergeben ein Anfangswertproblem.

Wir wollen nun sieben Typen von Differentialgleichungen und zugehoérige Losungs-
methoden diskutieren.

I. Trennung der Veréinderlichen

Eine Differentialgleichung der Form

y' = f(z)-g(y) (1)

heifit eine Differentialgleichung mit getrennten Verénderlichen. Ist a eine
Nullstelle der Funktion g, so besitzt die Differentialgleichung die konstante Losung
y(z) = a. Nicht konstante Losungen erhidlt man unter der Voraussetzung g(y) # 0
nach Division durch g(y) und Integration:

[ = s

Mit der Substitutionsregel folgt daraus

[%:/]‘(m)dﬂ:

2. Spezielle Differentialgleichungen erster Ordnung 13

Bemerkungen und Erginzungen:

(1)  Sind H(y) und F(z) Stammfunktionen von und f(z), so ist also die allge-

1
9(y)

meine Lésung in impliziter Form durch
H(y) =F(z)+c

gegeben. ITm Allgemeinen wird man diese Gleichung nach y aufldsen, um die
Lésung in expliziter Form zu haben.

(2) Kommt zu der Differentialgleichung (1) noch eine Anfangsbedingung y(zo) = yo
hinzu, so kann man in der allgemeinen Lisung xz = xo und y = yo setzen und die
Konstante ¢ bestimmen. Eine oft einfachere Méglichkeit ist, statt der unbestimm-
ten Integrale gleich bestimmte Integrale mit geeigneten Grenzen zu berechnen.
Man erhilt die spezielle Losung des Anfangswertproblems durch

fy:;%%=fm:f(£)dé

Beispiele:

(3)  Die Differentialgleichung y' = tanz - (y*> — 1) besitzt die konstanten Losungen
y(z) =1 und y(z) = —1. Fiir |y| < 1 erhalten wir Lisungen durch

dy
1_y2——/tana:dm.

Integration ergibt

artanh y = In(|cosz|)+¢ , ceR.

Wegen der Beziehung artanhy = 1 - In i E

y folgt daher
- Y
1+y

— 2 =(C.cos’z mit C=¢e*
1-y

Auflésen nach y liefert die Lésungen

C-cos’z—1

C.cos2z+1"’ ¢>0.

y(z) =

(4) Die lineare Differentialgleichung 4’ = p(z) - y hat die konstante Losung y(z) = 0.
Lésungen mit y{z) # 0 erhilt man durch

[(;_y-_—/p(z)dx also lnlyi=/p(a¢)dm.
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Ist P(z) eine Stammfunktion von p(z), also [ p(z)dz = P(x) + ¢, so ergibt sich

fir y>0

— . P _[ €
y(z)=C-e mit C {'*GC Fir g0 |

Die allgemeine Losung ist also

yiz)=C e | CeR.

II. Substitution bei Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen

Eine Differentialgleichung der Form

v =(2) 2)

T

heiBt Ahnlichkeitsdifferentialgleichung. Wir setzen = # 0 und f(z) # z vor-
aus. Mit der Substitution

o(z) = 1@

x

erhilt man wegen y'(z) = z(z) + = - 2/(z) die transformierte Differentialgleichung
fiir z(z) mit getrennten Verinderlichen

-z ‘:f(Z)—Z,

die nach Methode T gelost werden kann:

dz
[len|m|+c

Nach Ausfiithren der Integration wird wieder riicksubstituiert, also z durch Y er
z

setzt.
Bemerkung:
(5)  Der Fall f(z) = z ist ausgeschlossen worden. Liegt er vor, so hat die Differenti-

algleichung (2) getrennte Verdnderliche und kann direkt nach Methode I geldst
werden.
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Beispiel:

(6) Das Anfangswertproblem
(Y 2 1
y = (m) » y() =3

ist zu lgsen. Die Anwendung der soeben beschriebenen Substitutionsmethode setzt
x#0und f(2) = 2° # z fiir z = % voraus. Die Anfangsbedingung verlangt eine

Lisung y(z) fiir z > 0 mit 0 < y(z) < r, also 0 < 2° < z. Wir erhalten iiber

dz

z22 —z

=lnz+e¢c,

nach Ausfiihrung der Integration und Bilden der Exponentialfunktion

Auflsen nach z(z) und Riicksubstitution ergeben mit a = e°

xr
14+az’

y(x) =z 2(z) =

Schliefilich liefert uns die Anfangsbedingung den Wert a = 2. Die Ldosung lautet
also

y(z) = Tros

III. Variation der Konstanten bei linearen Differentialgleichungen

Die lineare Differentialgleichung

y' =p(z)-y+r(z) (3)

nennt man homogen, wenn r(z) = 0 ist. Andernfalls heifit sie inhomogen.

Die allgemeine Losung einer homogenen Differentialgleichung

y' =p(z)-y (4)
ist nach Beispiel (4):

(@) =c-ef® | ceR, (5)

wobei P(z) eine Stammfunktion von p(z) ist.
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Um die inhomogene Gleichung zu lgsen, machen wir den Ansatz durch Varia-
tion der Konstanten c:

P (6)

und bestimmen ¢(z) so, dass die inhomogene Gleichung gelost wird. Differentiation
von (6) und Einsetzen in die Differentialgleichung (3) liefern eine Gleichung fiir die
Ableitung ¢'(z), und c(z) ergibt sich durch Integration. Das Ergebnis ist Inhalt

von

Satz 2.1 Die allgemeine Lisung der linearen Differentialgleichung (3) ist ge-
geben durch

y(z) = P . [c+ /r(m) -e_P(m)dﬂ?] , c€R.

Dabei ist P(z) eine Stammfunktion von p(z).
Die spezielle Lisung des Anfongswertproblems mit der Anfangsbedingung

y(zo) = yo st

T
y(z) = F@ . [,yoe—P(mg) +/ T(t)_eﬁP(t)dt] .

To

Die Funktion yo(z) = eF® - [r(z) - e~T(?) dz ist eine spezielle Losung der inho-
mogenen Differentialgleichung (fiir ¢ = 0), yn(z) = c- ef(@) die allgemeine Losung
der homogenen Differentialgleichung. Damit gilt fiir die allgemeine Losung der
inhomogenen Differentialgleichung:

y(z) = yo(x) + yn(z) -

Dieses fiir lineare Differentialgleichungen typische Resultat halten wir fest:

Satz 2.2 Die allgemeine Lisung der inhomogenen linearen Differentialglei-
chung (8) hat die Form

y(z) = yo(z) + yu(z),

wobei yo(x) eine (beliebige) spezielle Lisung von (3) und yx(z) die allgemeine
Lésung der zugehirigen homogenen Differentialgleichung (4) ist.
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Bemerkung:

(7) Der Wert dieses Satzes liegt in Folgendem: Ist eine spezielle Lésung yo(z) von (3)
bekannt, dann braucht man nur noch die allgemeine Lisung yp(z) gemif (5) zu
ermitteln und mit yo(z) additiv zusammensetzen.

Beispiele:

(8) y =y +sinz.

Es ist p(z) =1, r(z) = sinz, und man erhilt mit P(z) = = und einer geeigneten
Integrationskonstanten:

yo(z) =€” - fsinm-e_“’da: = —% - (sinz + coszx) .

Also ist die allgemeine Lésung

y(z) =c-e* — 1 - (cosz +sinz) , c€eR.
Kommt n'och die Anfangsbedingung y(0) = 1 hinzu, dann ergibt sich ¢ = £, und
die nun eindeutig bestimmte Lisung des Anfangswertproblems lautet

y(z)=2 e~ 1 (cosz+sinz) .

(9)  Bei dem Anfangswertproblem y' =z -y +1, y(0) =0 ist p(x) = = und r(z) = 1.

Also erhdlt man mit der Stammfunktion P(z) = 53:2 die Lisung

T
y(z) = e%®” / e~z d .
0

Die Losung ldsst sich nicht weiter vereinfachen, da der Integrand nicht elementar
integrierbar ist.

(10) Zu der Differentialgleichung y' = x - y — 2z ist es nicht schwer, eine partikulire
Lésung zu raten: yo(z) = 2.

VYegen Satz 2.2 braucht jetzt nur noch die homogene Differentialgleichung
y = x -y geldst zu werden, was bereits in Beispiel (4) geschehen ist. Damit erhal-
ten wir als allgemeine Lésung

1.2
y(z)=c-e® +2,cecR.

IV. Substitution bei Bernoullischen Differentialgleichungen
Eine Gleichung der Gestalt

v =p(z) y+rz) - y* (7)
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mit n # 0, 1 heifit Bernoullische Differentialgleichung. Sie ist nichtlinear; man
kann sie aber in eine lineare Differentialgleichung transformieren:

Satz 2.3 Mit der Substitution
2(z) = (y(=))' ™

geht (7) in die lineare Differentialgleichung
Z=01-n)-px)-z+(1-n) r(z) .

fiir z(z) dber.
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Satz 2.4 Sei u(x) eine spezielle Lisung der Riccati-Gleichung (8). Dann ist
die allgemeine Lisung durch

y(z) = u(z) + v(a)

gegeben, wobei v(x) die allgemeine Lisung der Bernoullischen Differentialglei-
chung

o' = [p(z) + 2u(a) - r(2)] - v + r(z) - 02

Hat man die Losung z(z) mit Hilfe von Methode III ermittelt, bekommt man die
Losungen von (7) durch Riicksubstitution y(z) = (z(:c))ﬁ .

Beispiel:

(11) Fir die Differentialgleichung ¢’ = -1y +2®-y® ist n = 2, p(z) = —2 und
r(z) = «*. Mit Satz 2.3 erhilt man fiir 2(z) = y(z) " die Differentialgleichung

1 2
Z==.z—-z"
T

Diese lineare Differentialgleichung hat die allgemeine Lisung
T 2
z(m)=§-(c—m ). ceR.
Die Riicksubstitution ergibt

y(m)zm,ceR

V. Ansatz zur Losung Riccatischer Differentialgleichungen

Riccatische Differentialgleichungen sind von der Form

v =p(z)-y+r(z) y* +q(z). (8)

Sie sind nichtlinear und kénnen durch einen einfachen Ansatz auf eine Bernoulli-
sche Differentialgleichung zuriickgefithrt werden. Dabei wird allerdings vorausge-
setzt, dass eine spezielle Losung u(z) bereits bekannt ist.

i8t.

Beispiel:
(12) Bei dem Anfangswertproblem v’ =y —y* + 2, »(0) = 5 ist p(z) = 1, r(z) = -1
und g(z) = 2.

Eine spezielle Losung der Differentialgleichung ist u(z) = 2. Sie erfiillt aber nichs
die Anfangsbedingung. Nach Satz 2.4 muss man die Bernoullische Differentialglei-
chung

r 2
v =-3v—-90".

ldsen, was mit der Methode IV erfolgen kann. Man erhilt die allgemeine Lisung

_ 3
c-ed* —1

v(z) =

, CER.

Damit ist die allgemeine Lésung der Riccatischen Differentialgleichung

3
y(z) =u(z) +v(e) =2+ ——, ceR.

Die Anfangsbedingung y(0) = 5 ist fiir ¢ = 2 erfiillt.

VI. Lésung exakter Differentialgleichungen

Ist die differenzierbare Funktion y(x) implizit durch die Gleichung u(z,y) = ¢
gegeben (sieche Band I, Satz 32.1), so gilt nach der Kettenregel fiir Funktionen von
zwei Variablen (sieche Band I, Kapitel 30)

T u(@,y(2) = w5, 9(@)) 1+ uy,y(@) 3/ (@) = 0.

Die Funktion befriedigt also die Differentialgleichung

ug(z,y) +uy(z,y) -y =0.
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Definition 2.1 Sei R ein offenes Rechteck im R%. Fine Differentialgleichung
der Form

f(may) +g($$y) 'yl =0

mit stetig partiell differenzierbaren Funktionen f(z,y) und g(z,y) heifit exakt
auf R, wenn es eine Funktion u(x,y) so gibt, dass die beiden Beziehungen

'U'm(m;'y) = f(mpy) 3 uy(w’y) = g(sc,y) f’ﬁ.?" (a:,y) €ER

gelten.

Bemerkung:

(13) Die Differentialgleichung

flz,y) + glz,y) -y =0 9)

hat, wenn sie exakt ist, die Losungen u(z,y) = ¢, ¢ € R. Um eine solche Differen-
tialgleichung zu l6sen, bendtigt man also ein Kriterium, mit dem Exaktheit gepriift
werden kann, und eine Methode, die Funktion u(z,y) zu bestimmen. Beides ist
in Band I, Kapitel 35 behandelt worden, denn die Bedingungen in Definition 2.1
bedeuten, dass u(z,y) ein Potential des Vektorfeldes (f(z,y), g(z,y))” auf dem
Rechteck R ist.

Satz 2.5 Die Differentialgleichung (9) ist genau dann exzakt auf R, wenn die
Integrabilititsbedingung

f’y(may):gm(mry) f’&:f' (a:,y)ER

gilt. In diesem Falle ist die Losung von (9) mit der Anfangsbedingung
y(xo) = yo fir (zo,y0) € R implizit durch die Gleichung u(z,y) = 0, gegeben
mit

wa) = [ e+ | " sl
zg Y

1]

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist uw(z,y) =c, c€ R.
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Bemerkung:

(14) Die Differentialgleichung (9) wird auch héufig in der symmetrischen Form

f(z,y) dz + g(z,y) dy =0 (10)

geschrieben.
Beispiel:

z + 2
1-2zxy

(15) Die Differentialgleichung y = hat die symmetrische Form

(z+ y*)dz + (2zy — 1)dy =0,

also ist f(x,y) = z+y* und g(z,y) = 2zy — 1. Wegen f,(z,y) = g=(z,y) = 2y ist
die Differentialgleichung exakt auf R,

Zur Berechnung von u(z,y) setzen wir zo = yo = 0 und verwenden die Formel
von Satz 2.5:

wo) = [ +iie+ [((Din= e oy’ -y
Wir erhalten also die Ldsungen in der impliziten Form
1 vz’ —y=c, ceR
Bemerkungen und Erginzungen:

(16) Ist die Differentialgleichung (9) nicht exakt, dann gelingt es mitunter, durch Mul-
tiplikation der Gleichung mit einer geeigneten Funktion u(z,y) eine exakte Diffe-
rentialgleichung herzustellen. Die zu befriedigende Integrabilitdtsbedingung

d 3]
gy =550 9)

liefert uns eine partielle Differentialgleichung fiir p(z, y):
Q'ﬂ':n_f'ﬂy:[fy“gm]'ﬂ- (11)

Gliicklicherweise ben&tigen wir nur eine Losung p(z,y) # 0. Diese zu finden ist
manchmal nicht schwierig.

Ist
wz,y) - fz,y) do + p(z,y) - g(z,y) dy =0

eine exakte Differentialgleichung, so nennt man p(z,y) einen integrierenden
Faktor der Differentialgleichung (10).
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Beispiel: Beispiel:
3 R P _ Ty -
(17)  Die Differentialgleichung ' = —T—éﬁ‘:-—yz lautet in symmetrischer Form (18)  ZulBsen ist das Anfangswertproblem y' = 22+ 3y8 y(3) = 1.

Der Ubergang zur Umkehrfunktion liefert das Anfangswertproblem

zy®ds + (1 +2z°y®)dy = 0.
e 2?4+ 3y° z

Wegen f,(z,y) = 3zy® # 4zy® = g-(w,y) ist diese nicht exakt. Py ”

Wir suchen also einen integrierenden Faktor.

+3y% 27t z(1) =3.

o o Dies ist ein Anfangswertproblem mit einer Bernoullischen Differentialgleichung
Die partielle Differentialgleichung (11) lautet in diesem Beispiel fir z(y). Sie kann mit Methode IV gelést werden. Wir setzen (vgl. Satz 2.3)

z(y) = 2*(y) und erhalten fiir z(y) die lineare Differentialgleichung
(1+22%9) - pe —2y® - py = —zy” - .

2z 2
Wir versuchen, eine nur von y abhéingige Liosung g = p(y) zu finden. Wegen 2 = ? + 6y~ .
e = 0 folgt
s ) Nun gehen wir nach Methode IIT vor und erhalten mit Satz 2.1 die allgemeine
—zy” -y (y) = —zy” - puy) Losung
mit der Losung p(y) = y. Somit ist die Differentialgleichung ) =c-y? +65°, ceR.
zyldz + (y + 22%y°)dy = 0 ; : o] ; ;
Y y y)day Dies ergibt schliefilich wegen z > 0 und der transformierten Anfangsbedingung

exakt. Sie kann nun wie in Beispiel (15) gelést werden. @(1) =3 die spezielle Losung

Die Lésungen sind in impliziter Form gegeben durch z(y) = /3y% + 6y3 .
@*y’+1)-y*=¢, ceR Dies ist die Umkehrfunktion der gesuchten Lésung y(z).

VII. Losung durch Ubergang zur Umkehrfunktion
Zur Losung einer Differentialgleichung

UBUNGEN
(@) = Y = j(a,4(2) (12 -
i s o ) Lo i dos ot
Aus (12) folgt yf:Sizﬂ, y(3) =12, £>0
z'(y) = dz;y) = iz (31;),y) . (13) | durch Trennen der Verdnderlichen.

b) Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung
Diese Differentialgleichung ist manchmal leichter zu ldsen als (12).

y' = cos(z +y)

durch die Substitution z(z) = r+y(z) und anschlieBender Trennung
der Verdnderlichen.
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U2.2:

U2.3:

U2.4:

U2.5:

U2.6:

U2.7:

U2.8:

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

f—omufz L Y
y =e + ~
fiir z # 0. _
Gegeben sei die lineare Differentialgleichung
y =—2-y-cosT +COST .
a) Bestimmen Sie alle Lésungen mit der Methode der Variation der
Konstanten.
b) Raten Sie eine (moglichst einfache) partikuldre Ldsung yo(z) und
bestimmen Sie sodann alle Losungen mit Hilfe von Satz 2.2.
Bestimmen Sie fiir ¢ € (=%, +7%) alle Losungen der Differentialgleichung
y' =tanz-y—2-sinz,
mit der Formel aus Satz 2.1.
Berechnen Sie die Losung des Anfangswertproblems

3
b ™ oy - = "
y—1+$ y+3-(1+2) , »0)=0

Gegeben sei die Bernoullische Differentialgleichung

1
I:__. 62‘5-
V= G y+oz®-y

a) Transformieren Sie diese Differentialgleichung in eine lineare Diffe-
rentialgleichung (vgl. Satz 2.3).

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung fiir
x> 0.

Bestimmen Sie fiir z # 0 alle nichttrivialen Losungen der Bernoullischen

Differentialgleichung

2

oy —y?-22.y=0.

Die Riccati-Differentialgleichung

4 2 1 4 1
I_‘ ——— — — —— - — . 2 —_— [—
_( ) y+n:2 y+(4+$+m2)

besitzt fiir > 0 die partikuldre Losung u(z) = 4z + 1.

U2.9:

U2.10:

g
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a) Bestimmen Sie mit Hilfe des Ansatzes aus Satz 2.4 die allgemeine
Losung y(z).

b) Welche dieser Losungen erfiillt die Anfangsbedingung y(1) = 67

Schreiben Sie die Differentialgleichung
(422 - 2 +x-cosy) -y +2z-yt+siny=0
um in eine symmetrische Form der Gestalt (10) und zeigen Sie, dass sie

exakt ist. Sodann geben Sie die allgemeine Lésung an.

Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung
(@y* —y°) dz+ (1 —ay*) dy =0

nicht exakt ist. Bestimmen Sie einen nur von y abhéingigen integrierenden
Faktor p(y) (vgl. Bemerkung (16) ) und l6sen Sie anschlieBend die nun
fiir y > 0 und fiir y < 0 exakte Differentialgleichung.
Bestimmen Sie alle nichttrivialen Losungen der Differentialgleichung

2

T y
Y S l4z-y

durch Rollentausch der Variablen (Methode VII).
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3 Existenz- und Eindeutigkeitsfragen

Dieses Kapitel behandelt die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen eines Anfangswertproblems mit einer Differentialgleichung in expliziter
Form

¥ (z) = f(z,y(x) , y(zo)=%o- (1)

In Kapitel 1 hatten wir bei den geometrischen Betrachtungen bereits festgestellt,
dass durch einen Punkt (zq,yo) mehrere Losungskurven verlaufen kénnen ( Be-
merkung (11) ).

Es gibt aber auch Fille, in denen (1) keine Losung besitzt, wo also durch (o, yo)
keine Losungskurve hindurchgeht. Die Antwort auf die Frage, wie man einem An-
fangswertproblem ansehen kann, welche Situation vorliegt, geben die folgenden
Existenz- und Eindeutigkeitssitze.

Sei
Y1 3%+b
Ri={(z,9): |z —2o| <0, |y —y| < b} o
das Rechteck mit Mittelpunkt (zo,%0) und R
Seitenldngen 2a und 2b. Ferner sei f(z,y) ei- |
ne auf R definierte und dort stetige Funktion. i b -
. (t] i
Wir setzen !
y . b : X
= : = min{a, —1} . ' &
(x| f(z,y)| und o = min{a, 77} o-a > g
yO"'b
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Satz 3.1
Die Funktion f(z,y) besitze auf R eine stetige partielle Ableitung nach y. Dann
ist f(z,y) auf R auch Lipschitz-stetig bzgl. y.

Bemerkung:

(1) Die Existenz und Stetigkeit der partiellen Ableitung f,(z,y) auf R ist hinreichend
fiir die Lipschitz-Stetigkeit von f{z,y) auf R. Es gibt aber auch Lipschitz-stetige
Funktionen, die nicht partiell differenzierbar sind, bei denen Satz 3.1 zum Nach-
weis nicht angewendet werden kann. Zum Beispiel ist die Funktion f(z,v) = |y|
an den Stellen (z, 0) nicht nach y differenzierbar, trotzdem aber iiberall Lipschitz-
stetig mit der Lipschitz-Konstanten L = 1.

Die folgenden Existenzaussagen tragen die Namen der drei Mathematiker Giusep-
pe Peano (1858-1932), Emile Picard (1856-1941) und Ernst Lindelsf (1870-1946).
Der zweite der Sétze liefert neben der Existenzaussage auch ein Konstruktionsver-
fahren fiir die Losung.

Satz 3.2 (Peano)
Die Funktion f(z,y) sei stetig auf R. Dann besitzt das Anfangswertproblem (1)
mindestens eine Lisung y(z) auf dem Intervall [zg — o, zp + .

Definition 3.1 Die Funktion f(z,y) heifit auf R Lipschitz-stetig bzgl. der
Variablen y, falls eine Konstante L (die ”Lipschitz-Konstante” ) existiert
mit

|f(93,y2) - f(mayl)l S L |y2 - yll f'il:T alle (33,?}1), (93,?;2) Eh.

Diese Ungleichung heifit Lipschitz-Bedingung fir f(z,y) ouf R.

Die Uberpriifung der Lipschitz-Bedingung erleichtert in vielen Fillen

Satz 3.3 (Picard-Lindelsf)

Die Funktion f(z,y) sei auf R stetig und zusditzlich Lipschitz-stetig beziiglich
y. Dann besitzt das Anfangswertproblem (1) genau eine Lisung y(z) auf dem
Intervall J = [zp — o, o + @.

Sie kann iterativ mit folgendem Verfahren gewonnen werden:

Man startet mit einer auf J stetigen Funktion uo(z) mit

|uo(z) —yo| < b fiiralle z€J

und bildet firn =1,2,... nacheinander die Funktionen
o) =i —!—/ fltup_a(t))dt fir ze€J.
o

Die Folge {un(z)}nen konvergiert gleichmifig auf J gegen die Losung y(z) von
(1).
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Bemerkungen und Erginzungen:

(2)  Ersetzt man in den Sitzen 3.1 bis 3.3 das Rechteck R durch den Streifen
S:={(:c,'y): IJ?—:BQISG., yER}i
und ist f(z,y) stetig und bzgl. y Lipschitz-stetig auf S, dann gelten die Aussagen
beider Sitze mit a = a.
(3)  Fir alle in Satz 3.3 gebildeten Funktionen un (z) gilt yo — b < ux(z) < yo + b fiir
€.
Beispiele:
(4)  Wir betrachten das Anfangswertproblem
v=y , y0)=1
Hier ist zo = 0, 7o = 1 und f(z,y) =y.
a) SeiR={(z,y): -1<z<1, 0<y<2}
also:a=b=1, M =2, a:%.
f(z,y) ist stetig auf R, also existiert nach Satz 3.2 mindestens eine Ldsung
im Intervall [-1, 3].
Wegen | f(z,y2) — f(@,y1)| = ly2 — y1| ist in R eine Lipschitz-Bedingung mit
I = 1 erfiillt. Also existiert nach Satz 3.3 genau eine Ldsung im Intervall
[_%? é]
b) Sei a eine beliebige positive Zahl und S = {(z,y): —a<z <a,y€ER}
ein Streifen der Breite 2a. Da f(x,y) =y in R? die Lipschitz-Bedingung mit
L = 1 erfiillt, besitzt das Anfangswertproblem nach Bemerkung (2) und Satz
3.3 genau eine Losung im Intervall [—a, al.
(5) 7Zu der Differentialgleichung 4" = 3- y% betrachten wir folgende Anfangsbedingun-

gen:

a) y(0) = 0, also zo = yo = 0.

Die rechte Seite f(z,y) = 3- yg ist zwar in ganz R® stetig, aber in keiner
(noch so kleinen) Umgebung von (zo,y0) = (0,0) Lipschitz-stetig, denn es
gilt
2
f v (.’E, y) = W )
und dieser Ausdruck wird beliebig gro fiir y — 0. Es sind also die Vorausset-
zungen von Satz 3.2, aber nicht die von Satz 3.3 erfiillt. Tatsiichlich existieren

(7)
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auch viele Lésungen des Anfangswertproblems, ndmlich (vgl. Kapitel 1, Bei-
spiel (12)):

0 fiir —ec<z<c
(x —c)® fiir

(m+c)3 fir —co <z < —c
y(z) =

cL<zz <o
mit beliebigem ¢ > 0.
b) y(0) =2, also zo =0, yo = 2.

Im Rechteck {(z,y) : |z| < a, |y—2| < 1} gilt

2
fy(fv",y)| = A <2
sodass die Voraussetzungen fiir Satz 3.3 erfiillt sind.

Die auf dem Intervall [-1, 1] eindeutig bestimmte Ldsung lautet
¥(@) = (@ + V2)° .
Diese Funktion ist sogar fiir alle z € R eine Losung der Differentialgleichung.

In dem Streifen § = {(z,y) : —3 <z < 3, y € R} betrachten wir das Anfangs-
wertproblem

y=vy", y(0)=1.
Die hierzu eindeutig bestimmte Lisung lautet:
y(z) =(1—2z)"" firze [-3. 3]
Wegen
£z, 2) = flz,00) = lyz = vil = ly2 + 1l - ly2 — 1

ist f (:c,y) = y'?‘ nicht Lipschitz-stetig bzgl. y in S, da keine Zahl L existiert, mit
der die Lipschitz-Bedingung in Definition 3.1 befriedigt werden kénnte.

Dieses Beispifal zeigt also, dass die Bedingung aus Bemerkung (2) lediglich hinrei-
chend aber nicht notwendig fiir die eindeutige Lésbarkeit ist.

Gegeben sei das Anfangswertproblem
y=2"+y" , y(0)=0.

Wir wollen das Iterationsverfahren nach Picard-Lindelsf (also das in Satz 3.3
a,t?gegebene Verfahren) anwenden, um die Lsung ndherungsweise zu berechnen.
Hier ist zo = yo = 0 und f(z,y) = =% + ¢°.

Wir starten mit up(z) = 0 und iterieren bis n = 3:
n=1: wz) = [t +0%)dt = La*
n=2: u(z) = [7(t*+ 5t°)dt = 12° + La”
n=3: us(z) = [ (t*+ (3¢° + Ft')*)dt

. P 2 11 115
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U3.1:

U3.2:

U3.3:

U3.4:

Die Konvergenz ist schnell; us(zx) ist im Intervall [—1,1] bereits eine sehr gute
Niiherung an die Losung.

UBUNGEN

Gegeben seien ein Rechteck und ein Streifen:

R={(z,y): -1<z<1,-1<y<1},S={(z,9): -1<z<1,yeR}.

Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Lipschitz-Stetigkeit bzgl.
y in R bzw. S:

a) fi(z,y) =2y n R,
b) falz,y)=z-y®> n R,
c) falz,y)=z-4* n S ,
d) fa(z,y) =z*+2y in S .

Gegeben sei das Anfangswertproblem

y’:VIm'y|: y(1)=0.

Bestimmen Sie durch Anwendung des Satzes von Peano (Satz 3.2) auf
das Rechteck

R={(=z,y): |z—1] <3, |y| <4}

ein Intervall J, auf dem eine Losung des Anfangswertproblems existiert.

Zeigen Sie bei den folgenden Anfangswertproblemen, dass sie jeweils ge-
nau eine Losung im Intervall [1,2] besitzen:

a) ¢ =sin(3z-27-2)-y, y(3)=10%
b) y' = sin(v/3x — z2 — 2) - 32, y3)=1.

Fiir das Anfangswertproblem
y=zy , y0)=1

berechnen Sie eine Niherungslésung nach der Iterationsmethode von
Picard-Lindelsf, also nach dem in Satz 3.3 beschriebenen Verfahren.
Starten Sie mit ug(z) = 1 und iterieren Sie bis n = 3.
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4 Spezielle Differentialgleichungen zweiter
Ordnung

In diesem Kapitel sollen einige wichtige Typen von Differentialgleichungen zweiter
Ordnung behandelt werden, die sich entweder direkt losen oder auf Differentialglei-
chungen 1. Ordnung zuriickfithren lassen. Letzteres nennt man ”Reduktion der
Ordnung”. Wir betrachten Anfangswertprobleme mit Differentialgleichungen 2.
Ordnung in expliziter Form

y” =] f(a:,y,y') ’ y(l'ﬂ) = ap , y’(mﬂ) =,

bei denen die Funktion f auf der rechten Seite eine spezielle Gestalt hat. Die Losun-
gen dieser Anfangswertprobleme sind in einer Umgebung des Anfangspunktes zg
definiert. Wir werden nur in Beispielen diese Umgebung konkret angeben.

I. Die Funktion y(z) tritt nicht direkt auf

1

Yy = f(may’) ) y(.’[lo) = 0p , y’(.’Eo) = (1)

Mit der Substitution z = 3’ erhilt man ein Anfangswertproblem erster Ordnung,
das mit den Methoden aus Kapitel 2 gelést werden kann. Aus der Losung z kann
man durch Integration die Losung y des Ausgangsproblems bestimmen:

= f(z,2), 2(z0) =1 und y(z) =0+ /'w z(t)dt

To

Beispiel:
(1) Bei dem Anfangswertproblem
y' =y +2’, y(0)=3,4(0) =1

ist flz,y") =9 +2° 20=0, cp =3 und oy = 1.

Das zugehérige Anfangswertproblem erster Ordnung
Z=z+2> , 2(0)=1

beinhaltet eine lineare Gleichung erster Ordoung. Es 1t sich mit Methode III
aus Kapitel 2 lgsen. Man erhilt

z(z) = 3e" — (2® + 2z +2) .
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Anschliefend wird y(z) durch Integration ermittelt:
y(z) =3 +f 2(t)dt = 3e” — (3z® + 2% + 22) .
0

Ist nicht die spezielle Losung des Anfangswertproblems sondern die allgemeine
Losung der Differentialgleichung gesucht, so bestimmt man die allgemeine Losung
der Differentialgleichung 2z’ = z + &* und berechnet das unbestimmte Integral von
z(z). Man erhalt

zx)=c-e"— (2 +22+2),cER,
und

y(x)=fz(m)dz+a=c.e”—(§w3+w2+2m)+a, c,EER.

II. Die unabhiingige Variable z tritt nicht direkt auf

y” = f(y:y!) » ’y(ﬂ;(}) =0p, y’(ﬂ’,‘o) =g - (2)

Hier kommt man zum Ziel, wenn man zunéchst nicht die Lésung y(z) sondern ihre
Umbkehrfunktion z(y) ermittelt. Man nennt dieses Vorgehen ” Variablentausch”.
Bei Differentialgleichungen erster Ordnung haben wir dies bereits kennengelernt
(Methode VII in Kapitel 2). Die Umkehrfunktion existiert, wenn y(z) stetig dif-
ferenzierbar mit einer von Null verschiedenen Ableitung ist. Gilt in der zweiten
Anfangsbedingung y'(zo) = a1 # 0, so ist diese Voraussetzung in einer Umgebung
von zp gewiahrleistet, und es gilt dort

da(y) 1 1

d)= 2 = o =
(z)
dy B ()

(sieche Band 1, Satz 18.7). Fiir die zweiten Ableitungen erh&lt man mit Hilfe der
Kettenregel

2"0) = 200 = 4 (5m0s) = 7oy 5@ @)

W)~ Ve
= V) 5 = W) ).

Ist y(z) die Losung des Anfangswertproblems (2), so ist also die Umkehrfunktion
Lasung des Anfangswertproblems
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o = =@ (1) » olao) = 20 , #'(a0) =

Dies ist ein Anfangswertproblem vom Typ I, da die Funktion z(y) selbst auf der
rechten Seite der Differentialgleichung nicht auftritt, nur z'(y) und die unabhingi-
ge Variable y. Mit dem in I beschriebenen Verfahren kann dieses transformierte
Anfangswertproblem gelost werden. Ist z(y) die Losung, so lost die Umkehrfunk-
tion y(z) das Ausgangsproblem.

Beispiel:
(2) Das Anfangswertproblem

N2
y' = —(yy) , 9(0) =3, y'(0) =1

geht durch Variablentausch in das transformierte Problem

1 i z'

2" = —(z')*- (—W‘ 5) =y z(3) =0, 2'(3) =1

iiber. Mit v(y) = z'(y) erhilt man das Anfangswertproblem erster Ordnung

!
v =

v
-, v(3)=1,
5 8

das die Losung v(y) = % besitzt. Also ist

y> -9
.

Ll
:s(y)z(]—%—f - dt =
3 3

Damit ergibt sich die Losung y(z) = +/6z + 9 des Ausgangsproblems, die fiir
x > —32 definiert und monoton ist.

II1. Es treten z und 3’ nicht auf

Bei dem Anfangswertproblem

y' = f(y), y(xo) = o, y'(w0) = 1 (3)

handelt es sich um einen Spezialfall von (2), bei dem aber der Ubergang zur Um-
kehrfunktion nicht nétig ist.
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Zuerst multiplizieren wir beide Seiten der Differentialgleichung mit 2y’ und erhal-
ten

2y =2 f(y)-v.
Nach der Kettenregel ist die linke Seite dieser ‘Gleichung gleich %(y' )2 und die

rechte gleich %2 F(y()) fiir eine beliebige Stammfunktion F(y) von f(y). Daraus
folgt

(y)>=2F(y)+c,ceR.

Aus den Anfangsbedingungen folgt ¢ = af — 2 F(ap), und wir erhalten die Diffe-
rentialgleichung

y' = £4/2 F(y) +0? mit F(y) = [ Y pyat

Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung mit getrennten Variablen fiir y.
Wegen der zweiten Anfangsbedingung ist das positive Vorzeichen vor der Wurzel
zu wihlen, wenn oy > 0, und das negative, wenn a; < 0 ist. Diese Differential-
gleichung kann durch Trennen der Verinderlichen gelost werden (vgl. Kapitel 2,
Methode I). Mit der Anfangsbedingung y(zo) = oo erhalten wir eine eindeutige
Losung.

Bemerkung:

(3)  Anfangswertprobleme der Form (3) treten hiufig in der Mechanik auf, wobei y”
abgesehen von einem konstanten Faktor die Rolle der Beschleunigung, = die der
Zeit und f(y) die der Kraft spielen. Die obige Umformung ist dann nichts Anderes,
als der Ubergang von einer Bewegungsgleichung zu einer Energiebilanzgleichung.

Beispiel:
(4)  Wir greifen das Beispiel (9) von Kapitel 1 auf. Gegeben sei das Anfangswertpro-
blem
m-..s":—’)l-MS.zm, 3(0)280,5(0)2’00,

welches die Bewegung eines Korpers der Masse m beschreibt, dessen Abstand
s(t) vom Erdmittelpunkt zur Zeit £ = 0 gleich so ist und dessen Geschwindigkeit
zur Zeit t = 0 den Wert vo besitzt. -y ist die Gravitationskonstante und M die
Erdmasse. Wir kiirzen aus der Gleichung m heraus und gehen nach der Methode
IIT vor. Es ergibt sich

s:i\/zyM-G—%)wg,

4. Spezielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung 35

wobei das Vorzeichen vor der Wurzel mit dem Vorzeichen von vg iibereinstimmt.
Wir behandeln nur noch den Fall vy > 0, also zu Beginn bewegt sich der Kérper
nach oben. Mit den Abkiirzungen

2yM
S0

a=29M und b=vj—

erhélt man das Anfangswertproblem erster Ordnung

é=\/§,s(0)=su. (4)

Ist b > 0, so bleibt § immer positiv, und der Kérper kehrt niemals zur Erde
zuriick. Dies gilt auch noch im Falle b = 0, der dann eintritt, wenn fiir die

Anfangsgeschwindigkeit vy = 1/%55 gilt. Es ist die kleinste Geschwindigkeit,

mit der ein Verlassen des Gravitationsfeldes der Erde mdglich ist. Sie heifit die
Fluchtgeschwindigkeit. Mit v = 6.7 - 107 **km®z " 'sec™®, M =~ 6 - 10*g und
so = Erdradius ~ 6.3 - 10* km errechnet man

vp = 11.297 km /sec .

Es bleibt nun noch, das Anfangswertproblem (4) zu lésen. Es ergibt sich durch
Integration

S dn
— i,
[30 va/n+b
Wir wollen dieses Integral jetzt nur fiir den Fall & = 0, also fiir den Fall
vg = Fluchtgeschwindigkeit berechnen. Man erhilt

2/3
s(t) = (——3 ;/E Bt 33/2) :

IV. Die lineare homogene Differentialgleichung zweiter
Ordnung

Die Differentialgleichung

y" =p(x) -y +qz) -y (5)

ist eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung. Wir werden in
den folgenden drei Kapiteln lineare Differentialgleichungen auch héherer Ordnung
ausfithrlich behandeln. Hier soll nur gezeigt werden, wie man die allgemeine Lésung
von (5) bestimmen kann, wenn man eine spezielle Losung y; () bereits kennt.

Die Differentialgleichung hat wie jede homogene lineare Differentialgleichung die
Losung y(z) = 0, die "triviale Lésung”. Ist y;(z) eine nichttriviale Losung, so
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sind alle Funktionen y(z) = c¢-yi(z) , ¢ € R ebenfalls Losungen. Weitere findet
man durch einen Ansatz der Variation der Konstanten

y(z) = v(z) - yi(2) - (6)

Setzt man y(z) in dieser Form in (5) ein und benutzt die Tatsache, dass y;(x) eine
Losung ist, so erhilt man fiir v(z) die lineare homogene Differentialgleichung

2 yi(x)
i Gy o 1 )
(p(z) @ )
die, da v selbst nicht vorkommt, nach Methode I geltst werden kann. Die Reduktion
der Ordnung fithrt auf eine homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung,
die durch Trennung der Variablen gelost werden kann. Dies wurde in Kapitel 2
Beispiel (4) allgemein durchgefiihrt. In unserem Fall ist das Ergebnis

v(z) =c1 - / eM®) dz +c; mit h(z) = f (p(z) - 2ygji(g))dm : (7)

Satz 4.1 Sei y1(z) eine nichttriviale Losung von (5). Dann ist die allgemeine
Lisung dieser Differentialgleichung durch

y(x) = v(z) - y1(x) ,

gegeben, wobei die Funktion v(z) in (7) definiert ist.

Beispiel:

(5)  Die Differentialgleichung y" = 2. y — 52- - ¢ hat fiir £ > 0 und auch fiir z < 0
die Losung yi1(z) = z. Weitere Losungen sind y(z) = v(z) - z, wobei v(z) die
Differentialgleichung

[ 2_& _
v =w (x x)—O

erfilllt. Also gilt v(z) = e1z + c2, und die allgemeine Lisung y(z) der Ausgangs-
gleichung ist

yz)=c1 2 +cz .
Kommen zu der Differentialgleichung noch zwei Anfangsbedingungen hinzu, et-
wa y(1) = 1, 3'(1) = 0, dann sind die beiden Integrationskonstanten eindeutig
bestimmt, und man erhélt die spezielle Lésung

y(z) =2z —z°.

U4.1:

U4.2:

U4.3:

U4.4:

U4.5:

U4.6:

U4.7:
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UBUNGEN

a) Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung y" = /7 - y/'.

b) Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung in a) mit den
beiden Anfangsbedingungen y(0) = y'(0) = 0.

a) Losen Sie das Anfangswertproblem
y'+y' =242, y(0)=y(0)=2.
b) Berechnen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
m-y”—y'-i-g:O.
&

Losen Sie die Differentialgleichung
¥ +2-(¥)° =0
durch Angabe der Umkehrfunktion z(y).

Berechnen Sie die Losung des Anfangswertproblems
yV'=@w+1)-y,y1) =1,y (1)=2.

Losen Sie die Anfangswertprobleme

a) y"=e¥, y(0)=0,y'(0)=v?2,

b) ¢*-y"+1=0, y)=y'(1)=1.

Gegeben sei die Differentialgleichung
-y —(2+1) -y +y=0

a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung mit Hilfe der speziellen
Losung y1(z) = e® .

b) Geben Sie die Losung an, die die Anfangswerte y(1) =2, 1/ (1) e
annimmt.

Berechnen Sie fiir z € (0, Z) die Losung des Anfangswertproblems

™

4

Eine spezielle Losung der Differentialgleichung ist durch y,(z) = sinz
gegeben.

y" + (tanz —2cotz) -y’ + 2cot’z -y =0, y(%)ZQ, y'(=) =3.
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5 Lineare Differentialgleichungen der
Ordnung n

In diesem Kapitel wollen wir uns einen Uberblick iiber die Gesamtheit der
Losungen linearer Differentialgleichungen hoherer Ordnung verschaffen, um so-
dann Methoden zu ihrer Losung kennenzulernen. Als Vorbereitung fithren wir den
Begriff der linearen Unabhéngigkeit von Funktionen ein.

Definition 5.1

Sei I ein endliches oder unendliches Intervell, wobei auch I = R zugelassen
ist. Ein System von Funktionen y1(z),... ,yn(x), die auf I definiert sind, heifit
linear unabhiingig iiber I, wenn aus der Beziehung

e rn(z)+ea-yo(z)+ tenyn(z) =0 firalexel
stets folgt, dass alle Koeffizienten Null sein missen:
cp=cp-=cp=0.

Andernfalls heifit das Funktionensystem linear abhingig iiber I.

Es gibt ein bequemes Hilfsmittel, die lineare Unabhiingigkeit von Funktionen zu
priifen, die Wronskische Determinante:

Definition 5.2
Wir setzen voraus, dass die Funktionen y1(z),... ,yn(x) (n — 1)-mal stetig dif-
ferenzierbar auf dem Intervall I sind. Die fiir © € I definierte Matriz

vi(z)  yalz) - ya(x)
yi(z)  wlz) o yp(2)
Wiz) = . :

v 2) g (@) -y ()

heifit die Wronskische Matrix zu yi(z),...,yn(z) . Ihre Determinante
det W(z) nennt man die Wronskische Determinante.
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Den Zusammenhang zwischen der Wronskischen Determinante und linearer Un-
abhingigkeit stellt der folgende Satz her:

Satz 5.1 Sind die Funktionen yi(z),...,yn(z) tber I linear abhingig und
(n — 1)-mal stetig differenzierbar, so gilt

detW(z) =0 firalezel.

Bemerkungen und Ergénzungen:

(1) Die Menge aller auf I definierten Funktionen bildet mit der iiblichen Addition
von Funktionen und der Multiplikation von Funktionen mit reellen Zahlen einen
Linearen Raum im Sinne von Band I, Kapitel 9, Der dort eingefiihrte Begriff
von linearer Unabhéngigkeit korrespondiert mit Definition 5.1. Man vergleiche
insbesondere Bemerkung (7) in Kapitel 9, Band I

(2)  Ist die Wronskische Determinante von %:1(x),... ,yn(z) an einer einzigen Stelle
z € I von 0 verschieden, so ist das System linear unabhéngig.

Beispiele:
(3) EsseilI=Rund
yi(z) =, yo(z) = x® - 2, ys(z)= 22° + 3z —4.
Die Wronskische Matrix
z 22 -2 20° + 3z —4
Wx)=[1 2=z dr + 3
0 2 4

hat die Determinante det W{(z) =0 fir allez € R .

Hier kénnen wir mit Satz 5.1 und Bemerkung (2) nicht auf Unabhingigkeit
schlieBen, aber auch nicht auf Abh#ngigkeit. Diese folgt aus der Beziehung
ya(z) =3 -yi(z) +2 ya(x) fiirallex e R.

(4) Sei I =R und
yi{z) =z, y(z)=sinz, ya(r)=cosz.

Fiir die Wronski-Matrix
0 —sinx —cosz

T sinz cosz
W(z)=|1 cosz —sinz gilt detW(z)=—=z.

Da die Wronskische Determinante nur fiir £ = 0 den Wert Null hat, ist das
Funktionensystem linear unabhiingig iiber R.
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(5)  Die lineare Unabhiingigkeit eines Funktionensystems héngt von dem zugrundelie-
genden Intervall ab. Es sei

, &
n(z)=1 firz € R und yg(m)z{o e

2 fir £>0.
Man erhalt fiir H
a) I = [~1,0] lineare Abhangigkeit, da
0-yi(x)+1-y2(z) =0 fiir alle x € Ih,

gilt,
b) I = [1,2] lineare Unabhingigkeit, da det W (z) = 2z > 0 fiir alle z € I} gilt.

Nun betrachten wir lineare Differentialgleichungen der Ordnung n:

an(z) - y™ + an_q(z) -y + -+ ag(z) - y = b(x) (1)

und lineare Anfangswertprobleme der Ordnung n, bei denen zur Differentialglei-
chung noch Anfangsbedingungen

y(zo) =0, ¥'(z0) =1 ... ™ (z) = any (2)

hinzukommen. Die Funktionen ao(z), ... ,an(z) heiflen die Koeffizienten der Dif-
ferentialgleichung, die Funktion b(z) die Storfunktion.

Wir beschriinken uns bei der Suche nach Lésungen auf Intervalle I, auf denen all
diese Funktionen stetig sind und auf denen die Koeffizientenfunktion a,(z) der
hochsten Ableitung y(™ keine Nullstellen besitzt. Der Anfangspunkt zo in der
Anfangsbedingung (2) liegt in diesem Intervall I. Im Folgenden ist I immer ein
Intervall mit diesen Eigenschaften.

Die Existenz und die Eindeutigkeit von Losungen klért

Satz 5.2
Das Anfangswertproblem (1) mit (2) besitzt auf I eine eindeutige Losung.

Diese Losung zu bestimmen, ist die niichste Aufgabe. Fiir die linke Seite der
Differentialgleichung (1) fithren wir die Abkiirzung L(y) ein, also

L(y) = an(z) - y™ + an-1(@) - 3"V + - +ao(2) y .
Damit bekommt die Differentialgleichung die Kurzform

L(y) = b(x) .

5. Lineare Differentialgleichungen der Ordnung n 41

Sie heifit inhomogen, wenn die Storfunktion b(z) nicht identisch auf I verschwin-
det. Die zugehérige homogene Differentialgleichung ist

L(y)=0.

Wir werden zunéchst Losungen der homogenen Gleichung suchen. Fiir diese gilt
das Uberlagerungsprinzip:

Satz 5.3

Die homogene Differentialgleichung L(y) = 0 besitzt die triviale Lisung y(z) = 0
fiir alle x € I.

Sind y1(x), ... ,yx(z) Lisungen, so ist jede Linearkombination

c1-y1(z) + ...+ ek - yr(z)

mit c1,...,cx € R eine Lisung.

Aus Losungen der homogenen Gleichung kann man also durch Uberlagerung viele

weitere gewinnen. Hat man geniigend viele, so kann man daraus sogar alle Lésun-
gen bilden:

Satz 5.4

Bilden die Losungen yi(z),...,yn(z) der homogenen Differentialgleichung
L(y) = 0 ein linear unabhingiges System, so ist die allgemeine Lisung die-
ser Differentialgleichung durch

y@)=cr-p(@)+...+enyalz), c1,...,c0 €ER

gegeben.

Bemerkung:

(6)  Satz 5.3 besagt, dass die Menge der Losungen einer homogenen linearen Differen-
tialgleichung einen Linearen Raum bilden (vgl. Band I, Kapitel 9). Aus Satz 5.4
entnimmt man, dass n linear unabhéngige Lésungen 1, ... , ¥, eine Basis bilden,
dass also dieser Raum n-dimensional ist.




42 5. Lineare Differentialgleichungen der Ordnung n

Definition 5.3

Ein System von n Lésungen y1(x),... ,yn(x) der homogenen Differentialglei-
chung L(y) = 0, das linear unabhingig ist, heift ein Fundamentalsystem
(oder eine Integralbasis) der Differentialgleichung.

Zur Bestimmung der allgemeinen Losung benétigt man also ein Fundamentalsy-
stem von Lésungen. Die Wronskische Determinante ist hilfreich, wenn die lineare
Unabhiingigkeit gepriift werden soll:

Satz 5.5

Seien y1(z), . .. ,yn(z) Losungen der linearen, homogenen Differentialgleichung
L(y) = 0 auf dem Intervall I. Dann gilt fir ihre Wronskische Determinante
det W(z) entweder

(i) det W(z) = 0 fiir alle x € I

oder

(ii) det W (z) # 0 fiir alle z € I.

Die Lésungen bilden genaw dann ein Fundamentalsystem, wenn der Fall (ii)
vorliegt.

Bemerkungen und Erginzungen:

(7)  Die Bedeutung dieses Satzes 5.5 liegt darin, dass man bei n gegebenen Lisungen
von L(y) = 0 leicht entscheiden kann, ob ein Fundamentalsystem vorliegt: Man
braucht nur in einem einzigen Punkt @ € I nachzupriifen, ob det W(z) # 0 ist
oder nicht.

(8)  Wegen Satz 5.2 besitzt die homogene Differentialgleichung eindeutig bestimmte
Losungen (), ... ,un(z), x € I, die die folgenden Anfangsbedingungen befrie-
digen:

1 fir i=k
ugk—l)(mo).—.éik: k=1 oy s
0 fir i#k
Fiir die Wronski-Matrix W (z) dieser n Lisungen gilt
W (zo) = I (=Einheitsmatrix), also detW(zo)=1.

Sie bilden also ein Fundamentalsystem. Damit ist nachgewiesen, dass eine homo-
gene lineare Differentialgleichung stets ein Fundamentalsystem besitzt.
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(9) Es sei betont, dass die Sétze 5.2 bis 5.5 unter der auf Seite 40 angegebenen allge-
meinen Voraussetzung formuliert wurden, dass also zum Beispiel a.(x) # 0 in I
angenommen wurde. Ohne diese Voraussetzungen sind die Aussagen im Allgemei-
nen nicht richtig, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel:
(10)  Die Differentialgleichung
z-(x—-1)-y"' —2z—-1)-4 +2.y=0

hat auf R die Lésungen g1 (z) = «* und y2(z) = (z—1)*. Sie bilden ein unabhingi-
ges System, denn ihre Wronskische Determinante det W (z) = 2z - (z — 1) ist nicht
identisch gleich 0. Auf der anderen Seite hat sie im Gegensatz zur Aussage (ii)
von Satz 5.5 zwei Nullstellen.

Auch die Eindeutigkeitsaussage von Satz 5.2 trifft hier nicht zu, denn die Anfangs-

bedingungen (0} = y'(0) = 0 werden sowohl von der trivialen Losung als auch
von der Lisung y; (z) = z* befriedigt.

Wir kommen nun zur Lésung der inhomogenen Differentialgleichung L(y) = b(z).
Wie schon in Kapitel 2 in Satz 2.2 bei linearen Differentialgleichungen erster Ord-
nung gilt auch allgemein fiir lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Satz 5.6
Die allgemeine Ldsung der inhomogenen linearen Differentialgleichung
L(y) = b(z) hat die Form

y(@) = yn(2) +y"(2),

wobei yp(z) die allgemeine Lésung der homogenen Differentialgleichung
L(y) =0 und y*(z) eine spezielle (partikulire) Lisung der inhomogenen
Differentialgleichung L(y) = b(z) ist.

Bemerkungen und Erginzungen:

(11)  Mit Satz 5.4 erhalten wir die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung in der Form

yi)=ca pnE)+.. . +en-yu(@) +y"(x), c,...,cn €ER.

Sucht man die spezielle Losung, die die Anfangsbedingungen (2) erfiillt, so miissen
die Konstanten ci,...,cn, geeignet gewihlt werden. Die Anfangsbedingungen
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fithren auf das lineare Gleichungssystem

c1 a0 — Y (zo)
c2 a1 — (y*)' (zo)
Wizo)-| . | = ;
Cn an—1 = (y*) " (z0)
fiir die Konstanten ¢y, ... ,c¢,, das wegen Satz 5.5 eindeutig losbar ist.

(12) Zur vollstindigen Lisung einer linearen Differentialgleichung wird man folgender-
maflen vorgehen:

a) Man bestimmt ein Fundamentalsystem zur homogenen Differentialgleichung
und erhélt dann mit Satz 5.4 die allgemeine Lésung y(z). Die Bestimmung
eines Fundamentalsystems kann mit Schwierigkeiten verbunden sein. Mit-
unter ldsst sich, wie im Fall der Ordnung 2 bei Methode IV in Kapitel 4
beschrieben, aus der Kenntnis einer Lésung ein Fundamentalsystem ermit-
teln. Wir bringen gleich ein Beispiel fiir den Fall n = 3. Einfacher ist die
Situation, wenn die Koeffizienten der Differentialgleichung konstant sind.
Dieser Fall wird in Kapitel 6 behandelt werden.

b) Man verschafft sich eine partikulire Lésung y*(z) der inhomogenen Glei-
chung, eventuell durch ,,Erraten”. Eine systematische Methode ist die Me-
thode der Variation der Konstanten, die wir gleich beschreiben werden.
Wir haben sie im Falle von Differentialgleichungen erster Ordnung (Methode
III in Kapitel 2) bereits kennengelernt.

¢) Mit Satz 5.6 erhiilt man durch Addition von yx(z) und y*(x) die allgemeine
Lésung der inhomogenen Gleichung.

Wir beschreiben nun die Losungsmethode der Variation der Konstanten, Aus-
gehend von der allgemeinen Losung

yh($)=01y1($)++cnyn($), Cl,...,CTLER,
der homogenen Gleichung machen wir den Ansatz
y(@) =vi(z) -y (2) +... + va(x) yn(2), (3)

und bestimmen die Funktionen v1 (), ... ,vn(z) so, dass y(z) die inhomogene Glei-
chung 16st. Dies geschieht wie folgt: Man 16st zuniichst das wegen Satz 5.5 fiir alle
z € I eindeutig 16sbare Gleichungssystem

vy (z) 0
A DVRRY Il B ' “
oh(x) b(z) an(z)
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Anschlieflend integriert man die durch (4) ermittelten n Funktionen
vi(z),...,v;(z) und setzt sie in (3) ein. Das Ergebnis ist die allgemeine
Losung der Differentialgleichung L(y) = b(z). Sie enthilt n Konstanten, die durch
die n Integrationen entstanden sind.

Beispiele:
(13) Die lineare Differentialgleichung
y’,—i-'y’+§2"€'y=$

zweiter Ordnung erfiillt die allgemeinen Voraussetzungen auf dem Intervall
I = (0, 00).

a) Die zugehorige homogene Gleichung hat die beiden Losungen

y(e)=c, )=

Diese hatten wir bereits in Beispiel (5), Kapitel 4 gefunden. Sie bilden ein
Fundamentalsystem, denn ihre Wronski-Matrix

.T.:'Eg

Wi(z) = hat die Determinante  det W(z) =2 > 0 fiir & > 0 .
12z

b) Das Gleichungssystem (4) lautet in diesem Beispiel
(i%)-(48)- )
122 vh(z) )~ \z
und hat die Losung
vi(z) = -z, wvi(z)=1.
Also gilt
v(r)=—-32’+c1, w(r)=z+c, c1,c2€R.
Nun erhilt man aus (3) die allgemeine Losung
y(x) =c1-T4ecz-z° +%'m3, c1,c2 ER.

(14) Das Anfangswertproblem

" _ 1 — ! —
y +y=_—— , y(0)=0,y((0)=1

hat auf dem Intervall (—%, Z) eine eindeutige Lésung, denn dort ist die Stérfunk-

tion b(z) = 5 ! stetig.

05 T
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a) Ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung ist
yi(z) =cosz, yo(r)=sinz.
b) Das Gleichungssystem (4) lautet
cost sinz vi(z)) _ 0
(—sina: cosz) - (ué(m)) - (cos~1 :1:)
und hat die Lésungen v} (z) = — tanz, v3(z) = 1. Also liefert die Integration
vi(z) =In(cosz)+c1, wmz)=z+c2, c,c2€R,
und die allgemeine Lisung der inhomogenen Differentialgleichung ist
y(z) = (In(cosz) +c1) -cosz+ (z+c2) -sinz, c1,c2 ER.

¢) Aus den Anfangsbedingungen ergeben sich die Konstanten ¢; =0, c2 = 1,
sodass

y"(z) =1In(cosz) - cosz + (xr + 1) -sinzx
die Lésung des Anfangswertproblems ist.
(15) Die lineare Differentialgleichung
22y —32% )ty —6.-y=2

dritter Ordnung soll fiir z > 0 geldst werden. Dort hat der Koeffizient z* von y"’
keine Nullstelle.

a) Wir erraten die partikulire Losung: y*(z) = —1.

b) Wir erraten fiir die homogene Gleichung die Losung 31 (2) = x und bendtigen
noch zwei weitere Losungen der homogenen Gleichung, um ein Fundamen-
talsystem zu erhalten.

¢) Mit dem Ansatz
ya(z) = v(z) pi(z) = v(z) =

(Variation der Konstanten) erhalten wir aus der homogenen Differentialglei-
chung v"'(z) = 0. Durch dreimaliges Integrieren ergibt sich

vzg)=c+ecz-r+es-x°, cGER, i=1723,
und somit die allgemeine Losung der homogenen Gleichung

2 3
yn(z)=c1-x+eca-z°+c3-z°, ci1,c2,c3 ER.
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d) Wir zeigen, dass die drei Lésungen
@)=z, we)=1", y(z)=:°

ein Fundamentalsystem bilden. Ihre Wronski-Matrix ist

.’B.’L‘2 '123

W(z)= | 1 2z 3z
0 2 6z

und hat die fiir x = 1 positive Determinante det W (1) = 2.

e) Die allgemeine Lésung der Differentialgleichung ist damit
y(z) = —%-i-clfﬂ-l-czwz-l-cws , c1,c2,c3€ER.

(16) Die Differentialgleichung

2® -y —32% Y +6z.y —6.y=2"

unterscheidet sich von der im vorigen Beispiel nur durch die Stérfunktion
b(z) = 2z®. Wir suchen auch hier eine Losung fiir z > 0. Da eine partikulire
Losung y* () jetzt nicht auf der Hand liegt, wenden wir die Methode der Variation
der Konstanten gemiB (3) und (4) an, wobei wir das im vorigen Beispiel ermit-
telte Fundamentalsystem verwenden. Wir erhalten das Gleichungssystem und die

Losung:
z z® g° v 0 1 (x) T
1203z |- vy | =0 ]| =>{vh(x) | =] -2
02 6z vh 2 vs(z) z71
Die Integration ergibt
vi(z) = %m2+c1 , vaz)=-2x4c, wi(z)=Inz+es

und somit die allgemeine Lésung

y(l'):Cl'$+Cz-$2+(03—%)°$3+w3°lnm, c1,c2,c3 ER.
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Us.1:

U5.2:

U5.3:

U5.4:

UBUNGEN

Priifen Sie bei den folgenden Funktionssystemen, ob sie linear abhingig

oder linear unabhingig iiber R sind:

a) n(z) =z, yoz)=¢€", ys(z)=sinz,

b)  w(z) =22, wa(z) =2-sinz, ys(z)=3z®—sinz.

Entscheiden Sie mit Hilfe der Wronski-Determinante, in welchen Féllen

die folgenden Funktionen ein Fundamentalsystem einer linearen Diffe-

rentialgleichung der Form (1) bilden konnen:

a') i ('7;) == 1) yz(l‘) =z, y3($) = 32)

b) Y1 (SU) =z, yg(:r:) = 1:2: 113(13) = fE5,

c) 11 (z) =sinz, yz(z) = cosz,

d) () =sin’z, ya(z) =2-cos?z, ys(x) =3,

e) w()=c" wnlz)=2-¢".

Gegeben sei fiir z > 0 die Differentialgleichung

rz-(z4+1)-y"—-2z+1)-y+2-y=2x-(x+1).

a) Uberpriifen Sie, ob die Funktionen y; (z) = (z + 1)? und y2(z) = #?
ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung bilden.

b) Berechnen Sie die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

durch Variation der Konstanten.

Gegeben sei fiir z > 0 die Differentialgleichung
1
2.y —-2.y==-Inz.
z
a) Zeigen Sie, dass die Funktionen

yl(I) =1, y2($) = ‘7;31 y?.(ﬂ:) =Inzx

ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung bilden.

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung
durch Variation der Konstanten.

Hinweis: f i dz = — s !

zt 3z3 93

U5.5:
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Uberpriifen Sie, ob die angegebenen Funktionen auf dem Intervall (0, cc)
ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung

y T+2

=y =0
Yy > Y=
bilden:

a)  wyz)=e"-(z-2), yu(z)=32+6,
b)  wn(z)=e"-(z-2), y(a)=2-3,
c) yi(z) =e* - (z—2), w(z) =4+ 2z — 2" + ze” .

Bestimmen Sie nun diejenige Losung der obigen Differentialgleichung,
die die Anfangsbedingungen

y(2) =8, y'(2)=2+¢

erfiillt.



50 6. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeflizienten

6 Lineare Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten

Es soll in diesem Kapitel auf den wichtigen Spezialfall eingegangen werden, dass
die Koeffizienten der linearen Differentialgleichung Konstanten sind. In diesem Fall
- so hatten wir schon im vorigen Kapitel angedeutet - gestattet das Auffinden eines
Fundamentalsystems ein wesentlich systematischeres Vorgehen. Auch die Bestim-
mung einer partikuliren Losung der inhomogenen Differentialgleichung gestaltet
sich in vielen Fillen einfacher als mit Hilfe der Methode der Variation der Kon-
stanten.

Betrachtet werden also lineare Differentialgleichungen von folgender Gestalt

L) =y™ +an—r -y D+ +a1y +a0-y = b(z)

wobei ap, a1, ... ,an—1 reelle Konstanten sind, und die Stérfunktion b(z) auf einem
Intervall I C R stetig ist.

Wir nennen wieder die Differentialgleichung

L(y)=0

die zugehorige homogene Differentialgleichung.

Bemerkung:

(1)  Die Lésungen der homogenen Differentialgleichung sind stets auf der gesamten
reellen Achse definiert. Fiir die Losungen der inhomogenen Gleichung allerdings
kann die Definitionsmenge ein Teilintervall I sein; dies hingt von der Storfunktion
b(z) ab.

Zur vollstindigen Losung der linearen Differentialgleichung gehen wir wieder den
iiblichen Weg, indem wir zuniichst ein Fundamentalsystem der zugehorigen homo-
genen Gleichung bestimmen. Hierzu machen wir den Ansatz

y(z) =e

mit einer reellen oder komplexen Konstanten A. Setzt man diese Funktion mit
ihren Ableitungen in die Differentialgleichung ein, so ergibt sich die Gleichung

()\”-I—an_l L +---4a ')\-f-ao) M =0,
Da der Faktor e** nicht verschwindet, muss

PA)=X4a,_1- A" 4+ da1-A+a=0 (1)
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sein. Das Polynom P()) wird das charakteristische Polynom der homogenen
Differentialgleichung genannt. Also ist y(z) = e*® genau dann eine Losung der
homogenen Differentialgleichung, wenn A eine Nullstelle des charakteristischen Po-
lynoms P(A) ist. Ist A eine mehrfache Nullstelle von P(A), so erhilt man weitere
Losungen:

Satz 6.1
Ist X eine k-fache reelle Nullstelle des charakteristischen Polynoms der homo-
genen Differentialgleichung L(y) = 0, so besitzt diese die k linear unabhingigen
Lisungen

1 Az

)\m’ cre yk(fﬂ'):$k_ t€

niz) = e , Yo(z) =z -

Ist A = a+1 3 eine komplexe Nullstelle des charakteristischen Polynoms, so ist die
Funktion y(x) = e*® eine komplexwertige Funktion und deshalb hier als Lésung
nicht zu gebrauchen. Mit Hilfe der Eulerschen Formel (Band I, Definition 5.2)
erhilt man aber

ez\:t: = eax+i Bx

=e" .cosfx+1i-e*" -sinfz

und es zeigt sich, dass sowohl der Realteil e*” - cos Sz dieser Funktion als auch der
Imaginérteil ** -sin Bz reelle Losungen der homogenen Differentialgleichung sind.
Mit A = o + i £ ist auch die konjugiert komplexe Zahl X = a — 1 3 eine Nullstelle
von P(A). Mit dieser erhalten wir aber keine weiteren Losungen der Differential-
gleichung: Die Funktion (z) = e**~% #= hat den gleichen Realteil und bis auf das
Vorzeichen den gleichen Imaginirteil wie y(z) = e**+* A*. Mit einem Paar A und
A konjugiert komplexer Nullstellen des charakteristischen Polynoms gewinnt man
also zwei reelle Losungen der homogenen Differentialgleichung. Handelt es sich um
mehrfache komplexe Nullstellen, so gewinnt man weitere Lésungen:

Satz 6.2

Ist \ = o +1i 3 eine k-fache kompleze Nullstelle des charakteristischen Po-
lynoms P()) der homogenen Differentialgleichung L(y) = 0, so besitzt diese
Differentialgleichung die linear unabhingigen Lésungen

y1(z) = e* -cosfz , ya(z) =z -€*®-cosBx, -+, yr(z) = 2F ! - e*® . cos Bz
und
Yr+1(Z) = e®F-sin Bz, Yri2(z) = z-e*®sinfx, -, yar(z) = z*"1.e*%sin Bz
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Diese beiden Sitze erméglichen die Konstruktion eines Fundamentalsystems fiir
die homogene Differentialgleichung:

Satz 6.3 Mit den n Nullstellen des charakteristischen Polynoms (mehrfache
Nullstellen auch mehrfach gezihlt) erhdlt man mit Hilfe von Satz 6.1 und Satz
6.2 genau n Lisungen der homogenen Differentialgleichung, die zusammen ein
Fundamentalsystem bilden.

Bemerkung:

(2)  Sind die Nullstellen Ay,..., A, von P(}) reell und einfach, so bilden

yi(@) =eM®, pa(z) =™ ..., ya(z) =&™*

ein Fundamentalsystem.
Beispiele:

(3)  Zu der Differentialgleichung y"” + a1 - ' + ao - y = 0 der Ordnung 2 gehért das
charakteristische Polynom P(A) = A% 4 a;1 - A + ao mit den Nullstellen

A2 = —% - (a1 £ 4/a} — 4 ag). Sie hat im Falle

1. a} > 4 ag die allgemeine Losung y(z) = ¢1 - €™ + ¢ - 27,

2. a] =4 ao die allgemeine Losung y(z) = (¢1 + caz) - g~dere
3. a} < 4 ag die allgemeine Losung y(z) = e~tmre. (€1 cos Bz + ¢ sin Bz) mit
8= %1'/4 ag — a?.
(4)  Das charakteristische Polynom von y"' — 63" + 11y’ — 6y = 0 lautet
PO =X -6 +11A—6=A-1)-(A—2)- (A —3).

Also haben die Nullstellen Ay = k, k = 1,2, 3, alle die Vielfachheit 1. Die Funk-
tionen

yl(x) = ea:, yz(:n) = e2a:; y3(3"3) e

bilden ein Fundamentalsystem, und die allgemeine Lésung lautet

2 3
yz)=c-e"+ea-e +e-e”, er,c2,c ER.

(5)  Die Differentialgleichung 3"’ +2y"’ —2y' —y = 0 hat das charakteristische Polynom

POY=2+222-22-1=+1)% (A-1)
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mit den Nullstellen

A1 = —1 (dreifach) und A2 =1.
Ein Fundamentalsystem lautet

vi(@) =€, pe) =ze™, ya(e) =2’ e77, ya(z) =¢”,
und die allgemeine Lésung

y@)=(c1+cex+esx?)-e +ca-€”, c1,02,c3,c4 ER.
Kommen noch die vier Anfangsbedingungen

y(0) =4'(0) =y"(0) =y"(0) =1

hinzu, dann sind die Konstanten ¢, v = 1,2, 3,4, eindeutig festgelegt, und man
erhélt die spezielle Losung

y(x) =e€”.
(6)  Die Differentialgleichung y” + y = 0 hat nach Beispiel 3 die allgemeine Losung

y(z) =c1 cosz+co sinx .

7 as charakteristische Polynom = A" —1 der Differentialgleichung 4y —y =
Das charakteristische Polynom P(\) = A% —1 der Differentialgleichung y""” 0

hat die Nullstellen
=1, de=-1, As=i Ai=-1i,

und hieraus ergibt sich das Fundamentalsystem

E

yi(z) =e", yr)=e ", ys(z)=cosz, ya(z)=sinz.

Wir kommen nun zur Lésung der inhomogenen Differentialgleichung L{y) = b(z).
Hat man ein Fundamentalsystem der zugehérigen homogenen Differentialgleichung
ermittelt, dann ist lediglich noch eine spezielle Losung y*(z) zu bestimmen, um die
allgemeine Losung zu erhalten. Dies ist, wie im vorangegangenen Kapitel erldutert,
mit der Methode der Variation der Konstanten méglich. Im Falle konstanter Ko-
effizienten gibt es aber eine einfachere Methode, die in manchen Fallen zum Ziel
fiihrt, ndmlich den Ansatz vom Typ der Storfunktion. Er ist mit Erfolg an-
wendbar, wenn die Stérfunktion von der Form

b(z) =e*cosfB - (amz™ + ...+ a1z + ap)
oder

b(z) =e**sinf z - (bpz™ +...+ b1z + bo)
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ist. Hierzu gehoren insbesondere Polynome, Exponentialfunktionen und trigono-
metrische Funktionen. In all diesen Fillen gibt es eine Losung y*(z), die vom
gleichen Typ ist, und die man ausgehend von einem entsprechenden Ansatz be-
stimmen kann. Dabei muss man zwei Fille unterscheiden:

Fall 1: Die Zahl A = e+ 3 ist keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms
P(}). Dann kommt man mit dem Ansatz

y*(z) = e** (cosﬁ’ - (Apz™+...+ Ayz+ Ag) +sin B z- (Bpz™ +.. .+Bla:+BO))
zum Ziel.

Fall 2: Die Zahl A = a+ 14 3 ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms
P(A) mit der Vielfachheit k¥ > 1. Dann ist der Ansatz

y*(z) = z*-e2® (cosﬁ z-(Amz™+. . .+ A1z+Ag)+sin f z-(Bpz™+.. .+Bla:+Bg))
geeignet. In diesem Fall ist die Stoérfunktion mitunter selbst eine Losung der
homogenen Differentialgleichung. Man nennt ihn den Resonanzfall.

Setzt man die Ansatzfunktion in die Differentialgleichung ein, so kann man durch
Koeflizientenvergleich die unbekannten Koeffizienten A,,,... , Ao, Bm,... ,Bo be-
stimmen. Wir stellen einige Beispiele fiir den Fall 1 zusammen, in dem A keine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist. Liegt Fall 2 vor, ist also A eine
k-fache Nullstelle von P(}), so ist jeweils noch der Faktor z* hinzuzufiigen.

Storfunktion b(zx) A Zugehoriger Ansatz y*(z)

Amx™ + ...+ a1z + ap 0 Apz™+ ...+ A1z + Ay

A a A-e*”

e* (amz™ + ...+ a1 + ag) a e (Apz™ + ...+ A1z + Ap)
a-cosflx i A-cosfxz+B-sinflz
b-sinfl z ip A-cosfz+ B-sinflx
a-e*®cosf x a+if e“"’(Aocosﬁ:c—l-B-sinﬂm)
b-e*®sinf z a+1f e“”(A-cosﬂm+B'sinﬂ:c)
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Bemerkung:

(8)  Ist b(z) eine Linearkombination dieser in der Tabelle angefithrten Funktionen,
dann macht man auch einen entsprechenden Ansatz fiir y*(z). Sind in b(x) einige
der Koeffizienten a, gleich Null, so ist trotzdem der volle in der rechten Spalte
angegebene Ansatz erforderlich.

Beispiele:

(9)  Man bestimme alle Lisungen der Differentialgleichung

i H

dy" 4+ 8y — 8y + 4y = 4a® .
a) Losung der homogenen Differentialgleichung: Man erhilt
PA)Y =X =4 48X -8 4+4=(A—-(14+9)* - (A - (1 -~

Die Nullstellen sind also konjugiert komplex von der Vielfachheit 2. Mit
Satz 6.2 erhilt man das Fundamentalsystem

yi{z) =e®-cosz, 1yalz)=x € cosz,
ya(z) =¢® -sinz, yi(z)=z " sinx.

b) Bestimmung einer partikuliren Lésung y*(z) durch Ansatz vom Typ der
Stérfunktion:

¥ (2) = Asz” + A1z + Ao .
Differenzieren und Einsetzen liefert die Gleichung
445 -2 + (441 — 244;) - + (440 — 841 + 2445) = 4? |

woraus man durch Koeflizientenvergleich 4z =1, A; = Ag = 6 erhiilt.

c¢) Die allgemeine Lésung der inhomogenen Differentialgleichung lautet also
y(z) =€® - [cosz - (c1 + caz) +sinz - (c3 + caz)] +2° + 6246 .

(10) Wir betrachten die Schwingung eines Federpendels, die wir in Beispiel (10) in
Kapitel 1 durch die Differentialgleichung

m-2+r-z+k-z=0

beschrieben haben. Diese lineare homogene Differentialgleichung beschreibt eine
freie Schwingung. Hier wollen wir die Bewegung unter Einwirkung einer dufieren
Kraft betrachten, also eine erzwungene Schwingung. Den Einfluss der &ufieren
Kraft beschreiben wir in der Differentialgleichung durch eine Stérfunktion, die wir
in diesem Beispiel als b(t) = cos 8t annehmen. Zu lésen ist also die inhomogene
lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

m-&+r-s+k-z=cospt

fiir die Funktion z(t).
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a) Wir l8sen zunichst die homogene Gleichung, untersuchen also die freie
Schwingung. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms lauten

T r? k
M2 = o NV T
In Abhiingigkeit von dem Term unter der Wurzel gibt es drei Félle:

Fall 1: v < 4km. (,periodischer Fall”)
Die Nullstellen sind komplex, und die Ldsungen lauten

z(t) =e % - (c1-coswt+ ¢z -sinwt), c1,c2 ER,

mit g = 53— undw = 4/ % — p2. Sie stellen geddmpfte Schwingungen
mit der Kreisfrequenz w dar.

Az

VR

Fiir ¢ = 0 (keine Reibung) handelt es sich um eine harmonische

Schwingung mit der Kreisfrequenz wo = \/% , der Frequenz der un-
gedampften, also der harmonischen Schwingung. Im geddmpften Fall ist
w < Wwo.

Fall 2: r? > 4km. (,aperiodischer Fall”)
Die Nullstellen A; und A sind reell, verschieden und beide negativ. Die

Lésungen
z(t)=c1- e + ez et c,2€R,
B z(t)
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sind Funktionen, die ohne Schwingungen (aperiodisch) abklingen.

Fall 3: 72 = 4km. (,aperiodischer Grenzfall”)
Nun liegt eine negative Nullstelle A = — 5~ der Vielfachheit 2 vor, und
die Losungen lauten

z(t) = (c1 + c2 -t)e'\t , ci,cz€ER. (2)

Die skizzierte spezielle Lisung beschreibt ein Abklingen des Pendelaus-
schlages, bei dem das Pendel noch einmal durch die Ruhelage schwingt,
um dann langsam endgiiltig in die Ruhelage zuriickzukehren.

b) Wir lésen nun die inhomogene Gleichung durch Bestimmung einer parti-
kuldren Lésung z*(t) durch Ansatz vom Typ der Stérfunktion. Liegt nicht

der Resonanzfall vor, der bei r = 0 (keine Reibung) und 8 = 4/ L eintritt,
m

so ist nach der Tabelle
z*(t) = A cos Bt + B -sin ft

anzusetzen. Der Koeffizientenvergleich ergibt ein lineares Gleichungssystem
fiir A und B mit der Lisung

A= k —mp® rf3
(rB)? + (k — mp?)* (rB)* + (k —mpB?)? -

Mit Additionstheoremen ergibt sich daraus die Losung

z"(t) = a - cos(Bt — o)

und B =

< ; 1
mit der Amplitude o = \/ A+ (k= mpP) und der Phasenverschiebung

(o = arctan 5- Es handelt sich um eine harmonische Schwingung

8
k—mp?
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U6.1:

U6.2:

U6.3:

U6.4:

mit der gleichen Frequenz wie die Storfunktion. Die allgemeine Lisung der
inhomogenen Gleichung ist die Uberlagerung dieser Schwingung mit der ab-
klingenden allgemeinen Lésung der homogenen Gleichung.

Im Resonanzfall r = 0, k = m/3* muss der Ansatz

z*(t) =t- (A cosft + B -sin ft)

gewihlt werden. Man erhilt wiederum ein Gleichungssystem fiir A und B

1
mit der Losung A =0 und B = —, also .
2np U6.5:
T I
z*(t) = omB sin At .

Die Amplitude dieser Schwingung wichst linear an. Man spricht deshalb von
der Resonanzkatastrophe.

UBUNGEN

Geben Sie zu den folgenden linearen homogenen Differentialgleichungen
jeweils ein reelles Fundamentalsystem an:

a)  y®W —10y® +35y" — 50y +24y =0,

b)  y®—2y® +y" =0,

c) YW+ -4y=0,

d ¢y —4y®) 4 9y" —10y' =0.

Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme:

a) ' -3'+2=0, y(0)=2,y(0)=0,

b) ¥+ +4y=0, y(0)=0,y(0)=1,

c) y'+4y=0, y0)=0,y'0)=1.

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
y" — 4y + 5y’ — 2y = b(x)

mit
a) b(z) =e”,

b) b(z) =sin2z, c) b(z) =e” +sin2z.

Gegeben sei die Differentialgleichung
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a) Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung durch Berechnung ei-
nes Fundamentalsystems der homogenen Gleichung und einer par-
tikuliren inhomogenen Losung y*(z) durch Ansatz vom Typ der
Stérfunktion fiir b(z) = 2 + e22.

b) Geben Sie den Ansatz fiir y*(z) an fiir die Storfunktion
b(z) = cosz + x - e~* (die explizite Berechnung von y*(z) ist nicht
verlangt).

Losen Sie das Anfangswertproblem

y(0)=9¢'(0)=0,

indem Sie zunéchst ein Fundamentalsystem fiir die homogene Gleichung
und sodann eine spezielle Losung y*(z) der inhomogenen Gleichung
durch Ansatz vom Typ der Storfunktion bestimmen.

y" — 4y’ + 3y = €% -sinz
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7 Systeme von Differentialgleichungen

In den Anwendungen hat man es oft mit Systemen von Differentialgleichungen zu
tun. Es handelt sich dabei um mehrere Differentialgleichungen, in denen mehrere
gesuchte Funktionen und ihre Ableitungen auftreten. Ein klassisches Beispiel, das
wir auch am Ende dieses Kapitels noch behandeln werden, ist die Beschreibung
der Schwingungen zweier gekoppelter Federpendel.

Dieses Kapitel ist in drei Abschnitte eingeteilt: Zunéchst wird gezeigt, wie man
Einzeldifferentialgleichungen hoherer Ordnung in dquivalente Systeme von Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung iiberfithren kann. Der zweite Abschnitt behan-
delt lineare Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung. Schliefilich wird
anhand eines Beispiels eine Eliminationsmethode zur Losung solcher Systeme
beschrieben.

Gegeben sei eine Differentialgleichung der Ordnung n in expliziter Form

y™ = fz,9,9',... .4 N) . (1)

Lost die Funktion y(z) diese Differentialgleichung, so befriedigen die Funktionen
21(z) =y(@), 2(@) =¢'@) - , 2(@) =y V(2) (2)

das System von n Differentialgleichungen 1. Ordnung:

g = 23
25 = Z3
2zt = P20, 20,00 2 %0)
Hat man umgekehrt eine Losung (21 (x), 22(x), ... , zn(z))T des Systems gefunden,

so ist die erste Komponente z;(z) des Loésungsvektors eine Losung von (1). In
diesem Sinne sind die Differentialgleichung der Ordnung n und das System der
Ordnung 1 &quivalent.

Bemerkungen und Erginzungen:
(1)  Kommen zur Differentialgleichung (1) noch n Anfangsbedingungen
y(zo) = a0, ¥'(mo) = ... , ¥ (@0) = an-

hinzu, hat man also ein Anfangswertproblem, so entsprechen diese den Anfangs-
bedingungen

z1(wa) = @o , z2(zo) =1 ..., 2Za(To) = Q-1

fiir das System.
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(2)  Die Umformung einer Einzeldifferentialgleichung der Ordnung n in ein System von
n Differentialgleichungen der Ordnung 1 ist in zweierlei Hinsicht von Bedeutung:

Erstens sind die Existenz- und Eindeutigkeitssitze von Kapitel 3 leicht auf Syste-
me ibertragbhar, woraus sich fiir Differentialgleichungen n-ter Ordnung entspre-
chende Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen ergeben.

Zweitens gibt es effektive numerische Lésungsverfahren fiir Systeme erster Ord-
nung, die sich damit zur numerischen Lisung von Differentialgleichungen hoherer
Ordnung einsetzen lassen. Man vergleiche hierzu Kapitel 27.

Beispiel:
(3)  Die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten:
Y™ a1y V4 tar oy + a0y =b(w) (3)
geht in das System

2 = 22
'
Z3 = Z3
o
ZTp = —G0Z1 —G1%2 —0223 ... —On_12n + b(T)

iiber. Dies ist ein lineares Differentialgleichungssystem, das homogen ist, wenn
b(x) = 0 gilt, und sonst inhomogen ist.

Bemerkungen und Erginzungen:

(4)  Fir das System in Beispiel (3) bietet sich eine Kurzschreibweise an: Mit den

Abkiirzungen
z1 0o 1 0--- 0 0
22
7= |, A= . 5, 7 und b(z) =
: 0 .0 en. 0 1 0
Zn —Qp —@1 + ccc —Qp—i b(z)

hat das System die Form
' =A-Z+0b().
(5)  Eine Matrix der Form wie die Koeffizientenmatrix A in (4) heifit Frobeniusma-
trix. Jhr charakteristisches Polynom
PaA)=X"+an-1- A"+ tar- Atao

ist identisch mit dem zur Einzeldifferentialgleichung gehérigen charakteristischen
Polynom.
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Im zweiten Teil dieses Kapitels betrachten wir lineare homogene Systeme von
Differentialgleichungen 1. Ordnung, die wir, wie in Bemerkung (4) fiir das Beispiel
bereits durchgefiihrt, in vektorieller Kurzform schreiben wollen:

mit dem Vektor ¥ = (y1,... ,¥n)? der gesuchten Funktionen, dem Vektor
7' = (4,...,yh)T ihrer Ableitungen und der reellen n x n-Koeflizientenmatrix

A= (aik)n,n-

Wie bei linearen homogenen Einzeldifferentialgleichungen hat ein solches Sy-
stem immer die triviale Lésung §(z) = (0,0,...,0)7, und mit k Losungen
71(z), ... ,Tk(z) ist auch jede Linearkombination () = c1 - #1(z) +. ..+ cx - ¥k (z)
eine Losung. In anderen Worten: Die Menge aller Lésungen bildet einen Linearen
Raum. Darum benétigen wir nur eine Basis, um die allgemeine Losung zu erhalten.
Eine solche Basis heifit ein Fundamentalsystem.

Satz 7.1 Sei A eine n x n-Matriz. Das lineare homogene System

j=Ag
besitzt ein Fundamentalsystem von n Lisungen §1(z), ... ,n(x).
Besitzt A die Eigenwerte Ay, ..., An mit zugehdrigen Eigenvektoren v1,... ,Un,

so sind die Funktionen
i () = eMP s ; aus 5 al) =@

Lisungen des Systems. Sind die Eigenvektoren linear unabhdngig, so bilden diese
Funktionen sogar ein Fundamentalsystem.

Bemerkungen und Erginzungen:

(6)  Besitzt die Matrix A n linear unabhingige Eigenvektoren, so ist sie ,,diagonalihn-
lich” (siehe Band I, Kapitel 13). Nur in diesem Fall liefert der Satz explizit ein
Fundamentalsystem und die allgemeine Losung des Systems:

—

= A — Anx
Jl@)=c1- e ti+...4+cn " by .

(7) Ist die Koeffizientenmatrix A nicht diagonalihnlich, so erhalt man iiber die Ei-
genwerte und die Eigenvektoren allein noch kein Fundamentalsystem.
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(8)  Die in Beispiel (3) auftretende Frobeniusmatrix A ist nur dann diagonaldhnlich,
wenn ihre Eigenwerte paarweise verschieden sind. Hat also das charakteristische
Polynom der in diesem Beispiel betrachteten linearen Differentialgleichung mehr-
fache Nullstellen, so haben wir mit Satz 7.1 zwar Lésungen des zugehorigen Sy-
stems erster Ordnung gefunden, aber noch kein Fundamentalsystem.

Wir setzen nun voraus, dass die Matrix A diagonaldhnlich ist. Ist ) ein komplexer
Eigenwert von A, so erhalten wir durch Satz 7.1 komplexwertige Lésungen. Ahnlich
wie in Kapitel 6 konnen wir daraus reelle Lésungen gewinnen.

Sei A = a +14 S ein komplexer Eigenwert und ¢ = @ + i b mit Ea’,g € R" ein
zugehdriger Eigenvektor. Dann ist

=

J(@) =e* - 7=eti P2 (g4 ])

= € - (cosfz-d~sinfz-b)+ie® - (sinfx- @+ cosfz-b).

Nun sind sowohl der Realteil

7i(z) = e - (cos fx - @ — sin Bz + 5)
als auch der Imaginirteil

¥a(z) = e*® - (sin Bz - @ + cos fx - (}')

von §(x) Losungen des Systems, sodass wir aus einer komplexen Losung zwei
reelle Losungen gewinnen. Da mit dem komplexen Eigenwert X auch die konjugiert
komplexe Zahl ) ein Eigenwert ist, und die zugehérige komplexe Lisung bis auf das
Vorzeichen gleichen Realteil und gleichen Imaginirteil wie §(x) besitzt, erhalten
wir insgesamt aus zwei konjugiert komplexen Lésungen zwei reelle Losungen. Wird
dieser Austausch fiir simtliche komplexen Eigenwerte durchgefiihrt, so entsteht ein
Fundamentalsystem aus reellen Losungen.

Beispiele:
(9)  Die Differentialgleichung
y”—Z'yf‘l-y:U
ist zu dem System erster Ordnung
Z1 ! _ 01 . Z1
z2) T\ —-12 z2
dquivalent. Die Koeffizientenmatrix hat die Eigenwerte A\; = A3 = 1, ist also nicht
diagonaldhnlich (siehe Bemerkung (8)).
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(10)

(11)

Zu der Differentialgleichung
y' —3y +2y=0
gehort das dquivalente System
(2)-(24)-(2)
z2 -2 3 z )

Man errechnet fiir die Eigenwerte und Eigenvektoren der Koeflizientenmatrix

" 1
et e () e a2,

sodass ein Fundamentalsystem lautet

Az} = . (}) )= (;) .

Als allgemeine Losung (vgl. Bemerkung (6)) erhdlt man

© 2z
o c1-e"+co-e
Z(z) = ci,ca ER.
() (61-824-262'82“:)’ ]

Die Koeflizientenmatrix A des Systems
Y1 = 2y
Yo = —y1+ 2y

hat die Eigenwerte A =147 und A = 1 — i. Zu A gehort der Eigenvektor
o 2 _ (2 . {0
= (u3:)-()+ ()
Daraus erhalten wir ein reelles Fundamentalsystem
Lo 2\ . (0
#i(z) =¢e"- [cosx . (1) —sing (1)],
Po(z) = &% - [sin.r - (f) +cosz- ((1])] ,
sodass die allgemeine reelle Losung durch

yi(z)\ z 2c1 -cosz + 2¢cy -sing R
(y2(.’ﬂ))_e ((q+cz)-cosx+(cz-c1)-sina; L

gegeben ist.
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(12) Die Schwingungen zweier gekoppelter Pendel kénnen, wenn man von der Reibung
absieht, durch ein System von zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung der
Form

Ti=a-z1+b z2

(4)

To=c-o1+d- x2

mit reellen Konstanten a,b,c, d beschrieben werden. Durch Einfiihrung der zwei
Funktionen

z3(t) = 21(t) und xa(t) = @o(t)

erhilt man das folgende System erster Ordnung:

:?'.71 0010 Ty
.’i‘z _ 0001 T2
z3 | | ab00 T3
T4 cd00 Tq

Wir wollen die allgemeine Lésung im Fallea =d =7, b = 1 und ¢ = 4 bestimmen.
Man erhélt als Eigenwerte und Eigenvektoren:

1 1

)\12=ﬂ:3 )\34::&\/5 ’312= 2 '1_).34: ;-
Al B » 2= lag ] B +v6
+6 +2-+/5

Von der allgemeinen Lésung
4
Z(t) = ZCV vt
v=1

nimmt man nun die ersten beiden Komponenten, die die allgemeine Losung des
Ausgangssystems (4) liefern:

z1(t) =1 e b ey Moy eV gy e VB
z2(t) =2 (cl e ey —cgeYSt — gy e"/gt) .
Eine andere - oft einfachere —~ Methode, ein Differentialgleichungssystem zu l6sen,

besteht in einem Eliminationsverfahren. Wir wollen dies am Beispiel (12) de-
monstrieren:

a) Differentiation der ersten Gleichung von (4) liefert

:1':54):(1-:}314-6-&52.




66 7. Systeme von Differentialgleichungen

b) Auflésen der ersten Gleichung von (4) nach x(t) liefert

b'mngﬁl—a'ﬂh.

¢) Setzt man #; aus der zweiten Gleichung von (4) und b-z2 aus b) in Gleichung
a) ein, so ergibt sich

m§4) =(a+d)- & + (bc—ad)-z1 .

Dies ist eine Differentialgleichung vierter Ordnung allein fiir z1(¢). Hat man
sie gelost, also z; (t) bestimmt, so erhalt man mit b) auch z5(t) (vel. UT.6).

U7.1:

Ur.2:

U7.3:

UBUNGEN

Zeigen Sie, dass die Frobeniusmatrix A in Bemerkung (5) das charakte-
ristische Polynom

PaA) =X 4an1- X1+ +ar-A+ao

besitzt.

Anleitung: Entwickeln Sie det(\ — A) nach der ersten Zeile und fiihren
Sie vollstindige Induktion iiber die Reihenzahl n durch.

Bestimmen Sie die allgemeine reelle Lésung des folgenden Systems linea-
rer Differentialgleichungen

Y=2-y1+y
yy=-y1+2-y2.

Bestimmen Sie die allgemeine Lsung des Systems

—»f_ 33 .—u

a) mittels der Eigenwerte und Eigenvektoren,

b) durch die Eliminationsmethode.

U7.4:

U7.5:

U7.6:
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a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Systems

422
g'=1242] 7.
224

b) Bestimmen Sie diejenige Losung aus Teil a), die der Anfangsbedin-
gung

-]
g(0)=( )
2

geniigt.

Bestimmen Sie die allgemeine reelle Lésung des Systems

1-1-1
g'={110]-7.
301

Losen Sie mit dem Eliminationsverfahren das System in Gleichung (4)
fiir die Schwingungen der gekoppelten Pendel. Rechnen Sie mit dem
Zahlenbeispiel: a =d =7, b = 1, ¢ = 4 und vergleichen Sie das Ergebnis
mit dem in Beispiel (12) gewonnenen.
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8 Approximative Losungsverfahren

Es gibt viele Differentialgleichungen, deren Losungen nicht mehr durch elemen-
tare Funktionen (z.B. Polynome, trigonometrische, Exponential- oder Logarith-
musfunktionen) ausgedriickt werden konnen. Dies ist nicht weiter verwunderlich,
wenn man bedenkt, dass man auch schon bei der Intzegra,tion vor derselben Si-
tuation steht. So sind die Stammfunktionen von e™* oder von % -sinz keine

elementaren Funktionen mehr. Ein Beispiel fiir eine nicht elementar losbare Diffe-
rentialgleichung ist

y’=m2+y2.

In Kapitel 1 haben wir das Richtungsfeld zu dieser Differentialgleichung gezeich-
net und in Kapitel 3, Beispiel (7) ein Anfangswertproblem niherungsweise gelost.
Da sie, wie man nachweisen kann, keine elementaren Losungen besitzt, ist man,
wie immer in solchen Fillen, auf Niherungsverfahren angewiesen. Oft sind
Niherungslosungen fiir den Praktiker ausreichend.

Es seien hier drei Verfahrenstypen genannt:
1. der Potenzreihen-Ansatz,
2. das Verfahren der schrittweisen Niherung nach Picard-Lindelof und

3. die numerische Losung durch Differenzenverfahren.

Das Verfahren von Picard-Lindelsf ist in Kapitel 3 behandelt worden. Es wurde bei
dem oben genannten Beispiel demonstriert. Die Differenzenverfahren, die fiir die
Praxis von grofier Wichtigkeit sind, werden in den Kapiteln 27 und 28 eingefiihrt.
Die zuerst genannte Methode, der Potenzreihen-Ansatz, ist das Thema dieses
Kapitels.

Gegeben sei das Anfangswertproblem

y' = f(a:,y) ) y(-’L‘O) =%Yo . (1)

Es gilt

Satz 8.1

Falls die Funktion f(z,y) in einer Umgebung von (xo,yo) in eine konvergente
Potenzreihe bzgl. x und y entwickelbar ist, dann ist auch die (eindeutig bestimm-
te) Lisung y(z) des Anfangswertproblems (1) in einer Umgebung von zg in eine
konvergente Potenzreihe entwickelbar.
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Aufgrund dieses Satzes geht man folgendermafien vor: Man setzt die gesuchte
Lésung als eine Potenzreihe mit unbekannten Koeffizienten an

oC
y(z) = Zav (2 —20)”,
v=0
differenziert gliedweise

oo
y'(z) = Z 2% By (B ),
v=1

setzt diese Reihen in die Differentialgleichung ein, ordnet nach Potenzen von x—zg
und berechnet die Koeffizienten a, , v = 0,1,2,... , durch Koeffizientenver-
gleich. Dabei liefert die Anfangsbedingung in (1) den ersten Koeffizienten ay.

Beispiele:
(1)  Wir losen das Anfangswertproblem
y=2"+y" , y(0)=0.
Wegen zo = 0 lautet der Potenzreihen-Ansatz
y(z) = ao + a1z + asz® + asz® + - .
Differentiation und Einsetzen liefert die Gleichung
a1+ 2027 + 3asz® + - + (kK + Dagsr -2 + - -

=z’ + (a0 + a1z + - +aps’ +--. )?
k
=a§+2aua1x+(1+2aoaz+af)-a:2+~-+za»-ak7u-m’“—f—w

v=0

Da beide Potenzreihen iibereinstimmen sollen, erhilt man durch Koeffizientenver-

gleich:

1. Wegen y(0) =0, folgt ap =10

2. ai=ai=0, also a1 =0
3. 2a2 =2ap0:1 =0, also ay =0
4. 3az =1+ 2a0az +a?=1, also a3 = %
5. day = 2apas + 2a1a2 =0, also a4 =10

6. bas = 2apa4 + 2a1a3 +a3 =0, also a5 =0

7. 6as = 2apas + 2a1a4 + 20203 =0, also ag =10

8. Tar = 2a0as + 20105 +2a204 +a3 =5, also a7 = & .

Also ist der Anfang der gesuchten Potenzreihe
y(@) = §2° + o'+

Man vergleiche hierzu das Beispiel (7) in Kapitel 3. Dort wurde das gleiche An-
fangswertproblem mit dem Verfahren nach Picard-Lindelsf niherungsweise gelést.
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(2)

(3)

Wir 16sen das Anfangswertproblem
y =1+3" , y(2)=0.

Hier ist o = 2. Man setzt daher die Potenzr.eihe
y(m)=ag+a1-(z—2)+---+ak-(z—2)k+--- .

an. Es ergibt sich die Gleichung
ai +2a2-(m—2)+---+(k+1)-ak+1'(:E—2)k+--- =

=1+ (iau(z - 2)"')2

=0

k
k
=(1+a3)+2aga1~(m—2)+---+Za,,ak_,,-(w—2) +e

=0
Koeffizientenvergleich liefert:
1. Wegen y(2) =0 folgt ao =0
2. ay=1+ai=1, also a1 =1
3. 20,2 = 2apa; = 0 f also a2 = 01
4. 3a3 =2apaz+ai=1, also a3z =3
5. 4a4 = 2a0as + 2a102 =10, also a4 = 02
6. bas = 2apas + 2a103 +a,§ = % , also as =% .

Wir erhalten als Anfang der gesuchten Potenzreihe
y@)=(@-D+1 @-°+& - @-2"+ .

Dies stimmt mit dem Anfang der Reihe fiir tan(z — 2) iiberein. Tatséchlich ist
auch y(z) = tan(z — 2) die Lésung des Anfangswertproblems (vgl. Bemerkung
(17), Kapitel 27 des ersten Bandes).

Gesucht ist die Losung des Anfangswertproblems

, 1
= 0)=0,
V= osy y(0)

in einer Umgebung des Anfangspunktes (0, 0). Um die Potenzreihe von cosy

® (1Y y
cosy = ((2:,31 v’

v=0

verwenden zu kénnen, schreiben wir die Differentialgleichung in der Form
y cosy=1

und erhalten

v o[l-1+ 4yt ]=1.
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Mit dem Potenzreihenansatz ergibt sich nach Ausmultiplizieren und Ordnen nach
Potenzen von z

1 =y'(z) cosy(z)
= a1 +2az - = + (303 — Jai) - #” + (das — 2a¥az) - 2° +

5. 2 5 2 15y .4
+(5as — @103 — 3atas + 5507) - " + -+

Es folgt durch Koeffizientenvergleich

1. Wegen y(0) =0 folgt ap =

2. 1=a1, also a; =

3. 0=2a,, also a2 =0
4. 0=3as—%a}=3as-1%, also as =g
5. 0=4da4 —2a%as = 4das 5 also a3 =0
6. 0=5as— gal - (a3 + ara3) + -é%ai =bas — 2, also as= 43—0 ;

8
Der Beginn der gesuchten Potenzreihe lautet somit

y(m)=z+%-ma+4—%-m5+--- :

Auch hier ist die exakte Losung bekannt; sie lautet y(z) = arcsin . Man vergleiche
Bemerkung (21) in Kapitel 27 des ersten Bandes.

Zum Abschluss dieses Kapitels zeigen wir, dass man die Methode des Potenzreihen-
Ansatzes auch bei Differentialgleichungen héherer Ordnung verwenden kann.
Zwei Beispiele sollen dies verdeutlichen.

Beispiele:
(4) Gegeben sei das Anfangswertproblem
z-y' +y' +oy=0 , y0)=1,y(0)=0.

Diese lineare Differentialgleichung heifit Besselsche Differentialgleichung. Das
Anfangswertproblem hat eine Besonderheit: Setzt man zo = 0 in die Differen-

tialgleichung ein, dann erhilt man automatisch die zweite Anfangsbedingung
y'(0)=0.

Wir gehen wieder von dem Potenzreihenansatz aus, differenzieren zweimal, setzen
in die Differentialgleichung ein und ordnen nach Potenzen von z. Es folgt

0=a1+ (ao+4az) -z + (a1 +9a3) 2%+ + (ak-1+ (b +1)% - aq1) - zF 4+ .
Nun werden die Koeffizienten durch Vergleich bestimmt:

1. Wegen y(0) =1 folgt ao = 1.
2. Wegen 3'(0) =0 folgt a1 = 0.
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(5)

3. Firk=1,2,3,... gilt

Ap—1
Ak+1 = — 77 g

(k+1)2°
Man erhilt durch Induktion

_1”
a1 = 0, 32:/:'52_5.(%)2# v=012,....

Die Lisung des Anfangswertproblems lautet somit

- _1U 2v
y($)=§22£—_()y—!)5'$

Diese Potenzreihe konvergiert fiir alle z € R.

Bei dem Anfangswertproblem
' +zy +y=0 , ¥(0)=1,4(0)=0,

wird genauso vorgegangen wie im vorigen Beispiel. Man erhilt die Gleichung

0:(ag+2a2)+(2a1+6a3)-m+--'+(k+1)-(ak+(k+2)-ak+2)-:ck+--- ;

Zusammen mit den Anfangsbedingungen ergeben sich daraus die Koeffizienten

a .
a=1, a=0, ak+2=—k—_:"2" fir k=0,1,2,... ,

sodass die gesuchte Potenzreihe
_ (=17 2P g uEs
=5 (5) =%

lautet.

Us.1:

U8.2:

U8.3:

U8.4:

U8.5:
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UBUNGEN

Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme mit einem Potenzreihen-
Ansatz und bestimmen Sie die Glieder bis zur 7. Ordnung einschlief§lich:
a) y=2+y , y0)=1,

b)  y=z-y+1 , y0)=0.

Losen Sie das Anfangswertproblem
y’=yz+(1HE)'y_l , y(0)=1,

mit Hilfe eines Potenzreihen-Ansatzes.

Berechnen Sie die Koeffizienten ag bis as der Potenzreihe. Lei-
ten Sie hieraus eine Vermutung ab, welche Werte die Koeffizienten
an ,n=6,7,... haben konnten.

Welche bekannte Funktion erhalten Sie? Machen Sie die Probe.

Bestimmen Sie mit Hilfe eines Potenzreihen-Ansatzes fiir die Losung y(z)
sowie der Potenzreihe fiir die Kosinusfunktion die ersten 6 Glieder der
Potenzreihe der Losung y(z) des Anfangswertproblems

y =cosz-y , y(0)=1.

Vergleichen Sie das so erhaltene Polynom Ps(z) 5. Grades mit der ex-
akten Losung y(z) des Anfangswertproblems (Trennung der Verinderli-
chen!), indem Sie sowohl y(3) als auch Ps(}) berechnen.

Bestimmen Sie eine N#herungslosung des Anfangswertproblems
y'+at -y +zoy=2+2 , y(0)=y'(0)=0,

mit, Hilfe eines Potenzreihen-Ansatzes. Geben Sie die Koeffizienten bis
zur Ordnung 5 an.

Bestimmen Sie eine Niherungslosung des Anfangswertproblems
y'+@-12y=4 , y)=1, y1)=0,

mit Hilfe eines Potenzreihen-Ansatzes. Wihlen Sie den Entwicklungs-
punkt zo = 1 und geben Sie die Koeffizienten bis zur Ordnung 6 an.
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9 Rand- und Eigenwertprobleme

Neben den in den vorigen Kapiteln behandelten Anfangswertaufgaben treten in
der Physik und den Ingenieurwissenschaften oft auch Randwertaufgaben auf.
Sie beschreiben in der Regel stationire (also zéitunabhingige) Sachverhalte und
unterscheiden sich von ersteren dadurch, dass in den zu der Differentialgleichung
hinzukommenden Bedingungen mindestens zwei verschiedene Stellen des z-
Intervalls auftreten. Da im Allgemeinen die Anzahl der Randbedingungen mit der
Ordnung der Differentialgleichung identisch ist, handelt es sich also bei Randwert-
problemen um Differentialgleichungen mindestens zweiter Ordnung.

Die Frage nach der Losbarkeit von Randwertproblemen ist etwas schwieriger zu
beantworten als bei Anfangswertproblemen. Wir beginnen mit einigen Beispielen,
behandeln dann lineare Randwertprobleme und beschlieflen das Kapitel mit der
Betrachtung von Eigenwertproblemen.

Zur numerischen Behandlung von Randwertproblemen, auf die man in vielen
Fillen nicht verzichten kann, verweisen wir den Leser auf das Kapitel 29.

Beispiele:
(1)  Die Differentialgleichung
y' +y=0
besitzt die allgemeine Losung
y(r)=c1-cosz+cz-sinz, ec,cz2ER.

Zwei Randbedingungen ergeben ein System von zwei Gleichungen fiir die beiden
Konstanten c1 und ¢s, das eine eindeutige Lisung oder auch viele Losungen ha-
ben kann. Es kann auch vorkommen, dass dieses System keine Losung hat. Zum
Beispiel existiert zu den Randbedingungen

)_\

a) w(0)=0,y(1)=1, genau eine Losung: ¢1 =0, c2 = —t
b) »(0)=1, y(w) =—1, unendlich viele Losungen:c; =1, c2c €R,
c) y=1, y(x)=0, keine Lésung.

(2) Berechnung der Kettenlinie.

Gesucht ist die Kurve y(z), die ein an zwei Punkten (z1,41), (%2,y2) befestigtes
durchhiéngendes Seil bildet. Wird das Seil als homogen und ideal biegsam voraus-
gesetzt, dann lautet das zugehorige Randwertproblem

¥ =a- 1+ , ylE)=y, ylz)=1v.

Hierbei ist @ > 0 eine von der Linge und den Materialeigenschaften des Seiles
abhingige Konstante.
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Y2

Y1

._

T1 T2 x

Mit der Substitution z(z) = y'(z) (vgl. Kapitel 4, I) und anschlieBender Integra-
tion erhilt man

dz
it

=arsinhz=a-(z+c), c€ER.

Auflésen nach z(x) und nochmalige Integration liefert die allgemeine Losung der
Differentialgleichung:

y(z) = = cosh(a (z+c1))+ca, c,c2€R.

Die Konstanten c;,cs sind durch die beiden Randbedingungen festgelegt; man
erhilt das Gleichungssystem

1 ;
Ecosh(a(:c,- +a))te=y, i=12,

das im Allgemeinen numerisch geldst werden muss. Sind allerdings die beiden
Aufhéngepunkte gleich hoch (y1 = y2), dann ergibt eine Rechnung

T + T2

Ty — I
7 )

2

€1 = — czzyg—l-cosh(a-
a

Es werden nun lineare Randwertprobleme betrachtet, bei denen sich die Frage
nach ihrer Losbarkeit relativ leicht entscheiden lasst.
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Definition 9.1 o '
Seien a und b reelle Zahlen mit a < b. Bin Randwertproblem mit einer linearen

Differentialgleichung
Ly) =Y po(x) -y =q(x)
v=0
der Ordnung n und n linearen Randbedingungen

n—1
R, (y(a)) = Zaup e =ty s B Yyes 5 8
v=0

n—-1
Ruy®) =Y B -y @) =Bu, p=s+1,...,n

v=0

heifit ein lineares Randwertproblem der Ordnung n.

Dabei sind die stetigen Funktionen p,(z), gq(z) sowie die Zahlen
Qupy Buou, Oy, By gegeben. Das lineare Randwertproblem heifit

a) vollhomogen, falls q¢(z) =0 und a, =0, B, = 0 fir alle p gilt,
b) halbhomogen, falls entweder g(z) = 0 oder alle oy, Bu =0 sind,

¢) inhomogen sonst.

Jedes inhomogene lineare Randwertproblem lisst sich folgendermafien in ein halb-
homogenes Randwertproblem umformen:

a) Sei 9(z) eine spezielle Losung der Differentialgleichung. Es gilt. alsou _
L(¥) = q(z). Mit dem Ansatz y(z) = 1(z) + z(z) ergeben sich fiir z die
homogene Differentialgleichung

L(z)=0
und die neuen Randbedingungen

Ru(z(@) =G, p=1...,s,
Ruz(®)) = fu, m=s+1...,m,
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mit &, := a, — Ru(y(a)) und B, == B, — R, (4(b)).

b) Sei 9" (x) eine Funktion, die die folgenden Randbedingungen erfiillt:
R”(T,[)*(a)) =au, 1<p<Ls; Ru(¢*(b)) :ﬁu ; S~E12 .

Mit dem Ansatz y(z) = 9*(z) + w(z) ergibt sich fiir w die lineare Differen-
tialgleichung

L(w) = q(z) mit §(z) = q(z) — L(¥")
und die homogenen Randbedingungen

Ha{w(s)) =0, p=1; e 58
B (b)) =0, pp=ri Sl st

In beiden Féllen ist ein halbhomogenes Randwertproblem entstanden.

Beispiel:
(3) Durch y” +y=1, yO)=1, y{l) =2

ist ein lineares, inhomogenes Randwertproblem zweiter Ordnung gegeben.

a) Die Funktion t(z) = 1 lst die Differentialgleichung. Mit dem Ansatz:
y(z) =1+ 2(z) ergibt sich fiir 2 das halbhomogene Randwertproblem

n

2 +z=0 , 200)=0,201)=1.

b) Die Funktion 4*(z) = 1+ z befriedigt die Randbedingungen. Mit dem

Ansatz y(z) = 14 z + w(z) ergibt sich fiir w das halbhomogene Randwert-
problem

wtw=-z , w(0)=0,wl)=0.

Zur Untersuchung der Lsbarkeit linearer Randwertprobleme kénnen wir also ohne
Einschrénkung stets von einem halbhomogenen Randwerproblem mit einer homo-
genen Differentialgleichung ausgehen. Es gilt
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Satz 9.1 (Alternativsatz) Ausgangspunkt sei das Randwertproblem aus De-
finition 9.1 mit q(z) = 0. Es sei {y1(z),... ,yn(x)} ein Fundamentalsystem von
Lésungen der homogenen Differentialgleichung L(y) = 0, und es sei ferner

[Ri(ni(a) - Ri(yn(@)

o Rm@) Re(ya(a))
A= det el | op ¥ (Bl e Ryy1 (un(®)) |
\Ra(sa(8)) -+ Ra(yn(®) )
sowie 7 1= (21, Qs Botrs- -+ )T

Es gibt drei Alternativen:
a) Ist A #0, dann ist das Randwertproblem eindeutig ldsbar.

b) Ist A = 0 und gilt g R = rg (R,7), dann hat das Randwertproblem
unendlich viele Losungen.

¢) Ist A =0 und gilt rgR < rg(R,7), dann ist das Randwertproblem unldsbar.

Bemerkungen und Ergénzungen:

(4)  Wir erinnern an den Begriff des Ranges einer Matrix M, der in der Linearen
Algebra (Band I, Kapitel 10) eingefithrt wird: rg M (der Rang von M) ist die
Maximalzahl linear unabhingiger Spalten (oder Zeilen) der Matrix M. Ist o ein
Spaltenvektor mit genauso viel Komponenten, wie M Zeilen besitzt, dann ist
(M, a) die Matrix, die aus M durch Hinzufiigen der Spalte a entsteht.

(5)  In der Losungstheorie linearer Gleichungssysteme (vgl. Band I, Kapitel 12) exi-
stiert ein zu Satz 9.1 analoges Resultat.

(6) Aus Satz 9.1 folgt: Ist das Randwertproblem vollhomogen, dann existiert bei Al-
ternative a) nur die triviale Lésung y(z) = 0. Die Alternative c) tritt nicht auf.

Beispiel:
(7)  Gegeben sei die lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung
Ly =y" -4 +5y —2y=0.
Man erhilt mit Hilfe des charakteristischen Polynoms das Fundamentalsystem

y1(z) = e® yg(m) =g g5 , ys(a:) — ¥
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Wir benétigen noch die Ableitungen bis zur Ordnung zwei:

n(z) =€, m

)=(z+1)-€", yaz) =2,
vi(e)=¢", w2(c) =

(x+2)-e*, yi(z)=4 ¢*.

Nun seien zu dieser Differentialgleichung die folgenden drei Sitze von Randbedin-
gungen betrachtet:

a’) 'y(O) =ar , y,(O) =0z, y(l) = JBI .
Die Matrix R aus Satz 9.1 berechnet sich zu:

10 1
R=|1 1 2|, also A=e-(e—2)#0.
e e e

Wir haben die Alternative a); dieses Randwertproblem ist fiir jeden reellen
Vektor v = (a1, a2, 51)T eindeutig lésbar.

b)  y(0) -y (0)=-1, y(0)-y"(0)=-1, y(1)-y'(1)=-e.
Fiir die Matrix R und den Vektor « erhilt man

0-1 -1 -1
R=1[|0-1 -2 ; ¥=1]-1].
0 —e —&? —e

Es folgt
A=0, rgR=1rg(R,7)=2.

Somit trifft die Alternative b) in Satz 9.1 zu, das Problem hat unendlich
viele Lisungen.

) y0)-y0)=0, (0)-y"(0)=0, y(1)-y'1Q)=1.
Die Matrix R ist hier die gleiche, wie im Falle b).
Fiir v erhilt man den Vektor v = (0,0,1)7. Es folgt

A=0, gR=2, 1ig(R,y)=3.

Wir haben also die Alternative ¢) von Satz 9.1, das Randwertproblem besitzt
keine Lésung.

Wir fassen die Schritte zur Losung eines linearen Randwertproblems zusammen:
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Losungsverfahren:
Vorgelegt sei ein Randwertproblem nach Definition 9.1.

1. Man bestimme eine spezielle Losung v (z) der inhomogenen Differential-
gleichung L(y) = g(z) und forme das Randwertproblem in ein halbhomo-
genes Randwertproblem mit homogener Differentialgleichung um.

9. Man berechne ein Fundamentalsystem aus Losungen {z1(z), ... ,za(z)}
von L(z) = 0, bilde gemiB Satz 9.1 die Matrix R und den Vektor

¥ = (@ G Botts - 2 Bn)T-

3. Im Falle der Lisbarkeit (Alternative a) oder b) in Satz 9.1) lése man das
lineare Gleichungssystem R - ¢ =  nach ¢ = (c1,... ,¢a)T auf.

4. Die gesuchte Losung des Randwertproblems lautet nun

y(@) = Y(@) +  cx - 2(x) -
k=1

Beispiele:
8) Ly =y" -4y’ +5 —29=2,9(0)=3, y(0)=6, y1)=3"-1.
1. Die Funktion 1(z) = —1 ist eine spezielle Lésung der inhomogenen Differen-
tialgleichung: L(3) = 2. Mit z(z) = 1 + y(x) erhilt man das halbhomogene
Randwertproblem

L(z)=0, =2(0)=4, Z(0)=6, =2(1)= 3e? .
2. Die drei Funktionen
zi(z) =6, zm(z)=z-&, z(r)= e*”

bilden ein Fundamentalsystem aus Lésungen von L(z) = 0. Die Matrix R
(vgl. Beispiel (7), a) ) und der Vektor v lauten:

1 0 1 4
R=|11 2], v=| 6 .
e e € 3e®

3. Das lineare Gleichungssystem
R.c=7, C:(C]_,Cg,Cg)T,

ist wegen A = det R # 0 eindeutig lisbar; man erhlt die Losung
c=(1,-1,3)T.
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4. Das Randwertproblem hat also die Losung
y(z)=(1—xz)-e*+3- ~1.

(9) Ly)=y" -4/ +5¢ -2y=2c -1,
y(0) -y (@) =¢(0)—y"(0)=-2, y()-y1)=—-(e+2).

1. Durch einen Ansatz vom Typ der Stérfunktion errechnet man, dass
¥(x) = —(z + 2) eine spezielle Losung von L{y) = 2z — 1 ist.
Also befriedigt z(z) = y(z) + (z + 2) das halbhomogene Randwertproblem

L(z) =0, =2(0)—2'(0)=2(0)~2"(0)=-1, 2(1) —2'(1) = —¢.

2. Die homogene Differentialgleichung L(z) = 0 und die zugehérigen Randbe-
dingungen sind identisch mit denen in Beispiel (7), b), man erhélt also die
gleiche Matrix R und den gleichen Vektor .

3. Zu ldsen ist jetzt das lineare Gleichungssystem

0-1 -1 c1 -1
0-1 -2 . Ca = =
0 —e —é? c3 —e

mit den Lésungen ¢ = (¢1,1,007 , c1 €R .

4. Das Randwertproblem hat also die Losungen
y@)=(a+z) e —(z+2), a€eR.

Ist ein lineares Randwertproblem, wie es in Definition 9.1 formuliert ist, vollho-
mogen, dann existiert entweder nur die triviale Losung y(z) = 0 (Alternative a)),
oder es gibt unendlich viele Losungen (Alternative b)).

In den Anwendungen tritt nun oft ein solches vollhomogenes lineares Randwert-
problem noch in Verbindung mit einem (unbekannten, freien) Parameter A auf,
also etwa in folgender Form:

n
L(y)—)\'yEZpu(ﬂ?)'y(")“)\'y=0,
0
#(y(a))ZOa ”:1:‘-‘135

“(y(b)):[), p=s+1...,n.

<
Il

o o

Man nennt solche vollhomogenen Randwertprobleme mit einem Parameter A Ei-
genwertprobleme. Von A wird es abhingen, ob das Randwertproblem nur die
triviale Losung besitzt, oder ob es nichttriviale Losungen gibt. Alle diejenigen
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Parameter A , fiir die der letztere Fall vorliegt, heiflen Eigenwerte der Randwert-
aufgabe, und die zugehdrigen nichttrivialen Losungen heifien Eigenfunktionen
zu dem Eigenwert \. Zu einem Eigenwert gibt es unendlich viele Eigenfunktionen,
denn mit y(z) ist auch jedes skalare Vielfache a-y(z) , a € R eine Eigenfunktion.

Beispiele:

(10)

Berechnung der Eulerschen Knicklast.

Ein senkrechter, unten vertikal eingespann- Pl 54
ter elastischer Stab der Linge [ wird

in Richtung seiner Lingsachse durch die
Kraft P belastet. Gefragt ist nach der
kleinsten Last Py, bei welcher der Stab aus
seiner Anfangslage seitlich ausweicht.

Wir legen das in der Skizze angedeutete
Koordinatensystem zugrunde.

Fiir kleine Durchbiegungen wird die
Auslenkung y(z) fir 0 < z < [ durch die

v0

w |
—~7

Differentialgleichung ‘
"o L 1 :"
=TF.JY AN
beschrieben. R R

Dabei ist P - y(z) ist das Biegemoment an der Stelle =, die Konstanten E und
J sind der Elastizititsmodul und das axiale Flichentrigheitsmoment des Stabes.
Wir fiihren die positive Grofie

P
A_E-J

ein und erhalten das Eigenwertproblem
y'=-xy , y0)=y0=0.

Gesucht sind die positiven Eigenwerte A mit den zugehorigen Eigenfunktionen
y(z). Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet

y(z) =a -cos(\/X-:u)-H:z-sin(\/X-m) , c,c2€ER,
mit der Ableitung
Y (z) = —aV-sin(VA-z) + caV - cos(VA - ) .

Die erste Randbedingung y(0) = 0 liefert ¢; = 0, und aus der zweiten y'(l) = 0
erhilt man

caVA - cos(VA-1)=0.

(11)
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Nichttriviale Lésungen dieser Gleichung gibt es nur, falls fiir den Parameter A eine
der Gleichungen

\/X-z=i%-(2k—1),keN.

erfiillt ist. Damit erhilt man schlieflich die Eigenwerte und Eigenfunktionen

2
™ 2 _ . Ky
Ak = Tz (2k — 1} und yr(z) =c2 -sm(ai (2k —1) - z)
mit k € Nund ¢z € R. Zum ersten Eigenwert A; gehort die Eulersche Knicklast
n* E-J
412 -

Es ist die kleinste Belastung, unter der nichttriviale Lésungen existieren, also ein
Abknicken des Stabes moglich ist. Die Eigenwerte und Eigenfunktionen fiir £ > 1
sind nur von geringer praktischer Bedeutung.

P =

Bei der Lésung der Wirmeleitungsgleichung (vgl. Kapitel 10, Beispiel (4)) und
Kapitel 11, Teil IIT) wird man folgendermafien auf ein Eigenwertproblem gefiihrt:

Wir betrachten fiir v = u(x,t) die partielle Differentialgleichung
ou_ 0 o
ot 0z2?
mit den Zusatzbedingungen
u(z,0) = F(z), 0<z <L und u(0,t)=u(Lt)=0,t>0.
Dabei sind o und L gegebene Konstanten und F(z) eine gegebene Funktion.

Zur Losung der Differentialgleichung beginnt man mit dem Bernoullischen Pro-
duktansatz

u(z,t) = () - P(t) -

Wir bezeichnen die partielle Ableitung nach z bzw. ¢ mit einem Strich bzw. einem
Punkt und erhalten durch Differentiation und Einsetzen in die Differentialglei-
chung

p(e) - P(e) = a® ¢"(2) - P(z) ,

oder

¢ (z) — P(t) (%)
p(z) e o(t)
Diese Trennung der Veriénderlichen erlaubt nun den Schluss, dass jede Seite
dieser Gleichung mit einer Konstanten A € R iibereinstimmen muss. Unter Aus-
nutzung der Randbedingungen u(0,t) = u(L,t) = 0, ¢ € R, erhilt man fiir ¢(x)
das Eigenwertproblem

¢'=x¢ , 90)=¢(L)=0.
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Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet

VA Az

(p(a:)=(31-e tep-e” , c,c2€R,

im Falle A > 0,

o(z) = e1 - cos lz\l-w-l—t:g-sinm-z , c,c2 ER,
im Falle A < 0 und

plz)=c+ec-z , c1,c2€R,

im Falle A = 0.

Die Randbedingungen ¢(0) = (L) = 0 lassen sich nichttrivial nur im Falle A <0
befriedigen. Man erhilt fiir n € N die Eigenwerte

e

und die zugehérigen Eigenfunktionen

ou(r) = an -sin(%-m) , an€R.

Wir kehren zur Gleichung (#) zuriick, setzen die rechte Seite dieser Gleichung
gleich A, und erhalten

”‘.[’n:_(%)z'@bn .

Die Losungen dieser gewdhnlichen Differentialgleichung lauten

ngay2

Yalt) =bp e br€R,

sodass man fiir die Wirmeleitungsgleichung die Ldsungen
nm

nmay2, .
un(r,t)=cn-e_( ™) t-sm(-f‘w), chn ER,neEN.

erhilt. Diese Funktionen befriedigen auch noch die Zusatzbedingungen
uw(0,t) =u(L,t)=0,teR.

Dies gilt auch fiir alle Linearkombinationen der Funktionen . (x,t). Unter diesen
findet man unter gewissen Voraussetzungen auch eine Losung, die zusétzlich noch
der Anfangsbedingung u(z,0) = F(z) , 0 < z < L, geniigt. Die Details sind in
Kapitel 11 ausgefiihrt.

U9.1:

9.2:

19.3:

U9.4:

1U9.5:
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UBUNGEN
Fiir welche Zahlen r € R besitzt das Randwertproblem

44" +y=r-sing,
y(0) =0, y(2r)=1

reelle Losungen? Geben Sie fiir diese r alle reellen Losungen an.

Gegeben ist fiir z > 0 die Differentialgleichung
2 2
i & .0 B
y ooyt 0
mit den linear unabhingigen Losungen
niz) =z, y(z)=1*.

Untersuchen Sie die Randwertprobleme, die sich bei folgenden Randbe-
dingungen ergeben, auf Losbarkeit und bestimmen Sie gegebenenfalls die
Losungen:

a)  y(l)=5, y(2)=16,

b)  y(@)=2, y(2)=2,

o  2-y(3)-v(3)=2, y@)-2-y(2)=16.

Zeigen Sie, dass das Randwertproblem
yllf_y!f+4_yl_4.y:0,
y0)=a1, y(0)=cz, y(1)=5

fiir alle a1, as, f1 € R eindeutig losbar ist.

Berechnen Sie die Losung des Randwertproblems

y"' — 4y +5y=2bx+ 8 -coszt,
y(0) =5, 2y(r)—y'(r) =8r

nach dem vor Beispiel (8) angegebenen Losungsverfahren.

Bestimmen Sie sidmtliche reellen Eigenwerte A und die zugehorigen Ei-
genfunktionen des Eigenwertproblems

y' +A-y=0,
(0) —4'(0) = y(n) —y'(x) =0 .
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1U9.6:

Anleitung:
Machen Sie die drei Fallunterscheidungen: A > 0, A = 0, A < 0 und

beachten Sie, dass die triviale Losung y(z) = 0 keine Eigenfunktion ist.

Vorgelegt sei das Eigenwertproblem

1 A
Moy~ ol Ty =0
Y +$ y+m2 y )

y'(1) =9'(e’") = 0.

Ein Fundamentalsystem von Losungen der Differentialgleichung fiir po-
sitive \ ist durch die Funktionen

yi(z) = cos(VA-Inz) , ya(z) = sin(vV/A - Inz)

gegeben. Ermitteln Sie sémtliche positiven Eigenwerte A und die zu-
gehorigen Eigenfunktionen des Problems.
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10 Klassifikation der partiellen
Differentialgleichungen 2. Ordnung

Viele Sachverhalte in Naturwissenschaft und Technik lassen sich nicht durch
gewdhnliche Differentialgleichungen beschreiben. Dieses leuchtet unmittelbar ein,
da hierbei oft Funktionen eine Rolle spielen, die von mehreren Ortsvariablen und
unter Umsténden auch noch von der Zeit abhingen. So wird z.B. die Tempera-
tur in einem Zimmer im allgemeinen von den drei Ortsvariablen z,¥, z sowie von
der Zeitvariablen ¢ abhingig sein. Zur Beschreibung solcher Sachverhalte dienen
partielle Differentialgleichungen.

In diesem und in dem folgenden Kapitel wollen wir uns mit einer besonders wich-
tigen Klasse partieller Differentialgleichungen, nidmlich denen der Ordnung zwei,
befassen.

Wir betrachten partielle Differentialgleichungen der Form

= 0%u
Zaik'm—f: (1)

ik=1

wobei die Koeffizienten a; (mit a;; = agi, i,k = 1,... ,n) und die rechte Seite

f gegebene Funktionen von z = (z1,...,,)7 sowie von « und seinen partiellen
Ableitungen gf‘j, t=1,...,n, sind. Im Folgenden nehmen wir stets
0u 0%y

3.%63:;6 - 8ggk6mt fiir alle 'l':k = ]., ")

an. Gesucht ist eine zweimal partiell differenzierbare Funktion
> = u(a:) — u(:rl, v ,.’L’n),

fiir die die Gleichung (1) erfiillt ist.

Definition 10.1 FEine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung der Form (1)
heifit

a) quasilinear, wenn die Koeffizientenfunktionen a;, und f von z,u, grad u,
nicht jedoch von noch héheren Ableitungen der Funktion w abhingen,

b) halblinear, wenn die Koeffizientenfunktionen a;, héochstens von =
abhéingen,

¢) linear, wenn zusitzlich zu der Bedingung in b) die rechte Seite f wenn
iberhaupt dann linear von u und grad u abhingt.
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Die linke Seite von (1) ist durch die Koeffizientenfunktionen

air(z) = ari(z) mit z:= (z,u,grad w)T € R

gegeben. Fiir jedes z ist

A(z) = (aix(2)) € R" (2)

eine symmetrische Matrix.

s
b)

¢
0

Definition 10,2
Die
z € R2n+1

partielle Differentialgleichung (1) heifit im Punkte

elliptisch, wenn A(z) positiv oder negativ definit ist,

hyperbolisch, wenn det A(z) # 0 ist und genau n — 1 Eigenwerte von
A(z) gleiches Vorzeichen haben,

parabolisch, wenn det A(z) = 0 ist,

ultrahyperbolisch sonst. (Dies kann nur fir n > 4 vorkommen. )

Bemerkungen und Erginzungen:

1)

Da der Typ d) fiir die Anwendungen nur von untergeordneter Bedeutung ist,
werden wir uns im Folgenden nur mit den drei Typen a), b), c) beschaftigen. Die-
se beschreiben, physikalisch gesehen, drei wesentlich verschiedene Sachverhalte:
Elliptische Gleichungen beschreiben Gleichgewichtszustéinde (etwa stationére
Temperaturverteilungen oder elektrische Potentiale). Hyperbolische Gleichungen
sind Modelle fiir Ausbreitungsvorginge (etwa Schwingungen oder Wellen).
Durch parabolische Gleichungen schlieflich werden Diffusionsvorgéinge (etwa
Wirmeleitung oder Konzentration in Fliissigkeiten) beschrieben. Die beiden letz-
ten Typen beschreiben zeitabhéingige Vorgénge, weshalb hier auch stets die Zeit-
variable # auftreten wird. In den elliptischen Gleichungen treten nur Ortsvariable
auf.

Beispiele:

(2)

Das Dirichlet-Problem der Poisson-Gleichung

Eine diinne Platte @ liege in der (x,y)-Ebene und sei durch eine geschlossene Kur-
ve 8G berandet. Gesucht ist die station#re (d.h. zeitunabhéngige) Temperatur-
verteilung u(z,y) auf der Platte, wenn eine (stationire) Temperaturverteilung
g(z,y) : 3G = R auf dem Rande vorgegeben ist. Die obere und untere Platten-
fliiche seien vollig wirmeisoliert. Ferner sollen in der Platte Wirmequellen, die

3)
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durch eine Quellfunktion f(x,y) : G — R beschrieben sind, vorhanden sein. Man
leitet dann folgendes Randwertproblem her

8 H?
Auzwgﬁﬁ-g@%:ﬂm,y}, (z,y) € G } 3)
u(z,y) = g(z,y), (z,y) € 6G

Unter gewissen Glattheitsvoraussetzungen an f(z,v), g(z,y) und G besitzt die-

ses Randwertproblem eine eindeutig bestimmte Lésung wu(x,y). Man priift sofort

nach, dass es sich bei (3) um eine lineare, elliptische Differentialgleichung han-

delt. Sie heifit Poisson-Gleichung und wird fiir den Fall f(z,y) = 0 Laplace-

Gleichung (oder Potentialgleichung) genannt. Der Differentialoperator
a* 0*

A= —+—

Oz? + dy? (4)
heifit Laplace- oder Potentialoperator. Er ist in vielen Bereichen der Mathe-
matik und Physik von zentraler Bedeutung.

In vielen Anwendungen treten auch dreidimensionale Randwertprobleme von der
Gestalt (3) auf.

Das Anfangs-Randwertproblem der Wellengleichung

Eine (in der z-Achse befindliche) gespannte Saite der Linge L werde in Schwin-
gungen versetzt. Gesucht ist die (von Ort = und Zeit ¢ abhingige) vertikale
Auslenkung u(z,t) aus der Ruhelage der Saite. Es wird angenommen, dass die
Auslenkungen klein sind gegeniiber der Ldnge L. Ferner soll angenommen werden,
dass noch gewisse duflere vertikale Krifte m - g(xz,t) (m = Masse des Drahtes)
auf die Saite einwirken. Durch die Forderung, dass die Saite an den Enden z =0
und z = L fest eingespannt ist, erhilt man zwei homogene Randbedingungen. Fer-
ner ist es physikalisch sinnvoll, zur Zeit ¢ = 0 die vertikale Auslenkung, sowie die
vertikale Momentangeschwindigkeit vorzugeben. Dies sind Anfangsbedingungen.
Man leitet folgendes Anfangs-Randwertproblem her:

v, 8u

mzc b_:‘"v_z'}‘q(w:t); $€(0,L),t>0
Ou (5)
u(m,O) = f(.’l’,‘), a(mro) =g($)7 TE [O:L]
u(0,t) = u(L,t) =0, t>0

Der Koeffizient ¢ > 0 ist konstant. Er hat die physikalische Dimension einer Ge-
schwindigkeit und misst die Geschwindigkeit, mit der sich eine angeregte Schwin-
gung entlang des Drahtes fortpflanzt. Das Problem (5) besitzt eine eindeutig be-
stimmte Losung. Bei der Differentialgleichung, die auch Schwingungsgleichung
genannt wird, handelt es sich um eine lineare hyperbolische Differentialgleichung.
Bei Wellenausbreitungsvorgingen im 2- oder 3-dimensionalen Raum erhélt man
natiirlich Gleichungen in zwei bzw. drei Raumvariablen. Dazu kommt die Zeitva-
riable ¢.
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(4)

Das Anfangs-Randwertproblem der W irmeleitungsgleichung

Von einem diinnen, homogenen Stab der Linge L mit konstantem Querschnitt
wird die von Ort und Zeit abhingige Temperatur u(z,t) gesucht. Die Ober-
fliiche des Stabes sei vollig wirmeisoliert, jedoch sollen im Stabe (von Ort und
Zeit abhingige) Wirmequellen vorhanden ‘sein, die durch eine Quellfunktion
F(z,t) beschrieben werden. Zur Zeit ¢ = 0 wird die Anfangstemperaturvertei-
lung F(z) im Stabe vorgegeben. Ferner sollen an den beiden Stabenden die Tem-
peraturen g(t) und h(t) als Randbedingungen hinzukommen. Man kann dann
das folgende Anfangs-Randwertproblem, das ebenfalls eine eindeutig bestimmte
Losung besitzt, herleiten:

%%:az-g—ig+f(:c,t), ze(0,L), t>0
u(z,0) = F(z), z € [0, L] (6)
u(0,t) = g(t), u(L,t)= h(t), >0

Der konstante Koeffizient a? > 0 heifit Wirmeleitkoeffizient (oder Diffusi-
onskoeffizient) und misst die Geschwindigkeit der Wirmeausbreitung. So hat
z.B. gut leitendes Material (Kupfer) einen hohen Diffusionskoeffizienten. Bei Bau-
material (Mauern oder Wiinde) wird ein kleines a® angestrebt. Wie man sofort
nachpriift, ist die Wirmeleitungsgleichung (6) eine lineare parabolische Differen-
tialgleichung.

Bemerkungen und Ergéinzungen:

(5)

(6)

Die eben aufgefiihrten drei Beispiele sind sehr einfache Rand- bzw. Anfangs-
Randwertprobleme und beschreiben die physikalischen Vorgénge nur unvollkom-
men. Will man diese genauer modellieren, kommt man auf quasilineare Probleme,
deren Lésung mit erheblich mehr Schwierigkeiten verbunden ist und bei denen
man oft auf numerische Losungsmethoden angewiesen ist.

Im folgenden Kapitel werden wir uns mit Methoden zur Losung der Probleme (3),
(5), (6) befassen.

UBUNGEN

1710.1:  Uberzeugen Sie sich davon, dass die drei Differentialgleichungen (3), (5),

U10.2:

(6) alle linear sind und geben Sie die zugehorigen symmetrischen Matri-
zen A(z) (vgl. Formel (2)) an.

Entscheiden Sie bei folgenden Differentialgleichungen, ob sie quasilinear,
halblinear oder linear sind:

2
P LW, [ 8%*u _ 3. (2
B) (B 4y)sgg=2ygimu (ﬁ) )

U10.3:

U10.4:
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2
2,82'u. _Q'g__@zu du -
b) w®-5E + gy amay"‘(% =0,
52 2
C) amu+$.gyu:u+3_u+g_;+m2+y3.

T

Entscheiden Sie bei folgenden Differentialoperatoren, von welchem Typ
sie im Sinne von Definition 10.2 sind:

— 8u 8%u 8%u
a) L= o=z T dzdy " By? ¢
— 8% _ 8%y 8%u
b) L2 =558 =2 5o0y t o5 -
— 8%u 3%u 8%u 8%u
C) Lgu = 6$§ + ayz + 2 £ 522 o 20 2 Bm“""az 3

2 2
d) Lyu=y- T3+ 2%,

. = 2
Der 2-dimensionale Laplace-Operator Au = g—m‘; + g—%%- soll in Polarko-
ordinaten umgeschrieben werden; dazu setzen Sie:

F(r,¢) = u(r,y) mit x = r-cosp, y =r-=singp fiir r > 0 und 0 < ¢ < 27.

Sodann bilden Sie nach der Kettenregel (vgl. Band I, Kapitel 30) die
partiellen Ableitungen

oF PE 0P OF
ar’ o2’ o A

und zeigen Sie schliefllich die Beziehung

1 or
72 9p?’

1 oF

:azF OF
r Or

u_ ———
or2

A




]
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11 Losungsmethoden bei partiellen
Differentialgleichungen 2. Ordnung

In diesem Kapitel sollen nun Lésungsmethoden vorgestellt werden, mit denen die
im vorigen Kapitel behandelten Probleme (10.3), (10.5) und (10.6) geldst werden
konnen.

I. Losung des Dirichlet-Problems der Poisson-Gleichung

Es sei G C R? ein ebenes Gebiet mit dem Rand 8G. Wir sehen zunichst von den
Randbedingungen ab und betrachten die Poisson-Gleichung

Au= f(z,y) G, 1)
sowie die zugehorige homogene Gleichung, die Laplace-Gleichung
Au=0 inG. (2)
Satz 11.1

Seiuo(z,y) eine (beliebige) spezielle Losung von (1) und up(z,y) die aligemeine
Lésung von (2). Dann wird die allgemeine Lisung u(z,y) von (1) gegeben durch

U(IE, y) = ‘U(](LB, y) o+ ‘u’h(ma y)

Um das Randwertproblem (10.3) zu 16sen, kann man prinzipiell so vorgehen:

a) Man bestimmt eine partikulire Losung uo(z,y) von (1), notfalls durch Erra-
ten.

b) Man bestimmt eine Losung ux(z,y) von (2), die gleichzeitig folgende Rand-
bedingung erfiillt:

uh(ﬂ;, y) = g(ﬂ"? y) - Ug(.’E,’y) fiir alle (,’L‘, y) € 0G. (3)

¢) Die Funktion u(z,y) = uo(z,y) + un(z,y) ist dann die gesuchte Losung von
(10.3).

Die Hauptaufgabe besteht also im Schritt b), und dies wollen wir jetzt fiir den
Spezialfall tun, dass das Gebiet G C R? ein Kreis um 0 vom Radius g ist:

G=K,={(z): 2* +y° <’} 4)
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Bemerkung:

(1)  Hat man das Dirichletproblem der Potentialgleichung auf einem Kreis geldst, ist
man schon ein gutes Stiick vorangekommen. Man kann nidmlich mit funktionen-
theoretischen Methoden (vgl. Kapitel 16) die Untersuchungen vom Kreis auf all-
gemeinere, einfach zusammenhéngende Gebiete G C R? iibertragen. Wir werden
aber anschliefend noch auf rechteckige Gebiete G C R? eingehen.

Wegen der speziellen Gestalt von G ist es zweckmiBig, das Problem von kartesi-
schen auf Polarkoordinaten umzuschreiben. Wir setzen

X =r-CoSp

?J=T-Sin<p} fir 0<r<e, 0<¢<2m (5)

sowie
¥() == g(z,y). (6)

Die Umrechnung des Potentialoperators in Polarkoordinaten ist in 110.4 zu finden.
Somit erhalten wir das folgende Randwertproblem

PFLLOF 1 OF
or2 v Or r? Op?

F(e, p) =7(p) fiir 0 <o < 2m.

F(r,p) = u(z,y),

fiir (r, ) € K, (7)

Zur Lésung von (7) machen wir den sogenannten Separationsansatz (oder Pro-
duktansatz) von Bernoulli:

F(r,¢) = R(r) - &(p). )

Durch Differentiation, Einsetzen in (7) und Trennung der Groflen nach den Varia-
blen r, ¢ ergibt sich

7‘2 . RH(T‘) +7r- R'(T) _ -A(PH((P)
R(r) 3(p)

wobei K eine Konstante ist. Da ndmlich der linke Quotient nur von r und der rechte
Quotient nur von ¢ abhingt, miissen diese Grifien jede fiir sich gleich derselben
Konstanten K sein. Die Gleichungen (9) liefern uns zwei Scharen gewohnlicher
Differentialgleichungen 2. Ordnung, deren Lésungen nun angegeben werden sollen.

=& (9)

a) @' +K-3=0,

wobei wegen unserer Aufgabenstellung die Funktion ®(y) reell und periodisch
in 27 sein muss. Dies ergibt

K=n% n=0,1,2,... (10)
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sowie die Losungsschar

® = 13
0({10) 2‘10 ) - (11)
&, (p) = @n - cOSNP + by -sinng, nEN

mit &,,b, € R.
b) r2-R'+r-R-n?*-R=0,
wobei fiir K gleich die durch (10) gegebenen Werte n? eingesetzt sind.

Wegen der in der Aufgabenstellung geforderten Stetigkeit der Funktion R(r)
bei r = 0 erhiilt man als Losungen dieser Eulerschen Differentialgleichungen

Rn(‘l") =cp 7", cn€ER, n=20,1,2,... (12)

Unser Produktansatz (8) hat uns also die folgenden speziellen Losungen ge-
liefert

Fo(r, ) = 300

13
Eo(r,0) =™ - (an - cosng + by, - sinnep), neN} )

Dabei wurde ay, 1= Cp * Gn, by = Cn - by gesetzt.

Da (7) eine lineare, homogene Differentialgleichung ist, sind beliebige Summen der
Losungen (13) wieder Losungen; insbesondere ist die Reihe

F(r,¢) = 1ao + }:r” - (@, - cosvp + by, - sinvp) (14)

v=1

eine Losung der Potentialgleichung (7), wenn sie auf G konvergiert und dort glied-
weise differenziert werden darf.

Nun betrachten wir die Randbedingung in (7). Die Funktion y(p) sei als ste-
tig, stiickweise glatt und 2m-periodisch vorausgesetzt. Dann besitzt y(p) eine
gleichméBig konvergente Fourier-Reihe. Setzt man in (14) r = g, so ergibt sich
wegen F'(g, ) = (i) schlieflich (vgl. Band I, Kapitel 28):
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Satz 11.2
Die Losung des Dirichlet-Problems (7) ist gegeben durch die Reihe

o0
F(r,p) = %ag + Zr" - (ay - cosvp + by, - sinvyp)

r=1
mit
1 2
By = V-/ Y(a) -cosvada firv=20,1,2,...
[ Y 0
1 2
by, = V-/ Y(a) -sinvada firv=1,2,...
TP 0
Beispiele:

(2)  Gesucht ist die Losung u(z,y) der Potentialgleichung Au = 0 auf dem Einheits-

kreis K: mit der vorgegebenen Funktion g(z,7) = 2z° auf dem Rande 0K;.
a) Wegen z=r-cospund r = g=1 folgt
Y(p) =F(1,0) =2-cos’ .

Nun muss v(¢) in eine Fourier-Reihe entwickelt werden. Wegen
2. cos® o =1+ cos 2p gilt

Y(p) = F(1,¢) =1+ cos 2¢p.

b) Dies ergibt wegen Satz 11.2
F(r,p) =14r%- cos 2.

¢) Dies schreiben wir wieder in z,y um und erhalten
F(r,p) =1+7° - (cos’ p —sin® @) = 1 + 2% — 3%

Also ist u(z,y) = 1+ z® — y® die gesuchte Losung.

(3)  Gesucht ist die Lésung u(z,y) von

Au=1 auf K,
v=0 aufdK;.

a) Wir erraten die spezielle inhomogene Losung

uo(z,y) = 32°.
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b) Wir lésen nun das Randwertproblem

Aup =0 auf Ky,

up, = —3x° auf 8K .

Es ist
v(p) = F(1,p) = ~} cos” p = —5 - (1 + cos 2¢) .
Also folgt

r? - cos 2

1_1
171

2 2 . 2
_—i-(l+r2-cos p—r°-sin” p)

=1’ -2" = 1) = un(z,y) .
¢) Die gesuchte Lisung ist u(z,y) = uo(z,y) + ua(z,y) (vgl Satz 11.1), also
wz,y)=- (e +y°—1).

(4)  Das folgende Beispiel zeigt, dass der Produktansatz auch bei anderen Gebieten
zum Ziele fiihren kann. Gesucht ist die Losung u(z,y) von

Au = (2 — z?) - cosy fiir (z,y) € (0,2) x (0,7),
u(0,y) = 0, u(2,y) =siny +sin 2y + 4cosy , (15)
u(z,0) = z?, u(z,T) = —z°
Hier ist also G ein achsenparalleles Rechteck.
a) Wir erraten die spezielle Lésung uo(z,y) = z” - cos y.
b) Wir lésen das Randwertproblem

Aup, =0 in G,
up(0,y) = 0, un(2,y) =siny +sin 2y, (16)
up(2,0) = 0, wup(z,x) =0.
Der Produktansatz uy(z,y) = X(z) - Y (y) ergibt

X”(m) _ _Yll(y) _
X(z) Y(y)

also die beiden gewdhnlichen Differentialgleichungen 2. Ordnung

K,

X'(z)-K-X(z)=0, Y'(y)+K -Y(y)=0.
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Schliefit man hier die trivialen Lésungen von vornherein aus, dann erhilt
man wegen der drei homogenen Randbedingungen fiir K die Werte K = n? |
n=12,3,..., und folglich die Schar der folgenden Lésungen

Xn(z) = an - sinh(nz), Yo(z) = Bn ' sin(nz), on,fn €R.

Somit erhalten wir als allgemeine Lésung der Potentialgleichung in (16)

up(z,y) = ch -sinh(ne) - sin(ny) ,

n=1

wobei die vierte, inhomogene Randbedingung in (16) noch nicht benutzt
wurde. Dies geschieht nun, indem wir oben = = 2 einsetzen und Koeffizien-
tenvergleich durchfiihren.

Es folgt fiir die Koeffizienten:

1 1
T = - =0 fii > 3.
A= G2 ? T smpg =0T nez3

c¢) Schlielich erhalten wir die Lésung u(z,y) von (15) nach Satz 11.1:

sinhz | sinh 2z

gnh? N L P

u(z,y) = uo(z,y) + un(z,y) = z° - cosy +

Bemerkung:

(5)  Bei allgemeineren Gebieten G ist eine analytische Losung der Dirichlet-Probleme
meist nicht mehr méoglich. Hier miissen numerische Methoden mit Finiten Ele-
menten eingesetzt werden. Man vergleiche hierzu Kapitel 30.

IT. Losung der Wellengleichung

Der zweite wichtige Grundtyp von partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung
wird durch die Wellengleichung reprisentiert, mit deren Loésung wir uns jetzt
beschiftigen wollen. Um einen Einblick in den Charakter der Lésungen zu be-
kommen, soll zunéichst von den Randbedingungen abgesehen und das reine An-
fangswertproblem der Wellengleichung betrachtet werden (man denke dabei
z.B. an eine schwingende Saite von “unendlicher Linge”)

Gesucht ist u = u(z, t) mit

8%y 5 O

a2~ ¢ g2

c>0fest, zeR t>0
(17)
('T’ 0) = g{:c), zeR
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Mit der Koordinatentransformation

£ =z +ct, n=z—ct

und mit ®(¢,n) = u(z,t) = u(g%’l, %—_cg) erhilt die Wellengleichung die ganz
einfache Form
0%®

8ton

Die Lésungen sind
B(¢,m) = a(t) + B(n) = alz + ct) + B(z — ct) = u(a,1).
Hierbei sind «, 8 beliebige, hinreichend oft differenzierbare Funktionen.

Durch Verwendung der beiden Anfangsbedingungen in (17) lassen sich die Funk-
tionen a(z + ct), B(z — ct) eindeutig bestimmen (Ubung). Es folgt

Satz 11.3
Die Lisung des Anfangswertproblems (17) lautet
z+ct
u(z,t) = % (flz+et) + flx —ct)] + % - / g(1) dr.
z—ct

Bemerkungen und Erginzungen:

(6)  Aus der Form der Losung lisst sich der folgende physikalische Sachverhalt ablesen:

u(z, t) besteht aus zwei Anteilen, deren Niveau-Linien jeweils eine Schar paralleler
Geraden sind, nadmlich die Geradenscharen

t=-1.z+const und t=+2 3+ const. (18)

Sie heiflen die Charakteristiken der Wellengleichung (10.17) und sind zu in-
terpretieren als Informationstriger, entlang denen sich physikalische Ausbrei-
tungsvorginge vollziehen. Die Losungsanteile a(z +ct) bzw. §(x —ct) sind Signale,
die sich mit der Geschwindigkeit —c bzw. +c¢ fortpflanzen.

(7)  Sei (z*,t*) mit t* > 0 ein beliebiger Punkt der (z,?)-Ebene.
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AN & p /
N

Steigung=-1 “Steigung=1

g g e N 7 g g

c

f
z* — ct* o z" +ct

Zeichnet man durch diesen Punkt die beiden Charakteristiken, dann schneiden
diese aus der z-Achse das Intervall

I=[z" —et*,z" + ct*]

aus. Aus der Darstellung der Losung in Satz 11.3 ist ersichtlich, dass der
Wert der Losung u(z,t) im Punkte (z*,#*) von den Anfangsfunktionen im
Intervall I abhingt. Darum heifit I das zu dem Punkt (z",t") gehorige
Abh#ngigkeitsintervall.

Beispiel:

(8)  Gesucht ist die Lésung von (17) mit den Anfangsfunktionen

flz) = —1+1x2’ g(z) =0.

Mit Satz 11.3 erhilt man sofort

u(x,t) = % - ( i - 1

’ 2 \1+(z+ct)2 1+ (z—ct)?
Skizziert man u(z,t) fiir verschiedene Zeitpunkte ¢, dann erkennt man sehr schén
die Wellennatur der Losung: Es handelt sich um zwei ”Signale”, von denen eines
nach links und eines nach rechts liuft. Je grofier ¢ ist, desto schneller laufen die
beiden Wellen.

), reR t>0

Wir kommen nun zu dem Anfangs-Randwertproblem der Wellengleichung
(vgl. Formeln (10.5))

Pu  ,
—8}?—0'8?,6 c>0fest, $€(0,L),t>0, .
U
u(z,0) = f(z), GH(z,0) = gla), z € (0,), 19
u(0,t) = u(L,t) =0, t>0,
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wobei jetzt die uBere Kraft g(z,t) = 0 vorausgesetzt wird und auch die Randbe-
dingungen homogen sein sollen. Andernfalls wiirde das Losen von (19) wesentlich
mehr Schwierigkeiten bereiten.

Wir gehen jetzt genauso, wie im Falle der Poisson-Gleichung von einem Produkt-
ansatz ‘

u(z,t) = v(z) - w(t)

aus, der uns (hnlich wie oben) zwei Rand- bzw. Eigenwertprobleme fiir
gewohnliche Differentialgleichungen 2. Ordnung liefert. Ohne jetzt das weitere
Vorgehen im einzelnen zu beschreiben (vgl. Ubungsaufgabe U11.4), geben wir die
Lésung, die wieder die Form einer Fourier-Reihe hat, gleich an. Dazu denken wir
uns die Anfangsfunktionen f(z) und g(z) auf das Intervall [~L,0] ungerade fort-
gesetzt. Sie konnen dann als 2L-periodische Funktionen aufgefasst werden, deren
Fourier-Entwicklungen reine Sinus-Reihen sind. Es gilt

Satz 11.4
Die Lésung des Anfangs-Randwertproblems (19) lautet

- Sion(12) o o5 s om0

wobei die Koeffizienten durch

a; =% f flz s1n ) dz,
b = J.m / g(z) - Sm(JgB) dz,
0

gegeben sind.

i=1,2,3,... .

Bemerkung:

(9)  Differenziert man die Fourier-Reihe fiir u(z,t) partiell nach ¢ und bildet u(x,0)
bzw. g—‘;(m, 0), dann erhilt man wegen der Anfangsbedingungen in (19)

=gajsin(j—2§) bzw. g(z) = Z( %)sm(%)

Hieraus ergeben sich die Ausdriicke fiir die Fourier-Koeffizienten a;,b; (vgl. Band
I, Kapitel 28).
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Beispiel:
(10)  Gesucht ist die Losung u(z,t) von (19) mit
L==, c¢=1, f(zr)=: sin3z, g(z)=0.
Es folgt aus Satz 11.4 und Bemerkung (9)
as=+s, a; =0 fir jeEN, j#3, b =0 fir jeN
Damit ergibt sich als Losung
u(z,t) = {5 - sin 3w - cos 3t = 5 - (sinS(:n +t) + sin 3(z -—t)_).

Die letzte Darstellung von u(z,t) zeigt wieder deutlich die Zusammensetzung von
zwel Schwingungsanteilen, die die Charakteristiken als Niveau-Linien haben. Der
Leser veranschauliche sich den Schwingungsvorgang durch Skizzen fiir verschiede-
ne Zeitpunkte £.

II1. Losung der Wirmeleitungsgleichung

Wir kommen schliellich zum dritten Grundtyp von Gleichungen 2. Ordnung, der
Wirmeleitungsgleichung, die wir auch bereits aus Kapitel 10 kennen (vgl. (10.6)):
Gesucht ist die Losung u(z,t) des folgenden Problems

ou ., 0%

5 = ¢ -a—g—+f(;v,t), a>0fest,z € (0,L), t>0,
w(z,0) = F(a), ze(0,), (20)
u(0,8) = g(t), w(L,1) = h(t), £>0.

Als erstes wollen wir (20) auf ein Problem mit homogenen Randbedingungen trans-
formieren; wir setzen

uo(a, 1) = §((L —2) - 9(t) + - (1)),

ﬁ( T, ) = u(z, t) ‘LLQ(ZL‘ t)s

i 21
fz,t) = f(=z,t) - auo 27 (@:1), ()

F(z) := F(z) — uo(sr; 0),

sodass 4(x,t) nun die Lésung von

. &
% =a2-%+f(x,t),:r:€ (0L}, 2510,
i(z,0) = F(a), z€(0,L), &
@(0,2) = i(L,t) =0, £>0
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ist. Als Niichstes denken wir uns die Funktionen f(z,t), F(z) (fiir jedes feste t > 0)
nach [—L,0] ungerade fortgesetzt und entwickeln diese sodann in Sinus-Fourier-
Reihen:

(e 0]
f(x, t) = Z fn(t) sin(F ), F(m) = Z‘En -sin( % ). (23)
n=1
Nun wird die gesuchte Lésung ebenfalls als Sinus-Reihe angesetzt:
t)=Y din(t) - sin(5E2). (24)
n=1

Differentiation von (24), Einsetzen in (22) und Koeffizientenvergleich in den ent-
standenen Sinus-Reihen ergibt fiir n = 1,2,3,... die folgende Schar linearer
gewohnlicher Anfangswertprobleme 1. Ordnung

e i o

die durch Variation der Konstanten zu lésen sind (vgl. Kapitel 2); die Losungen
werden gleich explizit angegeben. Damit folgt

Satz 11.5
Die Funktionen uo(z,t), @(z,t), f(x,t) und F(z) seien durch (21) definiert.
Dann lautet die Losung des Anfangs-Randwertproblems (20)

("") U(ﬂ’;‘,t) ZUO(Iat) +ﬁ’($: t);
wobei u(z,t) durch die Sinusreihe

(i) @(z,8) =3 Gn(t) - sin(Prz)

n=1
mit
nmway2 1 nmray2 -~
(iii)  Tn(t) = e~ (PT*)7t. [f e E*) 7. f(r) dr + En], n €N
0

gegeben ist. Hierbei sind die Funktionen fn(t) und die Zahlen &, die durch (23)
gegebenen Fourier-Koeffizienten von f(z,t) bzw. F(z).
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Beispiele:
(11) In (20) sei
a?’=1, L=m, f(zg,1)=0, gt)=h(t)=0

sowie

rz fir 0<z<Z
F(m):={ g ?
w5 fir ZE22<w

Es folgt uo(z,t) = 0, u(z,t) = i(z,t), falt) =0,
g (t) = e .G, firneN
Die Koeffizienten &, sind wegen (23) die Fourier-Koeffizienten der Reihe

= F(z) = Z &n - sin(ZEx).

Dies ergibt (vgl. Band I, Kapitel 28)

2 T .
8n = = / F(z) - sin(nz) dz
T Jo
2 [f%F_ " ;
== [ z-sin(nz)dz + [ (7 —z) - sin(nz) dm]
w 0 %
(—1)%("'1)- 2 fiir n ungerade
== -sin(%ﬁ) = n?.x
neem 0 fiir n gerade,
sodass wir

v=1 —(av-1)"¢ sin(2v — 1)z
wt)— Z( 1) =T

erhalten. In der folgenden Skizze sind die Losungskurven fiir einige feste {-Werte
gezeichnet.

Wir wollen noch das asymptotische Verhalten von u(z,t) fiir ¢ = oo untersuchen.
Eine einfache Abschitzung ergibt fiir alle z € [0, 7]

R SR
s _‘J'T' 1—€7tt—>oo'

=1]ﬁh
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u D
x|
. t=0
t=0.1
t=10.7
t=1.5
;T‘ t— oo Tlr -

2
(12) Im Anfangsrandwertproblem (20) sei
e*=1, L=mx, f(z,t)=0, F(z)=1, gt)=1, h()=0.
Mit (21) erhilt man

)

xX
ﬂo(ﬂ;,t) = 1 - ;ﬂ at

(z,8) =0, wu(z,t)=7id(z,t)+1— %

flz,t)=0, F(z)= % .

Die zu F(x) gehorige Sinus-Reihe lautet (Ubung)

F(z) = % . i(_l)n+l ) g@ ’

sodass man mit Satz 11.5 erhilt (f,(r) = 0):

2
Sl g, e PR gl 2
n-T

also

i(x,t) = % . i(_l)m{-l emniE sin(nz) ‘

n=1 n

Dies ergibt schliefllich

X ¢_1yn+l
u(z, )y =1— % i % : Z (=1) g T - sin(nx) .
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Die folgende Skizze zeigt Losungskurven fiir einige feste ¢-Werte. Fiir ¢ — oo
nihert sich die Lésung der linearen Funktion 4(z) =1 — e

i

1 If:U
|
I t=0.1
|
|
| t=0.5
|
: t=2.0
|
| t—= o0
I >
a &

UBUNGEN

U11.1: Sei G = {(z,y) € R? : 22 + 4% < 1} der Einheitskreis. Losen Sie das
Dirichlet-Problem
Au = 62y fiir (z,y) € G,
u(z,y) = zy fiir (z,y) € 0G.

Hinweis: sin 2 = 2-sin - cos g, cos2p = cos? ¢ —sin® ¢ = 1—2sin® ¢.
U11.2: Losen Sie das Dirichlet-Problem

Au=0 fir £ € (0,1), y € (0,1),

u(0,y) =0, wu(l,y) =sin(2mry) firy € (0,1),
u(z,0) =0, u(z,1)=0 fir z € (0,1)

mit, Hilfe eines Produktansatzes.

U11.3: Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

Py, Oy

¢ g PER XD
u(z,0) = 22, %(m,O):m, zeR.
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U11.4: Zeigen Sie, dass die Losung u(z,t) des Anfangs-Randwertproblems (19)
die allgemeine Fourier-Reihendarstellung von Satz 11.4 besitzt. Hierzu
gehe man von dem Produktansatz u(z,t) = v(z)-w(t) aus, 16se zunéchst
das fiir v(z) entstehende Eigenwertproblem, bestimme anschlieflend die
allgemeine Losung fiir w(t) und kombiniere schliefllich beide Anteile
durch Bildung der Fourier-Reihe.

U11.5: Berechnen Sie die Losung des folgenden Anfangs-Randwertproblems der

Wellengleichung:
0%y 8%u .
W_{i@ fuI'iEE(O,Q?T).,t>0,
u(z,0) = sinz, 6—?(56, 0) =sinz - cosz fiir z € (0, 27),
u(0,t) =0, w2t =10 fiir 43 Oc

U11.6: Losen Sie das folgende Anfangs-Randwertproblem:

Ou 0%u .
oy =g fir z € (0,1), t >0,

u(z,0) =sin3rz  fiir z € (0,1),
(0, 8) =wu(1;%) =0 fiix >0,

U11.7: Losen Sie das folgende Anfangs-Randwertproblem:

3u 82U t i %
55—4-w+:v+2-e -sinz - cosz fiir x € (0,w), ¢ >0,
u(z,0) = 4sin’ z, fir z € (0, ),

w0, 8)=10, ulmt)=wvt fiird = 0.

Hinweis: 4sin® z = 3sinz — sin3z, 2sinz - cosz = sin 2z.
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12 Die Laplace-Transformation

In diesem Kapitel filhren wir eine weitere Methode zur Lésung von Anfangswert-
problemen ein, die insbesondere bei linearen Differentialgleichungen mit konstan-
ten Koeflizienten einsetzbar ist. So wie man durch Logarithmieren positiver reeller
Zahlen die Rechenoperationen Multiplizieren und Potenzieren sowie die Umkehr-
operationen Dividieren und Wurzelziehen in die einfacheren Operationen Addieren
und Multiplizieren sowie Subtrahieren und Dividieren umwandeln kann, erlaubt
die Laplace-Transformation (LPT) reeller Funktionen die Operationen Differenzie-
ren und Integrieren durch einfache algebraische Operationen zu ersetzen. Dadurch
kann eine Differentialgleichung in eine algebraische Gleichung verwandelt werden,
die mitunter leichter zu losen ist. Der Losungsprozess fiir ein Anfangswertproblem
verlduft dann formal in drei Schritten:

Anfangswert- | LPT | Algebraische | Lésung | LPT Riickgr. | Losung des
Problem — Gleichung - der Lésung — AWP

Definition 12.1 Sei f : Rt — R eine auf RY = [0, 00) definierte reellwertige
Funktion. Dann heifit die Funktion

F=L{f},
die durch

F(s) = fo ” e~ f(t)dt

definiert ist, die Laplace-Transformierte von f. Der Definitionsbereich der
Funktion L{f} ist die Menge der Zahlen s € R, fir die das uneigentliche
Integral eristiert.

Bemerkungen und Erginzungen:

(1) Existiert fiir ein s = sp das uneigentliche Integral, so existiert es auch fiir alle
s > sg. Daraus folgt, dass der Definitionsbereich der Laplace-Transformierten
immer ein Intervall [a,00) oder (a,o0) ist, es sei denn, das Integral existiert
fiir keine einzige Zahl s. In letzterem Fall nennen wir die Funktion f nicht L-
transformierbar. Ist der Definitionsbereich von F = L{ f } nicht leer, so heifit
f L-transformierbar und die Zahl ¢ die Konvergenzabszisse.
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(2)  In allen Formeln dieses Kapitels, in denen Laplace-Transformierte £{ f } vorkom-
men, wird immer stillschweigend vorausgesetzt, dass die Originalfunktion f L-
transformierbar ist. Wir beschrinken uns dabei auf Funktionen f, die entweder
stetig oder zumindest stiickweise und rechtsseitig stetig auf [0, co) sind.

(3)  Andert man die Funktion f an endlich vielen Stellen ab, so besitzt die modi-
fizierte Funktion die gleiche Laplace-Transformierte wie f selbst. Zu einer ge-
gebenen Laplace-Transformierten F gibt es also unendlich viele Funktionen f
mit £{f} = F. Allerdings gibt es hichstens eine stetige Funktion f oder
héchstens eine stiickweise und rechtsseitig stetige Funktion f, die die Laplace-
Transformierte F' besitzt. Mit der in (2) gemachten Einschrinkung ist also die
Zuordnung f — L{ f } = F einer L-transformierbaren Funktion zu ihrer Laplace-
Transformierten F umkehrbar eindeutig. Wir nennen f die zu F' gehorende Origi-
nalfunktion und bezeichnen den Ubergang von F zu f als Riicktransformation

f=L"YF}.

(4)  Zur besseren Ubersichtlichkeit werden wir in diesem Kapitel die unabhingige Va-
riable der Originalfunktion f mit ¢ und die der Transformierten F' mit s bezeich-
nen. Dies schligt sich in der Schreibweise

F(s)=L{f(®)},
nieder, die hiufig in unterschiedlichen Variationen verwendet wird.
Beispiele:
(5)  Die Laplace-Transformierte der Funktion f(t) =1, ¢t >0, ist
kil —st 1
.C{l}:/ e ldt==,8>0,
D S
Die Konvergenzabszisse ist a = 0.
(6) TFir
f®=e,t>0,

gilt

bt 1
L{e)‘t}zf e_Ste’\tdtzs————)—\,s>)\.
b _

Die Konvergenzabszisse ist @ = A.
(7)  In (14) werden wir zeigen:

38

und L{cost}= 1

E{sint}:sTl——- ,8>0.

+1
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(8)  Die Funktion
fE)=e" ,t>0

ist nicht L-transformierbar, denn das uneigentliche Integral

oo 2 o0
/ e %t dt = f ett=9) gt
0 0

existiert fiir kein s € R.

Wir werden nun eine Reihe von Rechenregeln kennenlernen, die es erlauben,
Laplace-Transformierte zu berechnen, ohne Definition 12.1 mit dem uneigentli-
chen Integral anwenden zu miissen.

Satz 12.1 Linearitdt und Streckung
Fira,be R gilt
L{af +bg}=al{f}+bL{g}

sowie fir ¢ > 0 und F(s) = L{ f(t) }

L{f(et) } = F(=s)

Beispiele:
(9)  Die Laplace-Transformierte von

et + et
2

f(t) = cosht =
ist
L{cosht} = %ﬁ{et}+ %E{eut}

L1 11 s
2s—1 2s8+1 s2-1"

(10) Die Funktion

1 1 1 11
s2—17 2s—1 2s+1

F(s) =

ist die Laplace-Transformierte von

ft)= %et - Eeﬁt =sinht.
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(11) Die Funktion f(t) = coswt hat nach Satz 12.1 und (7) die Laplace-Transformierte

1 sfw s
Fiay= w(sfw)?+1 24wk’
Fir
a al 1
F(s) = 2 +w? ww (sfw)i+1

gilt umgekehrt

o Q a
L 1{'32_|_—w2‘}=53111wt.

Satz 12.2 Differentiation und Integration

Die Funktion f(t) sei Laplace-transformierbar mit der Laplace- Transformierten
F(s).

(i)  Ist f differenzierbar auf (0,00) und rechtsseitig stetig im Nullpunkt, so
gilt

L{f(t)} = s F(s) = f(0)

mit F=L{f}.
(ii)  Die Funktion tf(t) ist ebenfalls Laplace-transformierbar, und es gilt

L{tf(t)} = —F'(s)

(iii) Ist f sogar n-mal differenzierbar mit im Nullpunkt rechtsseitig stetigen
Ableitungen, so gilt

L{FM(E)} = 6" F(s) =" £(0) = "2 (0) —... — F*7D(0) .
(iv) Die Stammfunktion

t
ot) = /0 £ () du

besitzt die Laplace- Transformierte

Lo} = S F(s).
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Beispiele:

(12) Die Funktion f(t) = t" hat die n-te Ableitung f‘™(¢) = n! mit der Laplace-
Transformierten

L)y =2

Mit Satz 12.2 folgt daraus fiir F(s) = L{t" }

n!
Sn+1 :

!
% =s"F(s) also F(s)=

(13) Fiir ein Polynom
f(t) = antn + a‘n—ltTaAI + as + ﬂ,]t + [s1))

ergibt sich die Laplace-Transformierte

a,n!  an—i(n—1)! a1 ao

F(S)=sn+1 T ety

(14) Aus (sint)” = —sint folgt

. 3 i 1
s"-L{sint} —1=—L{sint} also L{sint}= 1482’
und aus
cost = (Sin t)’ fﬂlgt L{ COSt} = 1 jSz -

(15)  Die Funktion f(t) = cos®t hat die Ableitung
f(t) = —2costsint = —sin 2t

mit der Laplace-Transformierten (siehe (11) )

-2

L{f @)} = 21

Daraus ergibt sich wegen

ft) — f(0) =cos’t -1 = fotf'(u) du

die Laplace-Transformierte

ot g2
Fla) =L{ft)}= % +% (52 —f4) = 3(32_:-24) ’
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(16) Die allgemeine Potenzfunktion Satz 12.3 Dimpfungs- und Verschiebungssatz
f) =+

mit einem Exponenten o > 0 hat die Laplace-Transformierte

Sei L{ f} = F. Dann gilt fira € R

. ey ) L{etf(1)} = F(s +a)
r ta - —3 ta dt - = i ! 2 . y
{t%} /U. e fo € ( S) g W (i)  Die Laplace-Transformierte der wm a > O verschobenen Funktion
1 f P -, o
=— e “udu. t—a ir t>a .
P 6 Fall] o= # 0 ) ;i&r fog St L Jolt) b= Bg)..
Dieses uneigentliche Integral hiingt eng mit einer wichtigen Funktion zusammen,
der Eulerschen Gammafunktion:
I'(z) :/ e " du, z>0.
0
Mit dieser Funktion erhilt man
Dla+1) i h(t)

L=

Ein Vergleich mit Beispiel (12) ergibt
Din+1)=mn!. f(2) fa(t)

Die Gammafunktion interpoliert also die Fakultdt-Funktion, die nur fiir ganzzah-
lige Argumente definiert ist.

Aus a

d
_toz s ge—1
T a-t

folgt mit Satz 12.2

Bemerkungen und Ergéinzungen:

(17) Die “Verschiebung” f,(t) einer Funktion f(t) kann man mit der Heaviside-

L{at* '} =a F‘saa) Funktion darstellen. Dies ist die Sprungfunktion
B wy_  Dla+1) _J1 fir 20
=sL{t"}=s PrE h(t)'_{o fir t<0 °
also die Gleichung Die verschobene Funktion hat die Darstellung
T D=« fii 0.
(@t+1l)=a T(e) fir o> fo(t) = f(t—a)-h(t—a) fir t>0.
Diese Gleichung erméglicht es, die Werte der Gamma-Funktion an allen Stellen
a+k k=1,2,..., zu berechnen, wenn man I'(e) kennt. Zum Beispiel gilt fiir Beispiele:
o = 1/2 mit Hilfe von Band I, Ka‘pltel 36 (46) (18) Die Funktion
1 _ = —u, —1/2 - . 2 1 _
1"(5) = fﬂ e “u du = fo S vdv =+/m. f(t) = h(t) — h(t — a) (Rechteckimpuls)
o ergibif sich hat die Laplace-Transformierte
'3/2) 3vm 1 [= 1 1 1—eus
Lvit=Sr=4r=5/%" L) =ht—a)} =S —e™ S =20 —.
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(19) Wegen
)
L{ COS&Jt} = m
ist mit Satz 12.3
-1 s+a —at
L { m } =€ cos wit .
Die Originalfunktion ist also eine geddmpfte Kosinus-Schwingung.
(20) Der um k - a verschobene Rechteckimpuls aus Beispiel (18) hat die Laplace-
Transformierte
i 1—e %
L{h(t—k a)—h(t—(k+1)-a)} =" _{— .
Daraus ergibt sich fiir die Rechteckschwingung
F®)=>_ h(t—2k-a) —h(t - (2k+1)-a)
k=0
die Laplace-Transformierte
_ - ~2ka31 g
LUfR)} =D e ——
k=0
I e 1
T s(l—e2s3)  s(l1+4e-os)
Rechteckimpuls Rechteckschwingung

4q

|
\ Satz 12.4 Faltungssatz

! Sei L{f}=F und L{g} = G. Dann ist

L F(s) - G(s)} = f £~ ) - glu)du.
1]
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Bemerkungen und Ergénzungen:

(21) Die Funktion

t
f*g(f)==f0 F(t— ) glu)du, £2 0,

heifit die Faltung der Funktionen f und g.
Beispiele:

(22) In Beispiel (16) wurde die Laplace-Transformierte

1 /=
LiViy=5\w
bestimmt. Daraus folgt mit dem Faltungssatz
T
L{Vt*t} = 15

Wegen

Ay T8
4537 7 4 2

(siehe Beispiel (12)) folgt hieraus

¢
/ \/u(t—-u)duzztzfiirtzﬂ.
G 8

£

(23) Die Faltung des Rechteckimpulses aus Beispiel (18) mit sich selbst ergibt die
Funktion

t fir 0<t<a
F@)=42a—t fir a<t<2a
0 fir t>2a.

Die Laplace-Transformierte dieser ,Dreiecksfunktion” ist
fos g0 *
cliwy = (F22)

Eine der wichtigsten Anwendungen von Laplace-Transformierten ist die in der
Einfiihrung dieses Kapitels beschriebene Methode, lineare Anfangswertprobleme
zu losen. Wir demonstrieren dies an linearen Differentialgleichungen erster und
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten sowie an linearen Systemen erster
Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Da wir in diesem Kapitel die unabhingige
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Variable der Originalfunktionen mit ¢ bezeichnen, verwenden wir die Schreibweise
7(t) fiir die Ableitung der Funktion y(t).

Das Anfangswertproblem
y+py=1, y(0) =y

wird mit Hilfe der Laplace-Transformation auf die algebraische Gleichung

sC{y}—yo+pL{y}=L{f}

transformiert. Die Losung y des Anfangswertproblems hat also die Laplace-
Transformierte

Jf:{f}"‘yo

L{y}= Py

7

und damit ist die Losung

y=ﬁl{%;y°}-

Beispiele:
(24) Das Anfangswertproblem
y+3y=cosht, y(0)=1

hat die Losung

_pyEmtly e PHet25
y=LHA = e

Um die Originalfunktion zu bestimmen, fiihren wir eine Partialbruchzerlegung
durch

s +s+25 1 ( 31 4 25+3s
(s+3)(s2+25) 34 \s+3 s2+25)°

aus der wir
y(t) = 31—4 (31e™* + 5sin 5¢ + 3 cos 5t)
erhalten.

Das Anfangswertproblem zweiter Ordnung

i+py+ay=f(t), y(0)=wo, 9(0) =m0
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ergibt nach der Transformation die Gleichung

sSL{y}—swo—mn+p(sL{y}—w)+eLl{y}=L{f}.

Also lautet die Laplace-Transformierte der Losung

_L{f1+(s+pyotm
s2+ps+gq

L{y}

und die Losung selbst

L{f}+ (s +DP)yo Yy
s2+ps+gq ‘

y=L"Y

Beispiele:

(25)

Erzwungene Schwingungen in einem elektrischen Schwingkreis

Einem elektrischen Schwingkreis mit ei-
ner Kapazitit C, einer Induktivitit L
und einem Ohmschen Widerstand R wird
eine Spannung wu(t) zugefiihrt. Bezeich-
nen wir mit I(¢) die im Kreis gemessene
Stromstérke, so befriedigt die Funktion I
die lineare Differentialgleichung

Lf+Ri+éI=a(t).

Mit den Anfangsbedingungen I(0) = o , I(0) = 71 erhilt man die Laplace-
Transformierte der Ldsung

L{u()}+ Lros+Lri+ Rro
Ls?>+ Rs+1/C

L{I#)} =

Ist speziell R =120Q, L =0.01 mH, C = 10"°F, 70 = 107%, r1 = 0 und u(t) = 0
(freie Schwingung) , so erhilt man

10775 +1.2-107% _ 107°((s + 6000) + 0.75 - 8000)

L{I} = =
U} = T0-252 + 1205 + 108 (s + 6000)% + 80002

Mit Hilfe von (11), (19) und wegen £71{ mﬁ’mf} = ¢~ .sinwt ergibt sich
hieraus die Lésung des Anfangswertproblems zu

I(t) = 107275 . (cos 8000¢ + 0.75 sin 8000¢) , £ > 0,
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(26)

also eine gedimpfte harmonische Schwingung. Ist dagegen 1u(t) # 0, so entsteht
eine erzwungene Schwingung. Im Falle ro = 1 = 0 erhilt man als Laplace-
Transformierte der Losung

L£{u} _r(a) L. 8000
Ls:+Rs+1/C 80* (s + 6000)2 + 80002
Die Lésung selbst ist daher die Faltung der zu £{ @} gehorenden Originalfunktion
mit der gedimpften Sinusschwingung

£{I}=

1 ;
Io(t) := 30° 6000¢ , gin 8000¢ .
Tst zum Beispiel u(t) der in (18) definierte Rechteckimpuls mit @ = 1, so ergibt

sich

I(t)y=h=x* In(t) = ]th(t — 'u.)Io('U.) du = ft Ig(u) du .

max(0,t—1)
Mit der Stammfunktion
Jo(t) = ﬁé-la 1088900 . (6000 sin 8000 ¢ -+ 8000 cos 8000 £)

von Ip erhilt man schliefllich

I() = Jo(t) — Jo(0) fir 0<t<1lund I(t)=Jo(t)—Jo(t—1) firi>1.

Das lineare System von Differentialgleichungen
y1r =3 +2y2+1
Yo=—2p—y2—e '
mit den Anfangsbedingungen y1(0) = y2(0) = 0 geht mit Hilfe der Laplace-

Transformation in das lineare Gleichungssystem

s Yi(s) = 3Yi(s) + 2 Ya(s) + %

1
5-Ya(s) = —2Y1(s) — Ya(s) — o
iiber, dessen Losungen die Funktionen
s°+1 1 1 1 1
MO = TG D -2 s W+D  G-D  (-1p
—5*+s—2 2 1 1 1
Yals)= s-(s+1)-(s—1)2 Ly o s A (s —1)2

sind. Die zugehérigen Originalfunktionen sind:
1 5 1
yi(t) =1~ 3¢ b Eet—}—tet

y2(t) = Y pe g b =te’
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TESTS

T12.1: Die Laplace-Transformierte £{ f} einer L-transformierbaren Funktion
f : [0,00) — R ist eine Funktion

mit Definitionsbereich R

mit Definitionsbereich [0, 0o)

mit einem von f abhingigen Definitionsbereich

mit einem Definitionsbereich der Form [a,c0) oder (a,co) .

T12.2: Die Funktion F(s) = 2 + % ist die Laplace-Transformierte von
() f@®)=2t+3¢

() f@)y=2/t-3/¢

O S =2+3

() f(t)=2e"t4+3e"%,

T12.3: Seien f(t) und g(t) Funktionen mit den Laplace-Transformierten F'(s)
und G(s).

()  Die Laplace-Transformierte von f(t) + g(t) ist F((s) + G(s)

()  Die Laplace-Transformierte von f(t) - g(t) ist F(s) - G(s)

()  Die Originalfunktion zu F(s) - G(s) ist (f * g)(¢)

1) ., F(s) = G(s)

9(t) G?(s)

()  Die Laplace-Transformierte von

T12.4: Die Funktion f ist differenzierbar mit der Ableitung f' = g. Sei h die
Stammfunktion von f mit h(0) = 0. Die drei Funktionen f, g und A haben die
Laplace-Transformierten F', G und H. Es gilt

() Gls) =sF(s) - £(0)
() H(s)=F(s)/s

() G'(s)=F(s)

() H(s)= [ Fu) du.




120 12. Die Laplace-Transformation

U12.1:

U12.2:

U12.3:

U12.4:

U12.5:

UBUNGEN

Man berechne die Laplace-Transformierten folgender Funktionen:

a) f(t) =sinht —sint¢ (Linearitétssatz),

b) f(t) = (t —1)?e? (Dampfungs- und Verschiebungssatz),
¢) f(t) =t sint (Differentiationssatz),

d) die mit der Periode 6 periodische Funktion f mit

s 2 fir 0<t<3
f(t)_{—2 fir 324<6.

Bestimmen Sie jeweils die Originalfunktion zu den folgenden Laplace-
Transformierten:

a) F(a) = ﬁ%@ (Partialbruchzerlegung),

B) Fs) = Tl—g (Faltungssatz),

(s*+1)

) F@) = ;e

d) F(s)=In g%%— (Differentiationssatz).

Losen Sie die folgenden linearen Anfangswertprobleme:

a) §j+4y-5y=0,y0)=1,5(0)=0,
b) §+3y+2y=c’, y(0)=1,5(0)=0.
Losen Sie das folgende Anfangswertproblem mit einem System erster
Ordnung mit den Anfangswerten y;(0) = —1 und y2(0) = 0:

Y1 +y1 + 202 + 3y2 = et
31 —y1 +4y2+ y2 = 0.

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der linearen Differentialgleichung
ti+2t—-1)y+(t-2)y=0.

Hinweis: Wenden Sie Satz 12.2 (i) und (ii) an, um die Differentialglei-
chung zu transformieren; dadurch erhalten Sie eine lineare Differential-
gleichung erster Ordnung fiir Y'(s) = £{y(¢) }, die noch zu lésen ist.

Funktionentheorie

In der Funktionentheorie geht es um komplex-wertige Funktionen mit komplexen
Variablen. Sie werden differenziert und integriert. Dabei erhdlt man iiberraschende
Einsichten in die Eigenschaften reellwertiger Funktionen von einer und mehreren
reellen Variablen. Die komplex-wertigen Funktionen sind von grofler Wichtigkeit
fiir die mathematische Modellierung von Problemen aus der Theoretischen Physik
und der Elektrotechnik.
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Die Zufallsvariablen X;; mit j = 1,2,...,n; und ¢ = 1,2,3,4 werden
als unabhingig vorausgesetzt. Es kann von einer gleichen unbekannten
Varianz o2 ausgegangen werden. Ferner gilt immer:

ni
(ni—1)-s7 = (o5 — )" -
=1
Testen Sie nun mit einem geeigneten Verfahren zum Niveau o = 0.05 die
Hypothese Hy : p1 = pg = p3 = p4. Muss aufgrund dieses Ergebnisses
eine Neueinstellung der Anlage vorgenommen werden?
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Loésungen

Es bedeuten: (r) richtige Aussage, (f) falsche Aussage

Kapitel 1
U1.1:
gewohnlich [partiell|linear |nichtlinear| Ordnung
X X 3
X X 2
X X 2
X X 1
X X 3
X x 2

U1.2:

Differentiation der Funktionen und Einsetzen in die jeweiligen Differentialgleichun-
gen zeigt, dass diese befriedigt werden.

U1.3:

a) Differenzieren und Einsetzen
b) x(t) = L-cos3t

Ul.4:

a) Bestimmung der Isoklinen:

y=—%-m firc#0
x =.0 fiirc=0.

T
f(msy)__a':c == {

Das Richtungsfeld ist orthogonal zu den Isoklinen.
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b) Aus der Skizze liest man ab:

g(z) =vV1—22.

Probe:
§@)=4-1-2) (- =——=, §0)=1.
j(z)

U1.5:
a) Isoklinen:
b)
c) Der Skizze entnimmt man: §(z) = —z — 2 ist die Losung des vorgegebenen

Anfangswertproblems.

Probe: §'(z)=-1=1+z+g(z).

Man sieht ferner: Diese Losungskurve ist gleichzeitig eine Isokline.
Kapitel 2
U 2.1:
a) y(z) = 2 - arctan 2z
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b) Fiir 1 + cos z(z) = 0 erhiilt man die Losungen
ylz)=2n+1) 71—z, neZ,
fiir 1 + cos z(z) # 0 erhélt man die Lésungen

y(x) =2-arctan(z +¢) -z, ceR.

U 22 y)=z-In(nlz|+c), |zg/>e°, ceR.
U 2.3:

a) Homogene Losung: yu(z) =c-e725"%  ceR.

Der AnS&tZ y(m) = C(:B) : 6—2-sin:r: fiihrt 71 cr(m) — cosz - 62-sin:z:’ Jiss
C(QS) = % . ez'Slnm +f}', v & R .
Daraus folgt y(z) =1 +v.e7 2% ycR.

b) Rate die spezielle Losung yo(z) = £ .
Mit der in a) berechneten allgemeinen homogenen Lésung yp, () und mit Satz
2.2 erhilt man

ylg) =L +c-e 2% cecR.

U 2.4: Mit 2y = z; = 0 erhilt man (cosz > 0):

T
y(z) = elo tandde. [c— Z-f sin7 - e‘foﬂt"’“EdEdn]
0

1

T
= [0—2-/0 smn-cosndr]]
g

=cosz+——, v€ER.
cOS T

U 2.5:  ylz)=3z(1+2)?.

U 2.6:

a) Mit 2(z) = y~*(z) folgt: 2’ = —2.z2- 2427 .

b) y(z) = 0 ist die triviale Losung. Die allgemeine nichttriviale Losung lautet
1

itc-z72—4.8. 28 ;
(c-z?_48-29)} mit ¢-x 48-2° >0, c€eR

y(z) =
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z? 1

l+cz

U2 =
U 2.8:
a) Die Losungen lauten

4

y(z) =4z +1 oder y(m):4m+l+c_x3,
3zt
b) y(1)=6 = y($)=4$+1+m.

U 2.9 f(z,y)dz+ g(z,y)dy = 0 mit
flz,y) =2z -yt +siny, g(z,y) =42 -y° +z-cosy.
Wegen %5 = 89 - 8233 + cosy ist die Differentialgleichung exakt.

Mit Satz 2.5 fiir 2o = yo = 0 folgt u(z,y) =z%-y* + 2 -siny .
Die Losungen lauten also in impliziter Form:

22 -y*+z-siny=c, ceR.

U 2.10:  flz,y) =z 9%, g(z,y) =1-zy° . Wegen
of g 2
Sl =2 O gD 0
oy Oz W v #

ist die Differentialgleichung nicht exakt. Es folgt wegen %‘5 =0:
p'(y) = —% - u(y) . Eine Losung ist p(y) = 3 -
Nun ist die Differentialgleichung
(z—y)dz + (y~ 2 —z)dy =0 exakt.
Die Losungen lauten nach Satz 2.5:
%mz—if'y“‘y—l"—‘c: CER?@I#O

U 2.11: Fiir die Umkehrfunktion erhilt man die Gleichung z'(y) =

1
deren Losungen lauten: z(y) =c-y — ;—y , ceéR,alsoy=—5-

odery =2+ (z£va?+2c), c#0.

=

ceR, z®#c.

-z(y) +

iy,
e

?
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Kapitel 3
U3.1:

a) fi ist Lipschitz-stetig auf Rmit L=1 ,
b) fa ist Lipschitz-stetig auf R mit L =3 ,
c) f3 ist nicht Lipschitz-stetig auf S ,

d) f4 ist Lipschitz-stetig auf S mit L =2 .

U3.2: a=3, b=4, M=4,alsoa=1.
zo=1,also J =[zg —a,z0+ 0] =0,2] .

0U3.3: Wegen3z—22—2=(z—1)-(2—2) > 0fir z € J ist sin(v/3z — a2 — 2)
auf J definiert.

a) Wir wihlen den Streifen S = {1 <z <2, y € R} .

Wegen |sing| < 1 fiir alle ¢ € R liegt Lipschitz-Stetigkeit auf S vor mit
L = 1. Mit Satz 3.3 und Bemerkung (2) folgt die Behauptung.

b) Wir wahlen das Rechteck R={1<z <2, -3 <y<2}.
Es liegt Lipschitz-Stetigkeit auf R vor mit L = % .
Fernerist:nco:%, U,:% ,b=1, M=%,alsoa:
Mit Satz 3.3 folgt die Behauptung.

Bt

U8.4: w(e)=1, w(e)=1+30", wus(z)=1+}2+}at,

ug(z) = 1+ 327 + ot + a8

Die N&herungen 1sizpd Partialsummen der Potenzreihen-Entwicklung der exakten
Losung y(z) = ez® .

Kapitel 4
U4.1:

a) Berechnung nach Methode I:
yo(z) = 0 ist eine Losung. Unter der Annahme y(z) # 0 erhiilt man
y{z) = %m‘i-l—%c-m% +ctz+é, céeER.
4 .

b) wo(z) =0, j(z)=42%e
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U4.2:

a) ylz)=1z+z-e"+3,
b) ylz)=lnz+c-z?+é, céeR.
U4.3: z(y) = %y3 +ey+ea, ci,c2€R mity?+e>0.
U4.4: Berechnung erfolgt nach Methode II:
Mit z(y) = z'(y) erhilt man 2/(y) = —(y + 1) - 2°(y) .

— 1 —
Losung: 2(y) = W—c . Wegen 2(1) = z'(1) = % hat man ¢ =3 - Weiter:
z(y) = [2(y)dy + &= 35 +& . Wegen z(1) = 1 hat man & = 2 . Ubergang zur
Umbkehrfunktion liefert y(z) = 32 — 1.
U4.5: Berechnung nach Methode III:

a) y(r)=-2-n(1-3v2-7), r <2,
b) y@)=v2x-1, z>1%.
U4.6:

a) y(r)=c-e#+é-(x+1), cé€R,
b) ga)=s+1.

U4.7: Berechnung nach Methode IV:

7(x) :2-sin2m+\/§-sinm.

Kapitel 5
Us.1:
a) detW(z)=e-[(2—z)-sinz —z-cosz] .
Da det W(z) nicht identisch null ist, ist das System linear unabhéngig.

b) Das System ist linear abhéngig wegen

y3(z) =3 - y1(z) — 3 - v2(z) .
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U5.2:

a) detW(z) = 2 fiir alle z € R . Also konnen die Funktionen ein Fundamental-
system bilden.

b) detW(z) = 12 - z°. Die Funktionen kénnen ein Fundamentalsystem bilden
nur dann, wenn das Intervall I die Null nicht enthalt.

c) detW(z) = —1 fiir alle z € R . Also kiénnen die Funktionen ein Fundamen-
talsystem bilden.

d) wya(z) =3-y1(z) + 2 - ya(z) . Also konnen die Funktionen niemals ein Funda-
mentalsystem bilden, da sie linear abhingig sind.

e) detW(z) = e®* #0 fiir alle z € R . Also konnen die Funktionen ein Funda-
mentalsystem bilden.

U5.3:
a) Man zeigt durch Einsetzen, dass y1(z), y2(z) die homogene Gleichung 15sen.

Fiir die Wronski-Determinante gilt: det W(z) = 2z(z 4 1) > 0 fiir z > 0.
Also liegt ein Fundamentalsystem vor.

b) .Das Gleichungssystem und seine Losung lauten:

G ) (-0 ={m0

Integration ergibt
v =—z+In(z+1)+ec1; va=ag+In(z)+c2; ci,e2€R.
Also lautet die allgemeine inhomogene Lisung
ye)=(-z+n(c+1)+c) (z+1)*+(z+1In(z) + ) -2°, c1,c2€R.
U5.4:

a)  wi(z), i =1,2,3 sind Losungen, wie man durch Einsetzen feststellt. Ferner
ist det W(z) = =9 # 0 . Also liegt ein Fundamentalsystem vor.

b) Das Gleichungssystem lautet

1 22 Ingz v} 0
03z g7 |.|v, ] = 0 ;
0 6z —z2 v 7% . Inz
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Losen dieses Systems und anschliefendes Integrieren ergibt

ni(@) = - (In2)® - § - (nz)*,

3:-lnz+1
) =g
v3(z) = -1 - (Inz)? .

Einsetzen in den Ansatz fiir die Variation der Konstanten liefert eine parti-
kuldre Losung

y* (@) = —% - [(Inz)? + (Inz)®] — g - [3-Inz+ 1] .
Mit Satz 5.6 erhiilt man schliefilich die allgemeine Losung

y(@)=ci+cr- 2 +ecs-lnz— & [(Inz)® + (na)’], ce,c3€R.

Us.5: Die Funktion ya(z) ist keine Losung der Differentialgleichung,
y1(z), y2(x), ya(z) dagegen sind Losungen.

a) detW(z) = —3z%-¢® # 0in I, also liegt ein Fundamentalsystem vor.

b) Es liegt kein Fundamentalsystem vor.

¢) detW(z) = —2z2 e # 0 in I, also liegt ein Fundamentalsystem vor.

Die Losung des Anfangswertproblems ist y4(z).

Kapitel 6

U6.1:

a) {62,62:1:’63:::,843:} ,

b) {1,z,e%,z-€e"},

c) {e*,e" %, cos 2z,sin 2z} ,

d) {1, €%, e® - cos2z, € -sin 2z} .
Ue6.2:

a) ylz)=4-e*-2-¢*,
b) y(@)=z-e %=,

¢) y(z)=3-sin2z .
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U6.3: Die Losung der homogenen Gleichung ist
yn(z) = c1e® + cawe® + c3e*® .

a)  y(z) = ya(z) — 32° - €,

b)  y(z) =yn(z) — 155 - (cos2z — Tsin2z) ,

c) y(z) =yn(z) — 12% €® — 7 - (cos2z — Tsin2z) .
U6.4:

a) Fundamentalsystem: {1,z,e™% cosz,sinz} .

Ansatz: y*(z) = Az? + Be?® .
Man erhilt hieraus y*(z) = 2% + & - €2® .

b) Ansatz: y*(z) = (A+ Bz)-z-e”®+z-(Ccosz + Dsinz) .
U6.5: Fundamentalsystem: {e®,e3%} .

Ansatz: y*(z) = €3% - (Acosz + Bsinz) .
Losung des Anfangswertproblems:

§(z) = — 15 + (% —2cosz — ésin:c) R
Kapitel 7
(77 1- —9. AR A -1\ _ .
U7.1: n=2: det(A] — A) = det (Go o +)\) = A2 + a1\ + ag.
(n—1) = mn:
\ -1 0 -1
. -~ 0
det(M — A)=X-det| - et | .
A -1 : *
a1 Gp-2 Gp—1 + A 0 -1
g % -+ +-- *
=\ [)‘n—l J an_l)\n—2 4+ da A+ Ufl] 4 (ml)n . (_1)n—2 - ag
:/\n+an—1)\”“1+---+a1/\+a0 s
U7.2:
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U7.3:

a) ¥(z)=c1-€e*- (_31) + g - 5% - G) , c,c2€R.
b) Auflésen der ersten Gleichung nach y2 (z) und ableiten:
w=iy-n, =3
Elimination von ¥, aus der zweiten Gleichung ergibt:
Yy —8yr + 12y =0.

Die allgemeine Losung: y1(z) = cs - €2® + ¢4 - €% .
Berechnung von ys:

ya(z) = L(2c3 - €% + 6cy - %) — 5 - €77 — ¢y €

=—teg e +ep- e

Die Losung ist mit der in a) berechneten identisch.

U7.4:
-1 1 1
a) J@)=ce®-| 1 |+ | 1 +czef- (1],
-2 1
-2 1
b) do(z)=e*® [ 1 | +e*-[1
1
U7.5:

Eigenwerte: A =1 ,A=1+2i, A3=1-2i,

0 21 —2i
Eigenvektoren: oy = | 1 |, o= (1|, &3=| 1 .
-1 3 3

Hieraus erhélt man (vgl. den Text vor Beispiel (9)) mit beliebigen Konstanten
C1,C2,C3 eR

0 —2sin 2z 2cos 2z
glz) =€ - [01 11 +e- cos 2z 4+cg- | sin2z ]
-1 3cos2c 3sin 2z

Loésungen
U7.6: Mit dem im Text beschriebenen Eliminationsverfahren erhilt man

:L'§4) - 14.’1:%2) +45x, =0.
Nullstellen des charakteristischen Polynoms:
)\1,2 =43 3 /\3,4 = :i:\/g .

Also: z1(t) = c1€% + coe™3t + czeVt 4 cpe Vot
Finsetzen liefert

za(t) = 2- (cl €3 + cae 3t — czeVot — C4e“‘/§t) .

Kapitel 8
U8.1:

_ 3,2 4 1 1 1
a) yl)=1l+z+32+i8+1at+ Lo¥+ ab+ Loa + o
b) y(z)=z+32°+ Lo’ + 2"+

U8.2: Man erhilt a, =1 firn=0,1,2,3,4,5.

Vermutung: a, =1 fiir allen € N . Fiir |z| < 1 gilt: i z" = ] ! .
n=0 — T

: ; 1
Die Probe ergibt, dass y(z) = - das Anfangswertproblem lost.

ﬁ8.3: Ps(a;) = 1+$+% - % Lot — I1,5_ -:L'S, y(:c) — esinz
Man erhilt: P5(%) =1.615104--- , y(%) =1.615146--- .
U8.4: Das Naherungspolynom 5. Grades lautet

Pi(z) =2+ & 2" — % 2% .

U8.5: Das Niherungspolynom 6. Grades lautet

Po(z) =142z -1+ S -1+ L(z-1)°.

455
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Kapitel 9
179.1: Die allgemeine Losung der Differentialgleichung:

y(g;):(cl—%T-.’L‘)-COS%‘FCz'SiH%; C]-:,CZER-

Die Randbedingungen ergeben: ¢; =0, r = 2, ; €R..
Also lauten die gesuchten Losungen:

1 .
y(m)z—z—wm-cos%+c-smg, celR.

U9.2:

a) eindeutig losbar: y(z) = 2z + 327 ,
b) unlosbar,
¢) vieldeutig losbar: y(z) = cx —4z?, c€ R .

U9.3:

1 1 0
detR=det|{1 0 2 =% —2cos2—sin2>0.
e cos2 sin2

U9.4: y(z) =4+ 5z —sinz + cosz — 27 - e2(=z-m) .ging .
U9.5:
A>0: A =k?, yr(z) = b(kcosks +sinkz), beR,

A = 0: keine Eigenfunktionen,
A<0: N=-1, yo(z)=0b-e", bBER.

U9.6:
M= &

k=0,1,2,... .
Yk () :c-cos(g‘lna:) 3 cG]R} ’

keN,
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U10.1: Alle drei Differentialgleichungen sind linear im Sinne von Definition 10.1.

3): A= (3 (1’) ist definit (elliptisch),

(5): A= (0 {1)) ist indefinit (hyperbolisch),

2
6): A= (8 g) ist singular (parabolisch).
U10.2:
a) halblinear,

b) quasilinear,

c) linear.

U10.3:

a) elliptisch,

b) parabolisch,

¢) hyperbolisch, da det A = —98 < 0 und Spur A =4 > 0 ist,

d) elliptisch fiir y > 0, parabolisch fiir y = 0, hyperbolisch fiir y < 0.

U10.4:

Mit der Kettenregel fiir zwei Variablen erhilt man

OF  Ou ou

e =a—$-cosga+a—y~smtp,

O?F _ 8%u 2 %y . Pu .,
W—w-cos t,o—i—?-away-cosqs-smqo—l—@f-sm @,

oF ou Ou

“&p :Ar-gg-smga%-r-éa--cosw,

BPF 5 10%u 4 v ?u
a—(pz—ﬂ” '[@'Sll’l @—z'm'SIHW'COS(ﬂ"‘a—y?‘COS 99:|

Ou ou .
— [a-i'cosgo-l- 55 -smgo]‘
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Damit folgt unmittelbar die behauptete Beziehung.

Kapitel 11
U11.1:

a) Spezielle Losung: uo(z,y) =2° -y .
b) Zu losen ist: Aup = 0 mit up(z,y) =Y - (1 — z2) auf 6G.
(i) = cos - sin ¢ - (1 — cos® ) = 7 -sin2¢ — g - sin4p.
Dies ist bereits die Fourier-Reihe fiir ’}'(go). Es folgt

4

p r :
F(r,p) = —+sin2¢p — = -sindyp

-Simp-cosga-[l—rz-coszga—f-rz-sinch].

SENEY

Also gilt: up(z,y) = sz -y [1 — 2 +y?]. Es folgt
¢) ulz,y) = vo(®,y) +un(z,y) = 37y - [1 +27 +¢7].
U11.2: Produktansatz u(zx,y) = F(z) - G(y) fithrt zu
F'(z)-K-F(z) =0, G"()+K -Gy)=
mit F(0) = G(0) = G(1) = 0. Die Losungen lauten:
F,(z) = a, -sinh(nmz), Gn(y) =bn -sin(nry), n€eN
Allgemeine Lésung:

wl(x,y) = i ¢n - sinh(nwz) - sin(nwy).

fsl

Die letzte Randbedingung w(1,y) = sin(2my) liefert durch Koeffizientenvergleich:

¢a = (sinh(27))~?, ¢, = 0 sonst.
Losung:

__ sinh(27x) - sin(2my)
u(e,y) = sinh(2r)

1U11.3: Mit Satz 11.3 folgt: u(z,t) =2 + 2 - > +z - t.
U11.4: Man erhilt mit A:= —¢2- K #0
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a) —v"=A-v, ze€[0,L] mit v(0) =v(L) =0.
i 2 .
Dies ergibt fir j € N: & = (&), v;(2) = G5 -sin(£32), C; € R.
. 2
b) ﬂ}:K-w=~(9%9) -w.

Dies ergibt fir j € N: w;(t) = 4; cos( ) + B; - sm( ) A;,B; € R
Mit a; := C; - A;, bj := C; - B; und mit dem Produktansatz erhélt man als
Ldsungen

gl e sin(j%) : [a,j - cos(JECt) + b; - (%Etf)], JjeEN

Dies ergibt als allgemeine Losung die Reihe von Satz 11.4, falls diese konver-
giert.

U11.5: Aus Satz 11.4 folgt mit ¢ =2, L = 2r

st = Zsin % : (aj - cos(jt) + b; -sin(jt)),

4=1
sowie

w(x,0) =gz = Zaj sin E,

5 also ay = 1, a; = 0 sonst,

(sc 0) -sin(2z) = Z;b sinZ2,  also by = L, bj = 0 sonst.

Also lautet die Losung u(z,t) = sinz - cos(2t) + £ sin(2z) - sin(4¢).
U11.6: Mit a®> =2, L =1, f(z,t) =0, g(t) = h(t) = 0 und F(z) = sin(3rz)
ergibt sich mit Hilfe von (21), (23) und Satz 11.5 als Lésung

u(z,t) = e~ 187t sin(3nz).

U11.7: Mita®2 =4, L = m, f(z,t) = z + € -sin2z, g(t) = 0, h(t) = wt und
F(z) = 3sinz — sin 3z ergibt sich mit Hilfe von (21), (23) und Satz 11.5

et — g—16t

u(z,t) =z-t+3.- e ¥ .sinz + S sin(2x) — e~ 3% . 5in(3x).
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Kapitel 12
T12.1 (f) T12.2 (f) Ti12.3 (r) Ti24 (r)
(f) () (f) (r)
(r) (r) (r) ()
(r) () (f) (f)

U12.1: a) F(s) = 2_1 s>1,
b) F(s) = o Gf—zf+;J1r—2,s>—2,
¢) F(s)=(—m) = ooz >8>0,
d F(e)=2.120 ,5>0,

U12.2: a) f(t) = 2e 3 + 3,
b flt) = snespest,
¢) f(t) = h(®) +h(t— 1) + h(t —2) + ... (Treppenfunktion),
d) F'(s)=L{e*}—L{e'} also f(t) = % sinht.

U12.3: a) y)=32e 416,

e

b) yt)=1e e‘t — 22,
U12.4
nt)=-ze +ge 12
5

112.5: Nach der Transformation ergibt sich die Differentialgleichung

Y'(s)(s® +25s+ 1)+ Y (s)(4s +4) = 3ex,

mit der Lésung Y(s) = Si} 7+ G _'c_z i Daraus folgt

c -
'y(t)zcle_t-]»gztse !

Kapitel 13

TIS.1

U13.1:

U13.2:
U13.3:

U13.4:

U13.5:

Kapitel 14

T14.1

(f)
()
(r)
(r)

a)

b)

c)
d)

T13.2 () T13.3 (r) T134 (1)
(f) (r) (£)
(r) () (£)
Ef% (£) (r)
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Winkelraum im ersten Quadranten zwischen der Winkelhalbierenden

und der imagindren Achse,

Kreisring mit Mittelpunkt 2o = 7 und Radien 3 und 4 einschliefilich

der Kreislinien,

imagindre Achse,

die komplexe Ebene, aus der die abgeschlossene Kreisscheibe um

20 = —1 + 7 mit Radius /2 herausgenommen wur

2t)=1+i+e’, -F<t< %,
z(m/4) hat den maximalen Abstand v/3 + /2.
Schnittpunkte: s; = —1, 53 =1,

5

Schnittwinkel: ¢ = :,3;, 2 = > — arctan %

a)
b)
c)
d)
a)
b)
c)
d)

e)
f)

(£)
()
(r)
(r)

divergent,
konvergent gegen 0,
konvergent gegen 1,
konvergent gegen i.
divergent,

konvergent gegen —i,

fiir alle z € C konvergent gegen e ,

44 31

fiir |z| > 1 konvergent gegen 52— (4+3i)

fir |z| < 2 konvergent.

T14.2 () T14.3 (f) Tl4.4 (1) TI14.5
(f) (r) (f)
(r) (f) (f)

(r) (f) (r)

de.

(f)
(r)




