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10. Ubung zur Vorlesung

wMathematisches Modellieren
Losung

Aufgabe 1: In einem Geféif wird eine bestimmte Krebsart geziichtet, die sich von Bak-
terien ernéhrt. Zur Fiitterung wird pro Sekunde eine gewisse Menge a > 0 an Bakterien
in das Gefaf gegeben. Die Krebse fressen die Bakterien mit einer Rate, die proportional
zum Quadrat der momentan vorhandenen Bakterienanzahl x(t) ist.

a) Modellieren Sie die Entwicklung der Bakterienanzahl x(¢) mit Hilfe einer Differen-
tialgleichung.

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der aufgestellten DGI.
c) Bestimmen Sie das Langzeitverhalten lim; ., z(¢) der Bakterien.
Losung;:

a) Gehen wir davon aus, dass in einem hinreichend kleinen Zeitintervall die Lange 7
die Anderung der Bakterienpopulation annihernd linear verliuft, erhalten wir als
Differenzengleichung

z(t+71) —2(t) = —Tax(t)* + b

mit dem Proportionalititsfaktor a € R™ und der konstanten Zuwachsrate b € R™.
Umstellen und Grenziibergang liefert

2'(t) = lim 2wt +7) = 2t) = lim —ax(t)* + b= —ax(t)* + b

T—0 T T—0

b) Wir setzen pu := \/g Dann erkennen wir zunéchst einmal, dass x(t) = p wegen

2
—a <\/§> + b = 0 eine Losung der DGL ist. Nun ist die rechte Seite der DGL

—az(t)® 4 b sowohl in ¢ und in z stetig, als auch in y Lipschitz-stetig, somit ist nach
dem Satz von Picard-Lindelof eine Losung durch einen beliebigen Punkt (¢, z(to))
eindeutig, was fiir die Losungen, die nicht die konstante Losung z(¢) = pu sind,
entweder z(t) > p oder z(t) < p fiir alle ¢ impliziert (Gleiches gilt fiir x(t) = —pu).



Dies werden im Folgendem aufgreifen. Wir bestimmen nun die weiteren Lésungen
der DGL (also die fiir y(ty) # £u).

Wir haben eine DGL, die sich mit der Methode der Trennung der Variablen 16sen

lisst. Es ist 2/(t) = @(z(t)) - () mit z.B. p(z(t)) = x(t)? — £ und ¥(t) = —a. So

konnen wir (fiir den Fall p(x(t)) # 0) 16sen mit der Umformung z'(t) = o(x(t)) -
t) & [ o de = [o(t)dt
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An dieer Stelle erhalten wir Losungen der DGL, wenn wir das Integral iiber ﬁ
bestimmen. Hierfiir fithren wir eine Partialbruchzerlegung durch. Es ist

~
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I 1 A N B A(z+p)+ B(z—p)
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Damit A(z + u) + B(z — 1) = (A+ B)z + (A — B) = 1 fiir alle z ist, muss

A+B=0
nA—B)=1

erfiillt sein, also B = —A und p2A = 1 gelten, somit A = i und B = —%. Wir
erhalten

z(t) 1 1 = 1 1
/ dz = — — dz
22 — pu? 241 2—u  zZ4p

1
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Also gilt

2'(t) = —ax(t)? +b

1 t) —
< —log o) —p =—alt+¢
24 z(t) + p
z(t) — p — o—2(uat+e)
z(t) + p




Da nun fiir eine Losung stets z(t) > p oder x(t) < g gilt, ist nun entweder

zgg;’j = ¢ 2mat+c) gder igg;ﬁ = — ¢ 2(mat+e) fijr eine Losung erfiillt. Setzen wir
n = e 2at+e) dann kénnen wir leicht weiter umformen zu
t —
z(t) —p _ n
z(t) + p
& at) —p==(@) +p)
< (Fnzt)=1+np
1£n
&S () = ——
() =1 ="
Also sind
14+ 872(,uat+c) 1— ef2(,uat+c)
Jf(t) = mﬂ und Z’(t) iy

- 1 +e—2(uat+c)

Losungen der DGL. Mit tanh(z) = =% und coth(z) = %= £ folgt schlieflich

e2T +1 e2z _

-tanh(vVabt +¢) mit 2(t) < b fiir alle t

8
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-coth(v/abt +¢)  mit 2(t) > b fiir alle ¢

als Losungsmenge der DGL.

Die Graphen von Tangens Hyperbolicus (links) und Areatangens Hyperbolicus (rechts)
verlaufen, wie folgend zu sehen:

Die Bakterien befinden sich entweder schon im Gleichgewicht \/% oder sie streben
diesem fiir z(0) > /% von oben, fiir z(t) < /% von unten zu:

Es ist lim, . tanh(z) = 1 und mit coth(z) = m folgt insgesamt lim; o x(t) =

Vi



Aufgabe 2: Sie kennen das Phénomen, dass eine Kette, die zu weit von einem Tisch
herunterhéngt anfangt zu rutschen und mit wachsender Geschwindigkeit vom Tisch her-
unterrutscht. Dieses Herunterrutschen soll modelliert werden. Wir treffen dazu folgende
Annahmen:

Die Kette hat die Lange L > 0. Die Masse der Kette verteilt sich gleichméafig {iber die
gesamte Kette, dabei gibt p > 0 die Masse der Kette pro Langeneinheit an.

Auf die Kette wirken zwei Krifte: Die Gewichtskraft des herunter hingenden Teils der
Kette zieht die Kette in Richtung Tischkante und die Reibungskraft des auf dem Tisch
liegenden Teils der Kette zieht die Kette in die andere Richtung.

Die Gewichtskraft wird modelliert durch Fz = Mg, wobei M die Masse des Teil der Kette
ist, das schon vom Tisch herunterhéngt. Mit g bezeichnen wir die Erdbeschleunigung.
Die Reibungskraft soll mit dem Modell der Gleitreibung modelliert werden, d.h. Fr =
—urMg, dabei ist pg der Gleitreibungskoeffizient, der nur von den Materialeigenschaften
des Tischs und der Kette abhéngt und M die Masse des Teils der Kette, der noch auf
dem Tisch liegt. Das Vorzeichen beriicksichtigt die Richtung der Kraft.

Diese Modellierung lésst sich anwenden, wenn sich die Kette bewegt, bzw. sich gerade in
Bewegung setzt.

a) Modellieren Sie ausgehend vom 2. Newtonschen Axiom F' = ma diesen Sachverhalt
mit Hilfe einer Differentialgleichung zweiter Ordnung. Erlautern Sie die Wahl ihres
Koordinatensystems mit Hilfe einer Zeichnung.

b) Losen Sie die entstandene Differentialgleichung.
Losung;:

a) Sei z(t) die Entfernung der herunterhidngenden Kettenspitze zur Tischkante zum
Zeitpunkt . Wir haben es mit drei verschiedenen Massen in der Modellierung zu
tun:

M = x(t) - p, der Masse des herunterhéingenden Teils der Kette,
M = (L —x(t)) - p, der Masse des noch auf dem Tisch befindlichen Teils der Kette,
M+ M = L - p der Gesamtmasse der Kette.

Nun kénnen wir das Szenario so modellieren, dass wir die Kette als einen Mas-
senpunkt an der Stelle 0 < z(¢) < L ansehen, auf die in Bewegungsrichtung zwei
Krifte einwirken, die Gewichtskraft und die Reibungskraft. Die Gewichtskraft, wel-
che die Kette vom Tisch zieht wirkt ja ohnehin schon in Bewegungsrichtung. Die
Reibungskraft, welche die Kette auf dem Tisch hélt wirkt zwar quer zur Bewegungs-
richtung, wir kbnnen aber von einer verlustfreien Umlenkung in Bewegungsrichtung
ausgehen. Da diese Kraft nun der Gewichtskraft entgegen wirkt, hat ihr Wert in
Bewegungsrichtung umgekehrtes Vorzeichen. Fiir die Gewichtskraft gilt nun

fiir die Reibungskraft

Fp=—pr Mg = —pp(L —x(t))pg = pr pg x(t) — prLpg .



Die Kraft, die insgesamt auf die Kette einwirkt ist somit die Summe der beiden
einwirkenden Kréfte
F=Fqs+ Fg.

Wirkt auf die Kette nun eine Kraft ein, wird diese proportional dazu iiber den
Zusammenhang , Kraft gleich Masse mal Beschleunigung® beeinflusst. So erhalten
wir wegen

F=Fg+ Fg
& (M + M)2"(t) = =(t)pg + pr pg ©(t) — pr Lpg
& Lpa"(t) = pg(1 + pr)z(t) — pr Lpg
_ 1+pr

1
t
< 2(t) 7

~gz(t) — prY,

eine inhomogene DGL zweiter Ordnung. Aus dem Sachzusammehang ist es wichtig
zu erwiahnen, dass Losungen der DGL das Szenario der herunterrutschenden Kette
nur dann korrekt modellieren, solange unsere Grundannahmen erfiillt sind:

0 < z(t) < L Vt, die Kette ist noch nicht vom Tisch gefallen.

2'(t) > 0 Vt, die Kette ist noch in Bewegung und nicht zum Stillstand gekommen
(Sonst wire Fg nicht mehr korrekt modelliert!).

So erhalten wir das AWP

{x"(t) = L8 g(t) = jirg
2'(0) =v(0) = vy > 0,2(0) = ¢,

dessen Losung fiir t € [0,%) und £ € RTU{oo} mit x(t) = L (die Kette ist vom Tisch
gefallen) oder 2/(f) = 0 (die Kette ist zum Erliegen gekommen) gegeben sind.

Wir 16sen nun das AWP:
Die DGL ist linear in x(t), so bestimmen wir zunéchst die Losungsmenge des ho-

mogenen Problems
1+p
o) = = g r).

Der Ansatz z(t) = e liefert nach zweimaligem Ableiten und Einsetzen in die DGL

14 ugr
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also A = £4/4(1 + pg). So gilt
xp(t) = eV 2Utur)t ooV EAHER)IT ip c1,00 €R.

In Anbetracht des konstanten Stérterms in der DGL 2”(t) = 2 . ga(t) — ppg
erwarten wir es, eine konstante partikuldre Losung zu finden. Setzen wir x,(t) = k
an, erfiillt dieses k& die DGL genau dann, wenn 0 = Y£& . & — 15 g gilt, also fiir

L
zp(t) =k =Lg- {4




Erfiillt zj, die homogene DGL 2 (t) = 22 . g2(¢) und z,, erfiillt die DGL 2”(t) =
H% - gx(t) — purg, so erfilllt wegen der Linearitdt auch die allgemeine Losung

Tau(t) = xp(t) +2,(t) die DGL und wir erhalten fiir ¢;, o € R die gesamte Losungs-

menge
2(t) = ¢y eV iR o) omVEQ RN L T g PR
1+ pr
In Abhéangigkeit der Parameter L, ur und der Startwerte vy, xy ergeben sich nun
Losungen des AWP fiir ¢q,co € R. Bei positivem ¢; wird die Kette stets weiter
beschleunigend vom Tisch rutschen, bei negativem c; ist die Reibungskraft stets
grofer als die Gewichtskraft, die Anfangsgeschwindigkeit wird abgebaut, entweder
bevor die Kette vom Tisch gerutscht ist, dann bleibt diese dort liegen, oder die Kette
fallt vom Tisch, noch bevor dies passiert. Typische Verlaufe wiren somit:
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Aufgabe 3: Gegeben sei eine Differentialgleichung der Form
y = flat+by+c), abceR mitb#0.

a) Zeigen Sie, dass die Funktion z(tf) = at + by(t) + ¢ eine Differentialgleichung mit
getrennten Variablen erfiillt.

b) Losen Sie mit Hilfe von Teilaufgabe a) die Differentialgleichungen

i)y =(t+y)?
ii) ¢ = (t —y)? in dem Streifen —1 < ¢ — y < 1. Skizzieren Sie den angegebenen
Bereich.



Losung:

a)

b)

Wir setzen z(t) = at + by(t) + ¢ an, wobei y(t) die (bis dato unbekannte) Losung
der DGL ¢/(t) = f(at + by(t) 4 ¢) ist. Nun leiten wir z nach ¢ zu 2/(t) = t + by'(¢)
ab. Da y die DGL 16st, konnen wir fiir ¢’ die rechte Seite der DGL einsetzen und
erhalten
Z'(t) =t+bf(at 4+ by(t) + ¢) =t + b(f(t).

Dies ist eine DGL mit getrennten Variablen. Diese konnen wir 16sen, erhalten so
z(t) und damit wegen y(t) = $(z(t) — at — ¢) auch die Losung der DGL y/(t) =
flat 4+ by(t) +c).

i) Wir substituieren z(t) := ¢ + y(t). Uber die Ableitung 2/(t) = 1+ 9/(t) =
1+ (t+y(t))? =1+ 2(¢)? fiihrt dies auf
2 _
1+ 2(t)2

und damit auf

Z(t) 1 t
/ T2 dx:/ dr

arctan z(t) =t + ¢

also

und wir erhalten
t+y(t) = z(t) = tan(t + ¢)
ferner
y(t) =tan(t+c) —t mit c € R.

ii) Wir substituieren z(t) := t — y(t). Uber die Ableitung 2/(t) = 1 — ¢/(t) =
1—(t—y(t))*> =1 — z(t)? fiihrt dies auf

()
T

Z(t) 1 t
/ 1_$2d$:/d7.

Hier kénnen wir entweder wissen (oder nachschlagen), dass ‘Lartanh(z) =
—— + ¢ fiir |z| < 1 gilt, oder wir berechnen iiber den Umweg einer Partial-

und damit auf

bruchzerlegung
1 A b A(l+z)+ B(l-x)
1—x2_1—$+1+x_ 1 — a2
_(A+B)+(A-Bx 3 3
N 1 — a2 A:E:%l—a: 142
11 1
_5(1—x+1+x>



damit das Integral

1 1
/1_$2 dz = 5-(—10g|1—x!+10g|1+x|)+c
1 | 1+=x n 1 | 1+
=—-1o c==1lo c.
2 BT 4 ze(-1,1) 2 1 2
Spitestens hier ist es dann giinstig, die Identitdt artanh(z) = 3log 1t zu

kennen, damit konnen wir unsere DGL einfach 16sen zu

() =1-y(t)

z(t) 1 t
/ .2 dx:/ dr

artan(z(t)) =t +c
z(t) =t —y(t) = tanh(t + ¢)
y(t) =t — tanh(t + ¢,

te e 0

wobei wir fiir obige Umformung angenommen haben, dass —1 < z(t) < 1 also
—1 <t—y(t) <1 fiir alle ¢ gilt. Nun ist (¢,y) — (t — y)? stetig in ¢ und y, auf
jedem kompakten Intervall Lipschitz-stetig in y, nach dem Satz von Picard-
Lindelof ist die ermittelte Losung eindeutig. Gilt nun fiir den Anfangswert
—1 <ty —yo < 1, so kénnen wir aus ¢t — y(t) = tanh(¢ + ¢) wegen tanh : R —
(—1,1) ersehen, dass fiir alle t € R dann auch —1 < t—y(t) < 1 gilt, der Graph
von y somit im Streifen der Hohe 2 um die Identitdt herum ,lebt".
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Aufgabe 4: (Satz von Picard-Lindelof)

y =ty
y(0) =1.
Wir hatten im Beweis zum Satz von Picard-Lindel6f gesehen; sind die notwendigen

Bedingungen des Satzes erfiillt, konvergiert jede Funkton ¢ in einem Rechteck um
to, Yo gegen die Losung y des AWP, die dann lokal eindeutig ist.

i) Losen Sie das AWP.

ii) Argumentieren Sie dann mit dem Satz, fiir welche ¢ die Losung y(t) eindeutig
ist.

a) Betrachten Sie das AWP

iii) Dann starten Sie mit der Funtion y°(¢) = 1 und bilden Sie diese mit der
Kontraktion ® (wie in der Vorlesung definiert) auf die Funktion y! ab. Iterieren
Sie dieses Vorgehen, um y? und y? zu erhalten. Sie erhalten eine Approximation
der exakten Losung. Vergleichen Sie Approximation und Lésung.

b) Betrachten Sie das AWP

{y’ = sin (\/325 — 12— 2) -2

y(3) = 3

1-

Fiir welche b (Bezeichner wie im Beweis des Satzes) erhalten wir Rechtecke [1,2] X
[y0—b, yo+b], sodass a = « gilt? Auf welchem Intervall ist dann die Losung des AWP
nach einmaliger Argumentation mittels des Banachschen Fixpunktsatzes eindeutig?
Existiert die Losung auf ganz [1,2] und ist dort eindeutig?

Losung:

a) i) Unter Trennung der Variablen erhalten wir log|y(t)] = 3t* 4+ ¢ und somit
ly(t)] = e2”+¢ und mit y(t) = 1 dann ¢ = 0, also |y(t)| = e2’". Da e2%* #£ 0 V¢
und wir nur stetige Losungen erwarten, kann nur y(t) = 3t als Losung der
DGL gelten.

ii) Weiterhin ist die rechte Seite ¢ -y der Differentialgleichung stetig in ¢ und in y,
als auch wegen

t-y—t-g <L-Jy—7g|
& |t ly—gl<L-ly—7|
& [t <Lvy=73
fir alle t € [—L, L] Lipschitz-stetig in y mit der Lipschitz-Kontanten L. Aus

diesem Grund ist die Losung in jedem Intervall [—L, L] mit L € R existierend
und eindeutig, ergo existiert sie eindeutig auf ganz R.



iii) Wir bilden mit der Kontraktion ® die Funktion y auf die Funktion ®(y) ab.
Fuhren wir dies iterativ durch, erhalten wir stets y* — ®(y') =: y**! und
wissen wegen des Satzes, dass y* fiir k — oo gegen die eindeutige Losung
konvergiert, jedes y* somit eine Approximation an die Grenzfunktion ist. Ver-
wenden wir die Abbildungsvorschrift von ® wie im Satz definiert, kénnen wir
mit

S0 =+ | flr g (r)) dr

bei y° beginnend, sukzessive alle y* bestimmen. Dieses Vorgehen mittels ® die
Losung zu approximieren nennt sich Picard-Iteration.

Fiir alle Schritte sind yo = 1, t¢ = 0, f(t,y) = t - y. Starten wir nun mit
Vo) =1,
Es ist

und mit dieser Rechnung liegt der Schluss nahe, dass

i

k (1 2
Ly )
i=0 ’
gilt. y* besteht somit aus den ersten ¥ Summanden der Reihenentwicklung von
1
ezt mit yF(¢) 2 y(t), der exakten Losung der DGL.
—00

b) Zunichst einmal stellen wir fest, dass wegen 3t — ¢ — 2 > 0 fiir ¢ € [1,2] somit

y'(t) = sin(v/3t — 12 — 2) - y(¢)* wohldefiniert ist.
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Nun suchen wir nach einer moglichst kleinen oberen Schranke fiir ¢ fiir alle ¢,y auf

dem Rechteck [172] X [% - b? % + b] - [to - a’atO + (l] X [yO - ba Yo + b] mit tO = 37

Yo = 1, a = 3. Wir konnen |sin(v/3t — ¢> — 2)| durch Eins abschitzen, so bleibt
v/ (t)] < y(¢)* und nun koénnen wir als obere Schranke

M = (yo +b)* = G+b)2

ansetzen. Ist nun M zu grofs, verschmaélert sich die Breite des Rechtecks auf R :=
[to — %, to + %] fiir dessen Elemente t =ty + 7 € R wir mit

yo—7-M<ylt)=ylto+7)<yo+7-M

die Losung abzuschétzen imstande sind.

Damit also @ = min {a, %} =aqa= % gilt, unsere Abschétzung fir ¢ € [1,2] gilt,
muss % > a somit 2b > M sein. Wir formen um

1 2
20> -+0b
> (1+9)

1 1
s VP+-bhb—20+—<0

2 16
3 1
¥ —b+ — <
< 0t g sY
3-8 3++8
& be 1 1

und koénnen somit aus b € [3’4‘/5, 3+4\/g], also z.B. fiir b =1, somit M = (§ + 1)2 —
25

75 eine Abschitzung der Losung auf [1,2] angeben mit

1 25 1 3 1 1 25
LM< —ul 2 < = M= e
1T 6= 1 T < y(t) y<2+7)_4+7 4—1-7 1
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