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Satz von Picard-Lindelof

1.3 Der fundamentale Existenz- und Eindeutigkeitssatz
Wir haben in den Ubungen gesehen, ganze Klassen von AWPs, wie

y(t) =a-y(t) +s(t)

y(to) = Yo

oder
y't) =a-y'(t) +b-y(t) +s(t)
y(to) = yo, ¥'(to) = 0

mit a,b,tp € R, yg € R, s,y: R — R haben eine eindeutige Losung. Betrachten wir erst
einmal nur DGLs erster Ordnung, fragen wir uns, hat das AWP

{y'<t> = f(t.y(t))

y(to) = yo

grundsétzlich immer eine eindeutige Losung? Nein! Schauen wir uns y/'(t) = /|y(t)| mit
y(0) = 0 an. Leicht ist zu sehen, dass sowohl y(t) = 0 V¢t € R, als auch

Lix—a)? firxz>a
gy = {107 O
0 firz <a

fiir jedes a > 0 eine Losung darstellt, denn es gilt sowohl y(a) = 0, als auch

s(x—a) =4/3(x—a)? firz > a

y'(t) =40 fiir < a
1 1

lim, oo 05O iy 1h =0 firz =a.

Nehmen wir ein anderes AWP. Was ist z.B. mit ¢/(t) = y(¢)? mit y(0) = 1? Hier ist
y(t) = %_t Vt < 1 eine Losung. Die Losung existiert nicht auf ganz R. Ist sie auf (—oo, 0)
iiberhaupt eindeutig?

Um diese Frage einfach zu kldren, erarbeiten wir uns zunéchst einen Satz, dessen Anwen-
dung ein méchtiges Werkzeug ist und die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen auf
ein pragnantes Kriterium zuriickfiihrt.



1.3.1 Banach’scher Fixpunktsatz

Anschauliches Beispiel und Motivation:
Sei eine Funktion f: R — R mit |f'(x)] < L <1 fir z € A C R gegeben und definieren
wir rekursiv eine Folge zg € A und =, = f(x,) € A.
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Dann konvergiert z,, anschaulich begriindbar gegen den Fixpunkt z mit f(z) = x (Wir
erkennen beispielsweise im Dreieck AF B, dass wegen | f'(x)| < L der linke Schenkel kiirzer
ist als der rechte, so auch der Abstand x; vom Fixpunkt zum Abstand xq zum Fixpunkt.
Solange x,, noch nicht im Fixpunkt ist, fiihrt die Anwendung von f auf x,, diesen nédher
an den Fixpunkt heran).

Betrachten wir nun eine allgemeinere Situation

Satz Sei (M, ] - ||) ein vollstindiger normierter Raum (Banachraum) und f: M — M
eine Kontraktion, d. h. gibt es ein L € [0,1), so dass fir alle ,& € M

1F(2) = f(@)]] < L-[|Z — 2|

gilt (also f eine Lipschitz-stetige Selbstabbildung mit Lipschitz-Konstanten kleiner 1), so
existiert ein eindeutigees Element x € M mit f(x) = z, also ein eindeutiger Fixpunkt.
Ferner konvergiert fiir beliebige Startwerte xq € M die wie oben durch x,.1 = f(x,)
rekursiv definierte Folge gegen diesen Fizpunkt.

Beweis.

Existenz eines Fixpunktes x € M:

M ist vollstandig, deshalb konvergiert jede Cauchyfolge gegen ein Element x aus M. f
ist Lipschitz-stetig, so auch stetig. Kénnen wir nun zeigen, dass z,, mit x,.; = f(x,) eine
Cauchyfolge ist, so gilt aufgrund der Stetigkeit von f wegen

r = lim z, = lim z,4; = lim f(z,) = f(lim z,) = f(z),



dass = ein Fixpunkt ist. Erinnern wir uns:
x, ist eine Cauchyfolge < Ve>03dnge NVn,me N :n,m>ng= ||z, —x,] <e
Betrachten wir z. B.

s — @5]| = [|2s — 27 + 27 — @6 + 76 — 75| < |78 — @7[| + [|27 — 36| + (|76 — 25|
und

s — a7l| = | f(z7) — f(206)]
< L flor — all = L= [1f (6) = f(5)]]
< L lwg — s = L+ [|f(x5) — f(@a)]

< L7 oy — -

So kénnen wir die Differenz von z,, und z,, auf die Differenz zweier aufeinander folgender
Glieder zuriickfiihren und diese wegen ||z — zp_1]| < LF1 - ||z — x| (Beweis leicht
per Induktion) auf die Differenz von x; und xy zuriickfithren. Insgesamt ergibt sich fiir
o.B.d.A.m>n
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Dies bedeutet, da ||zq — zo| - {27 < € dquivalent t zu L™ < ﬁ - ¢ ist und dies (wegen

log(=(1—L)[lz1—o ]| )
log L

g = FOg (e(X = L)flas — xoll‘l)w 41
log L

0 < L < 1) dquivalent zu n > , konnen wir z. B. wéhlen

wahlen. So folgt aus m > n > ng dann ||z, — z,|| < &, also ist x,, eine Cauchyfolge.



Eindeutigkeit eines Fixpunktes x € M:
Seien z und & Fixpunkte mit x # Z. Es gilt f(x) = x und f(Z) = Z, aber auch ||z — z|| =
I f(z) = f(2)|| < L-|z—Z|, somit 1 < L, ein Widerspruch zu L € [0, 1). O

Nun widmen wir uns

1.3.2 Satz von Picard-Lindel6f

Kommen wir nochmal auf unser Beispiel y/(t) = y(¢)?, y(0) = 1 zuriick. Wir kénnen uns
zur Visualisierung auf einem Recheck um den Anfangswert Richtungspfeile fiir f(¢,y) in
ein Diagramm, ein Richtungsfeld, einzeichnen.
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Eine Losung ,yverlauft” entlang der Pfeile, der Graph wird nie steiler sein als das Maximum
aller Pfeilsteigungen. Diesen Gedanken greifen wir nun auf.

Satz Seien Jy, J C R Intervalle, to € Jy, y(t) € J fur allet € J und a,b € R. Dazu sei

ein AWP
{y’(t) = f(t,y(1)
y(to) = Yo

mit tg € Jy, yo € J und eine stetige Funktion f: Jy x J — J gegeben. [ sei sogar im
zweiten Argument Lipschitz-stetig, das heifit es exisitert ein L > 0 mit

Definieren wir das Rechteck
R:=[to—a,to +a] x [yo — b,yo + b]

und sei
M == max{|f(t, )|l ; (t,y) € R}



und

Pyp— 3 b
o = min a,M .

Dann hat das AWP y'(t) = f(t,y(t)), y(to) = yo eine Losung, die auf ganz Jy eindeutig
15t.

Beweis. Eine Skizze liefert uns

s

N

tov—ato;a ‘ %0 ‘ tofi‘()étoj—cf

Wir kénnen erkennen, ist || f(¢,y)|| durch M beschrénkt, verlduft eine Losung wegen
|Y/(t)|| < M innerhalb des grau hinterlegten trichterformigen Bereichs, eben weil

to+h
it = M < ylta+ 1) = ylta) + [ y/(7)dr < ylta) + M

to

gilt. Nun betrachten wir die Menge aller stetigen Funktionen auf dem Rechteck als
A= {p; @1 [to— astial = [yo — b,y + ]}

und zeigen, dass es innerhalb des Rechtecks (hierbei schrinken wir noch ein wenig ein)
genau eine Funktion y gibt, die das AWP 16st, anschliefsend vervollstéindigen wir dese
Losung soweit dies geht auf ganz Jy.

Zunéchst definieren wir die Abbildung @, die jeweils ein Element aus A (also jeweils eine
Funktion auf dem Rechteck) auf ein Element aus A abbildet:

O: {t = Yo +/t:f(7,cp(r))d7} .

Es ist ®(p) € [yo — b, yob] wegen

/t:fwm)clf

t
/M-ldT
to

12() (1) = woll =

S ‘

=M -|t—t| <M-a<b Vtel,.



So ist @ auf ganz A definiert, also wohldefiniert.

Wofiir ist & nun gut?
Behauptung: y ist Fixpunkt von ® <« 1y ist Losung des AWP

Beweis.
P
800 =+ [ J(rp(r))ds
= yo + /t: y' (1) dr = yo +y(t) — y(to) = y(t)
=

o uO=w+ [ flry(r) dr

R {y'<t> = & (v + [ 7)) dr) = f(ty()
y(to) = Yo

//

Wir wissen also:
Hat nun & einen eindeutigen Fixpunkt, so hat das AWP eine eindeutige Losung.

Behauptung: @ hat auf

{o; @i [to =& to+ & = [yo—b,yo + 0] € A}
einen eindeutigen Fixpunkt

Beweis.

® ist Selbstabbildung.

Wir miissen nur noch zeigen, dass ® einen Lipschitz-stetige Abbildung mit Lipschitz-
Konstante K € [0, 1) ist, dann folgt die Existenz und Eindeutigkeit mit dem Banach’schen
Fixpunktsatz.

Zu zeigen also

12() = 2(P)]loc < K - [l = Ylloo
auf [to — f,to —f-f] Q [to — O./,t() —f—oz]

Bemerkung:

Dass wir die Konvergenz nicht auf A, sondern auf einer Einschrankung zeigen, wird sich
im Laufe des Folgenden aufkldaren. Wir verwenden nun Normen auf drei verschiedenen
Ebenen:

Der durch die Supremumsnorm || - ||« induzierte Abstand zweier Funktionen als grofiten
Abstand beziiglich der Norm der Funktionswerte || - ||o (hier aus J C R, allgemein aus



J C R™) an einer beliebigen Stelle t € Jy. Der Abstand zweier Zeitpunkte wird mit der
Betragsnorm gemessen. Es ist

18(¢) — D)l =  sup \yo+ [ seeear— [ rue)ar

tG[to—ﬁ,to-ﬁ-ﬁ] to to 2

~ \ | o) - s ar
telto—&,to+E] 1/t 2

< s o)~ FEEO), - sup \ [ ar
tE[to—¢&,to+¢] tefto—¢&,to+€] || Jto

<L s o) =@,

telto—& to+¢]

< LE- e =Yl -

Fir0 < L¢ < 1, also 0 < ¢ < min {a, %} ist nun @ eine Lipschitz-stetige Selbstabbildung.

//

Starten wir mit unserer Argumentation bei ty:

Es gibt &y, sodass die Losung auf [tg—&p, to+&o| existiert und eindeutig ist. Fiir t; := to+¢&
existiert wieder &;, sodass die Losung auf [t; —&;, ¢ +&;] existiert und eindeutig ist. Solange
y stetig ist, konnen wir das ,,Argumentationsintervall* zusammenstiickeln.

So zeigt sich z. B. fir ¥/(t) = y(¢)?, y(0) = 1 die eindeutige Losung y(t) = — auf
t € (—o0,1), d.h. das Intervall ist nicht zwingend abgeschlossen.
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Jedes Differentialgleichungssystem mit Differentialgleichungen endlicher Ordnung lasst
sich als y/'(t) = f(t,y(t)) mit t € Jy C R, y(¢t) € J C R™. schreiben.

Als Beispiel haben wir bereits lineare DGLs zweiter Ordnung

2" (t) = ax'(t) + ba(t) + s(t)



gesehen. Angedeutet war schon hier durch den Anfangswert v(ty) = 2'(tg), dass wir 2'(t)
durch v(t) ausdriicken kénnen und somit zwei DGLs

{x’(t) u(t)
V'(t) = av(t) + bx(t) + s(t)

erhalten. Haben wir nun ein solches System von Gleichungen

xl fi
N . x2 2

gegeben, so lasst sich durchx == | " [ e R* = Jund f(t,z) :== | " | (x1(f), 22(t), ..., za(t), 1) €
Tn Jn

R™ eine mehrdimensionale DGL 2/(t) = f(¢, z(t)) gewinnen. Fiir obiges Beispiel erhalten
wir nebenbei )
z\ (0 1 x s(t)
(£ =6 a) )+ (V)

Korollar Der Satz ldsst sich genauso gut fir J C R™ formulieren, unsere Definition fir
R wird zu R := [ty — a,to + a] X {y; ||y — vol| < b}, und wir verlieren die Anschauung,
ansonsten fiihren wir den Beweis identisch zur obigen eindimensionalen Variante.
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