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Hausaufgabe 1:
Beweise das folgende Kriterium dafiir, dass eine Teilmenge von (LP, || - ||z») relativ kompakt ist:

Sei 1 < p < oo. Dann ist F C LP(R) relativkompakt genau dann, wenn
i) F beschrankt ist,
ii) supser fR\[_Rﬁ] |f(z)P dx — 0 fiir R — oo,
iii) supser [ [f(x) — f(z + h)[P dz — 0 fiir h — 0. (“gleichgradige Stetigkeit im p-ten Mittel”)
a) Zeige zunichst die Eigenschaft ii) fiir einzelne Funktionen aus L? (also ohne sup).

b) Zeige auch iii) fiir einzelne Funktionen. Beginne dabei mit dem Fall ,charakteristische Funktion eines beschrank-
ten Intervalls* und approximiere allgemeine LP-Funktionen durch einfache Funktionen (Treppenfunktionen).

c¢) Uberdecke F mit endlich vielen Kugeln vom Radius e. Warum ist das mdglich?

d) Nutze die Mittelpunkte f; der Kugeln und a) fiir jedes einzelne f;, um ii) gleichméfig fiir beliebiges f € F zu
zeigen.

e) Verfahre ebenso fiir iii).

- Zur Riickrichtung.
Definiere fiir f € LP(R) die ,Steklov-Mittelung” durch (S,.(f))(z) = %for f(z+s) ds.

f) Zeige durch geschickte Anwendung der Hélderschen Ungleichung, dass ||.S,.(f)| e &) < re Il e (r)-

g) Zeige ebenso, dass fiir alle z € R die Abschétzung

(Sef)(@) = (Srf)(@+h)| <r7w|[f = fullp
gilt.
h) Zeige dariiberhinaus, dass

1f=Srfllp < sup [If = fullp
0<h<r

. Schétze dazu den Betrag |(f — S, f)(z)| wieder mit der Holderschen Ungleichung ab, integriere dann iiber R
und nutze abschliefend den Satz von Fubini.

i) Begriinde die folgenden drei Aussagen:
. Es geniigt, zu zeigen, dass eine Uberdeckung von F mit 3e-Kugeln existiert.
- Es gibt ein R > 0, sodass || f|| 1»&\(—r,g]) < € fiir alle f € F und alle R > R.

- Es gibt ein 7 > 0, sodass
If = Sefllewy < sup ||f = full <e
0<h<r

fir alle f € F,V|h| <.

j) Zeige: Die Menge M = { S, f[_sp o5 f € F} ist eine relativkompakte Teilmenge von C([-2R,2R]).

k) M lésst sich von endlich vielen Kugeln mit Radius —+ und Mittelpunkten g; iberdecken. (Warum?) Definiere

4RP
fi € LP(R) so, dass f; auf [-2R,2R] mit g; Ubereinstimmt. (Wahle fiir die letzten beiden Schritte nun R
geeignet.)



1) Zeige abschliefsend, dass fiir jedes f € F eines der f; existiert mit || f — fil|, < 3¢ und vollende den Beweis des
Satzes.

Hausaufgabe 2:
Uberpriife, ob die folgenden Abbildungen linear und stetig sind.

a) Auf dem letzten Blatt haben wir die Sobolevriume W1 (Q) eingefiihrt. Betrachte den ,schwachen Ableitungs-
operator®, der jeder Funktion u € WP() ihre ,schwache Ableitung” (die Funktion v aus Blatt 4, HA 5)
zuordnet, als Operator von W1P() nach LP().

b) Tilp—>lp, ($0,$1,x2,...)l—)(o,l'o,ICl,ZQ,...).

c) T:LP([0,1]) — LP([0,1]), f+— Ty mit
Tf(a:):/:a:f(s)als—/l 22 f(s)ds.

d) T:1? — 1P, (p)neny —> (MpTp)nen fir (My)nen € 1°° fest.
e) T :LY([0,1]) — co, f+— (p)nen mit

1
n = ndt .
T /O f)t™ dt



