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1 Einleitung

Eine partielle Differentialgleichung (PDE: partial differential equation) ist eine Gleichung fiir
eine unbekannte Funktion » von mindestens zwei oder mehr (unabhéngigen) Variablen und fiir
gewisse partielle Ableitungen dieser Funktion. Im Gegensatz dazu bestimmt eine gewhnliche
Differentialgleichung (ODE: ordinary differential equation) eine unbekannte Funktion w, die nur
von einer unabhingigen Variablen x oder ¢ abhéngt.

So ist

F(z,y,u(®,y), ua(z,y), uy(2,9)) = F(2,y,u, Uz, uy) =0 (L.1)

die allgemeinste Form einer PDE erster Ordnung in den zwei unabhéngigen Variablen (z,y) €
R2.
Die Ordnung einer PDE ist der Grad der héchsten auftretenden Ableitung. Entsprechend ist

F(wayauauxauyauxxauxyauyy) =0 (1-2)

die allgemeinste Form einer PDE zweiter Ordnung in zwei unabhéngigen Variablen. Ist allge-
meiner 2 C R” offen und

F:OxRxR' xR x...xR" R (1.3)
eine gegebene Funktion, so nennt man den Ausdruck
F(z,u(z), Du(z), D*u(z),...,D*u(z)) =0, == (x1,...,2,) € Q (1.4)

eine PDE k-ter Ordnung fiir die unbekannte Funktion v : Q@ C R® — R. Hierbei bezeichnet
D'u(z), I € N die Menge der partiellen Ableitungen der Ordnung 1.

Das Losen (Integrieren) einer PDE besteht darin, dal man alle Funktionen u findet, die alle
partiellen Ableitungen besitzen die in der Gleichung (1.4) auftreten (klassische Losung) und die
der Gleichung (1.4) geniigen und eventuellen gewissen zusétzlichen (sogenannten) Randbedin-
gungen auf einer Teilmenge des Randes I' C 09 von (2. Ziel ist es, falls moglich, eine einfache,
explizite, geschlossene Formel fiir die Losung zu finden, oder, weil dies im allgemeinen nicht
moglich ist, Eigenschaften der Losungen zu beschreiben, ohne die Losung explizit zu kennen.
Natirlich mufl man zuerst klaren, ob es iiberhaupt Losungen der PDE gibt, das ist die soge-
nannte Existenzfrage.

Beispiele fiir partielle Differentialgleichungen:

1. uy + cuy = 0, lineare Transportgleichung, Konvektionsgleichung
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ug + cug, = f(x,t,u), nichtlineare Konvektions-Reaktionsgleichung

u¢ + © g, nichtlineare Transportgleichung, Burgers-Gleichung (Stofiwellen)
Ay = Uy, + uyy = 0, Laplace-Gleichung, Potentialgleichung

Au = f(z), Poisson-Gleichung

Ut = Ugy, eindimensionale lineare Wellengleichung (schwingende Saite)

Uyt = Ugp — u°, eindimensionale nichtlineare Wellengleichung mit Riickkopplung
ug = Au, allg. Wellengleichung im R, im R? Schwingung einer Membran
Up + U Uy + Ugee = 0, Dispersionswelle

Ut = Ugq, eindimensionale Warmeleitungsgleichung/Diffusionsgleichung

Ugt = Ugzee = Otu, schwingender Stab

Ut = i Uyy, eindimensionale Schrédinger-Gleichung

(14 ) Upe — 2 Uy Uy + (1 + u2) uyy = 0, Minimalflichengleichung

ur + H(Du) =0, H : R” = R, Hamilton-Jacobi Gleichung

|Du|?* = 1, Eikonalgleichung der geometrischen Optik

Beispiele fiir partielle Differentialgleichungssysteme: (die gesuchte Funktion u selbst
hat mehrere Komponenten, i.A. braucht man dann soviele partielle Differentialgleichungen wie
u Komponenten hat, um eine Losung zu bestimmen:

1.

Uy = vy, uy = —v, Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen, zwei Gleichun-
gen fiir zwei unbekannte Funktionen u,v : R? — R.

. pAu+(p+ NV Divu—uy = f(z,t), = € R, u: R xR +— R?, die Lamé-Gleichungen,

elastisches System, beschreibt die elastische Verschiebung u eines Korpers unter der Ein-
wirkung von Kréften f. Die Parameter p, A sind gegebene Konstanten die das Material
beschreiben (Glas, Metall)

. Au + k? u = 0 stationiire Schwingung im R”, Helmholtzsche Schwingungsgleichung

.ug +Vuu+Vp —vAu = f, Divu = 0 gesuchte Funktionen: Geschwindigkeitsvektor

u: R® xR — R und skalarer Druck p : R® x R — R. Insgesamt also vier Gleichun-
gen fiir vier unbekannte Funktionen u = (u1,u2,u3),p. Die Navier-Stokes Gleichun-
gen beschreiben Stromungen z.Bsp. von Luft und Wasser. Wieder ist die sogenannte
Viskositat v ein Materialparameter

.ug + Vuu + Vp —vAu = f, Divu = 0, die Euler-Gleichungen der Gasdynamik

entstehen formal fiir ¥ = 0 aus den Navier-Stokes Gleichungen

. Essei E,H,D,B : R® x R — R?® die elektrische, magnetische Feldstirke sowie die Ver-

schiebungsdichte und die magnetische Induktion. Die Maxwellschen Gleichungen der
Elektrodynamik lauten

rot E+B; =0

rot H—D;y =3

DivB=0, DivD=p
B=B(H), D=D(E) j=jE),

mit der Stromdichte j : R® + R?® und der skalaren Ladungsdichte o : R* x R — R. Es
handelt sich um ein PDE System 1. Ordnung von 17 Gleichungen fiir 15 unbekannte
Funktionen El, EQ, Eg, Hl, HQ, Hg, Bl, BQ, Bg, Dl, DQ, Dg, jl,jg, j3. Obwohl anscheinend
zwei Gleichungen zuviel auftreten, ist das System nicht {iberbestimmt.



2 Notation
Ein n-Tupel a = (aq, ..., ay) mit a; € Ny heilit Multiindex der Ordnung
lal =1 + ...+ ap. (2.1)

Fiir einen festen Multiindex o setzen wir

oy (z
Do) = 2u@) 0% ... 0% u(x) . (2.2)

Ogl...0%m

Fiir ein k € Ny setzen wir D*u(z) := {D%u | |a| = k}, also die Menge aller partiellen Ableitun-
gen von u der Ordnung k. Schlufendlich sei

|D*ul> = > |Duf?. (2.3)
|a|=k

Mit diesen Definitionen ist es nun moglich, PDEs néher zu klassifizieren.

3 Klassifikation: formal

Eine PDE heif}t linear, wenn die gesuchte Funktion u sowie alle ihre partiellen Ableitungen
D%y nur linear auftreten. Sie hat dann die allgemeine Form

> aa(z) Du = a(x), (3.1)

lo| <k

wobei a,,a gegebene Funktionen sind.
Falls die PDE nicht linear in diesem Sinne ist, bietet es sich an, die auftretende Nichtlin-
earitat nochmal zu untergliedern.

Eine PDE heifit semilinear, wenn die hochsten auftretenden partiellen Ableitungen linear
vorkommen. Sie hat also die allgemeine Form

Z ao(z) D = a(D*u, ..., Du,u, ). (3.2)
la|=k

Eine PDE heifit quasilinear, wenn die h6chsten auftretenden partiellen Ableitungen bei ” einge-
frorenen” Koeffizienten noch linear vorkommen. Sie hat dann die allgemeine Form

Z ao(D*Yu, ..., Du,u,z) D®u = a(D* tu,..., Du,u,z). (3.3)

|| =k

Eine PDE heif}t voll nichtlinear, wenn sie nichtlinear von den partiellen Ableitungen hichster
Ordnung abhéngt.

4 Linearitat

In vielen Fallen kann man die gegebene PDE in der Form L.u = 0 schreiben, wobei L ein
sogenannter Differentialoperator ist. Eine gegebene Funktion v wird durch den Operator in
eine neue Funktion L.u iiberfiihrt:

1. L:%#L.uz%uzux
2. L = 2?21 89—; = A,, Laplace-Operator

3. L= g—; — A := 0, Box-Operator, Wellenoperator L.u = 0 = uy = Au.

Der Operator L heift linear, wenn gilt

L(u+v)=Lu+Lw, L.(cu)=cLu (4.1)



wobei u, v aus einem geeigneten Funktionenraum sind und c eine reelle Zahl ist. Man nennt die
Gleichung

Lu=0 (4.2)

linear, wenn L ein linearer Operator ist. Die Gleichung (4.2) heiflt dann homogene lineare
Gleichung. Fiir eine gegebene Funktion f # 0 heifit dann

Lu=f (4.3)

inhomogene lineare Gleichung.

Beispiel. Obwohl cos(zy?) u, — y*>u, = tan(z® + y?) kompliziert aussieht, handelt es sich um
eine inhomogene lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung.

Als eine Folgerung aus der Linearitét ergibt sich das Superpositionsprinzip: Seien ug, ..., u,
Losungen der linearen Gleichung L.u = 0 und seien ¢y, ..., ¢, Konstanten, dann ist auch

n
CluL + ...Cplly = Z cju; (4.4)
Jj=1

eine Losung von L.u = 0. Wie im Falle der linearen Algebra gilt: kennt man alle Losungen
einer homogenen Gleichung und eine Lésung der inhomogenen Gleichung, so kennt man schon
alle Losungen der inhomogenen Gleichung, denn

Lvi=g, Lva=g=L(vy—v)=g—g=0 (4.5)

Einfache Beispiele fiir PDEs und deren Lsungen:

Bestimme alle Funktionen mit u,, = 0. Die Gleichung liefert, da§ u,(z,y) = const.. genauer:
u, ist konstant auf jeder Geraden parallel zur z-Achse, d.h. es gilt u,(z,y) = f(y). Nochmalige
Integration liefert die Losungsformel u(z,y) = x f(y) + g(y). Hierbei beobachten wir, dafl zwei
beliebige Funktionen f, g auftreten, typisch fiir die PDE zweiter Ordnung.

Bestimme alle Funktionen mit u,, +u = 0. Betrachte zuerst die ODE y(?(¢) = —y(t). Deren
allgemeine Losung ist y(t) = a cost + b sint. Wir bekommen also die allgemeine Losung zur
PDE mit u(z,y) = f(y) cosz + g(y) sinz. Wieder beobachten wir, daf§ zwei beliebige Funktio-
nen f,g auftreten, fiir die gegebene PDE zweiter Ordnung.

Bestimme alle Funktionen mit u,, = 0. Wir integrieren zuerst nach y, betrachten z als Kon-
stante, was u, (z,y) = g(z) liefert. Jetzt integrieren wir nach z und betrachten y als Konstante,
woraus u(z,y) = G(z) + F(y) folgt, mit G'(z) = g(x) und die Funktion G ist also differenzier-
bar. Wieder beobachten wir, dal zwei beliebige Funktionen F,G auftreten. Will man w zuerst
nach y differenzieren (der Satz von Schwarz iiber die Vertauschung der Differentiationsreihen-
folge muss nicht gelten), dann muss F' differenzierbar gewéhlt werden.

Genau dann sind u, v Losungen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen u, = vy, u, =
—vy, wenn die komplexwertige Funktion w(z +iy) = u(z,y) + i v(x,y) holomorph (i.e. komplex
differenzierbar) ist. Dann gilt Au = Av = 0. Losungen der Potentialgleichung Au = 0 nennt
man harmonische Funktionen.

Bestimme alle Losungen der linearen homogenen Konvektions/Transportgleichung 1. Ordnung

ou ou
aux—l—buy._a%—l—ba—y—o, (4.6)

mit reellen, positiven Konstanten a,b > 0. Zuerst fiihren wir neue Koordinaten ein, d.h.
(z,y) =bx —ay
n(z,y) = ax + by . (4.7)

Offensichtlich ist das ein Diffeomorphismus (umkehrbar eindeutig, glatt) des R? in sich (Jaco-
bimatrix, Jacobi-Determinante), mit

0&mn) _ (&G(xy) &lxy)) _ (b —a o2& _ 2 o
o(zy) (m(w,y) ny(w,y)> B (a b ) ety T T (4.8)




Ausgehend von der gesuchten Lésungsfunktion v : R?> — R definieren wir nun eine neue
Funktion v(&,n), indem wir setzen

v(é(z,y),n(z,y)) == u(z,y) . (4.9)

Wir beachten, dal der Wert der Funktion v an einem gegebenen geometrischen
Ort (es ist egal, wie wir den Ort bezeichnen, ob mit (¢,7) € R’ oder mit (z,y) € R?)
mit dem Wert der Funktion u iibereinstimmt; trotzdem sind u,v unterschiedliche
Funktionen. Die partiellen Ableitungen ergeben sich mit der Kettenregel so

Uz (2, y) = Ozu(z,y) = O:[v(&(z,y),n(z,y))]
= 0gv(§(z,y),n(z,y)) - & (x,y) + Opv(&(2, y),n(2,y)) - N2 (2, y)
=ve(&mb + v, (&, ma
uy(x,y) = Oyu(w,y) = Oy[v(¢(x,y),n(z,y))]
= 0gv(§(z,y),n(z,y)) - &2, y) + o (&(2,y),n(z,y)) - 0y (2,y)
= ve(&§,m)(—a) +vy(§,mb. (4.10)

Bemerkung 4.1
Diese kleine Rechnung kénnte fiir Sie der Anlaf3 sein, die Kettenregel der Differentialrechnung
zu wiederholen.

Wegen au, + bu, = 0 bekommen wir fiir v die PDE

alvg(&mb + vy(&,m)a] +blvg(€,m)(=a) + vy (€, Mb] = (a® + %) v, (&,m) =0, (4.11)

Also muss gelten v(&,n) = f(£). Nach Riicksubstitution sieht man, dass die allgemeine Losung

u(z,y) = v(&(z,y),n(z,y)) = f(&(z,y)) = f(bx — ay) ist, mit einer beliebigen Funktion f,
typisch fiir die PDE 1. Ordnung.

Bestimme alle Losungen der linearen homogenen Konvektions/Transportgleichung 1. Ordnung
im R”

ug(x, t) + (b, Vyu(z,t)) =0,z € R*, (4.12)

mit gegebenem b € R", wobei (v,w) = Y., v; w; das Skalarprodukt auf R” bezeichne. Aus-
gehend von einer (angenommenen glatten) Losung v : R* X R betrachten wir die Funktion

z: R R, z(s):=ulz+sht+s) (=u((z,t)+s(1))). (4.13)

Dann gilt 2'(s) = (Vu(x + sb,t + s),b) + us(x + sb,t + s) - 1 = 0 unter Benutzung der PDE.
Also ist z(s) eine konstante Funktion. Fiir jeden Punkt (,t) ist u konstant auf der Geraden
durch (z,t) mit Richtung (b,1). Falls es auf jeder dieser Geraden einen Punkt gibt, auf dem
wir u kennen, so ist u auf dem gesamten R**! bekannt.

Bestimme alle Losungen u : R* x R — R des homogenen Anfangswertproblems (Cauchy-
Problems)

ug(z,t) + (b, Vyu(z,t)) =0, (x,t) € R” x (0,00)
u(z,0) = g(z), (4.14)

mit, gegebenem b € R” und einer bekannten Funktion g : R” — R. Fiir (z,¢) mit ¢ > 0 ist die
Gerade durch (z,t) mir Richtung (b, 1) gegeben durch

s+ (z+sbt+s). (4.15)
Diese Gerade schneidet die (Hyper-)Ebene I' := R x {t = 0} bei s = —t im Punkte (z —tb,0).
Da u konstant auf dieser Geraden ist und ausserdem gilt, dal u(z — tb,0) = g(z — tb), so folgt

also die Losung

u(z,t) = gz —tb). (4.16)



Ein u in dieser Form heifit auch travelling wave solution und der Konstante Vektor b ist
die verallgemeinerte Transportgeschwindigkeit, mit der die Ausgangsinformation transportiert
wird. Wenn also die Gleichung (4.14) eine glatte Losung besitzt, so ist sie durch (4.16) gegeben.
Daher der Name Transportgleichung: die Werte von g auf dem Rand werden in das Innere des
Gebietes transportiert. Umgekehrt ist fiir jede Funktion g € C! die Funktion u aus (4.16) eine
klassische Losung (alle notwendigen partiellen Ableitungen existieren).

Falls ¢ ¢ C'(R*,R), so besitzt (4.14) offenbar keine C'-Losung (klassische Losung) u.
Trotzdem ist natiirlich u aus (4.16) der einzige verniinftige Kandidat fiir eine Ldsung von
(4.14). Fiir g € C! oder sogar unstetiges g nennt man

u(z,t) = gz —tb). (4.17)
daher eine schwache Lésung (die partiellen Ableitungen brauchen nicht zu existieren).

Bestimme alle Losungen v : R* xR — R des inhomogenen Anfangswertproblems (Cauchy-
Problems)

u(z,t) + (b, Vou(z,t)) = f(z,t), (z,t) € R" x (0,00)
u(z,0) = g(z), (4.18)

mit gegebenem b € R™ und bekannten Funktionen f : R**! — R, g : R” — R. Wie oben
betrachten wir fiir festes (z,t) wieder die Funktion

z(s) ;= u(x + sb,t +s) (=u((z,t) + s(b,1))). (4.19)
Jetzt gilt aber
2'(s) = f(z + sb,t +s), (4.20)

also nach Integration

0 0 t
z(O)—z(—t)=/z’(s)ds=/f(a:+sb,t+s)ds=/f(a:+(s—t)b,s)ds,

2(0) = u(x,t), z(—t) =u(x —th,t —t) = u(z —tb,0) = g(x — tb) . (4.21)

Daher erhalten wir fiir (4.18) die Losung
t
u(z,t) = g(z — tb) + / flx+ (s—t)b,s)ds. (4.22)
0

Bestimme alle Losungen u : R x R +— R der eindimensionalen Wellengleichung (Schwingung
einer Saite)

e (T,1) = Uge(z,t), (x,t) € R
u(z,0) = uo(z),
ue(z,0) = uy (z) . (4.23)

Wir fithren wieder neue Koordinaten ein: diesmal £(z,y) = z+t, n(z,y) = x —t und definieren
die neue Funktion

v(&(z,y),n(z,y)) == u(z,y). (4.24)
Wie oben folgt leicht mit der Kettenregel

Ug =vg-1+wv,-1, up=veg-1—wy-1

Ugr = Vgg + 20¢y + Uy Ut = Veg — 2Ugp + VUpyp - (4.25)
Ausnutzen der PDE fiir u liefert

0 = Ut — Upy = —4vgy . (4.26)



Diese PDE fiir v haben wir bereits weiter oben geldst mit dem Resultat, dafl

v=uv(n) = f(&)+gn) (4.27)

mit willkiirlichen Funktionen f,g : R — R. Damit ergibt sich als allgemeine Lésung der
Ausgangsdifferentialgleichung

u(z,t) = flx+1t)+g(x—t), (4.28)

wobei wir aber beachten, daf} f, g zweimal differenzierbar sein miissen, damit diese Losung eine
klassische Losung sein kann. Der Anteil g(z — t) definiert eine nach rechts laufende Welle,
f(z +t) dagegen eine nach links laufende Welle. In beiden Féllen bleibt die Gestalt der Welle
erhalten.

Damit u die Anfangsbedingungen erfiillt, muss gelten

up(z) = u(z,0) = f(z) + g(z) = uy(z) = f'(z) +g'(x)
ui(z) = u(z,0) = %u(m,t)tzo =[f'lz+t)+ g (x—t)(-1)],_ (4.29)
Daraus ergibt sich eindeutig
fl= %(ug +ur), ¢ ==(uy—uy) (4.30)

und mit Integrationskonstanten fy, go € R also

f@) = un(o) + 5 [wlo)ds+ o
0

gla) = yuafe) = 5 [ ua(s)ds+ gn. (4.31)
0

Mit f+g = up von oben muss fy+go = 0 gelten. Somit konnen die Integrationskonstanten (u =
f+g+ fo+go) in der Losungsformel weggelassen werden. Wir erhalten die d’Alambertsche
Losungsformel

r+t
u(z,t) = % (uo(z + t) + up(z —t)) + / ur(s)ds. (4.32)

Eine Probe zeigt, dass dies fiir ug € C? und u; € C* tatsichlich eine Losung des Anfangswert-
problems liefert.

5 Wohlgestelltheit im Sinne von Hadamard

Eine partielle Differentialgleichung L.u = f, mit Randwerten R(u) = g und gegebenenfalls
Anfangswerten A(u) = ug heiflt wohlgestellt im Sinne von Hadamard, falls die folgenden
drei Eigenschaften erfiillt sind:

1. Die PDE besitzt mindestens eine Losung u (Existenz) fiir die Daten f, g, uo.
2. Zu gegebenen Daten f, g, uq gibt es hochstens eine Losung (Eindeutigkeit).

3. Die Losung héngt stetig von den Daten f,g,uo ab, d.h. werden die Daten nur gerinfiigig
gedndert, dann dndert sich auch die Losung nur wenig (stetige Abhangigkeit, Stabilitit).

Die Erfiillung dieser Forderungen hingt nun entscheidend davon ab, welche Klasse von Daten
und welche Funktionenrdume man betrachtet. Vom physikalischen Standpunkt aus ist Stabilitat
eine wichtige Eigenschaft: Messungen der Daten kénnen immer nur approximativ sein. Falls
nun die PDE nicht stabil ist, konnte man zu approximativen Daten voéllig andere Ergebnisse
bekommen. Vorhersagen wiren nicht méglich!



Beispiel: wir betrachten wieder die lineare Transportgleichung u; + cu, = 0 zusammen mit
dem Anfangswert u(z,0) = ug(z). Die Gleichung hat die eindeutige Losung

u(z,t) = up(x — ct). (5.1)

Ohne hier priziser zu werden, liefert uns die Losungsformel auch die Stabilitét: kleine Anderun-
gen an ug andern auch die Losung u nur wenig.
Jetzt betrachten wir die Transportgleichung mit der ” Anfangsbedingung”

u(es,s) =uo(s), sé€R, (5.2)

auf der sogenannten charakteristischen Kurve (cs,s). Man sieht sofort, da die Gleichung
uy + cu, = 0 iiberhaupt nur l6sbar ist, wenn uy konstant ist, da u entlang der Charakteristik
(cs,s) konstant sein muss. Dariiberhinaus gibt es unter dieser Voraussetzung unendlich viele
Losungen, denn entfernt von der Charakteristik kann u jeden Wert annehmen. Wie man sieht,
ist das Problem nicht wohlgestellt. Wir werden den Grund fiir den Unterschied bzgl. der
Anfangsvorgabe bei der Behandlung der Charakteristikenmethode untersuchen.

6 Partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung

6.1 Homogene lineare PDE’s 1. Ordnung
Jede lineare PDE 1. Ordnung kann in der Gestalt

(a(z),Vu(z)) +b(z)u(z) + c(z) =0, z2€QCR",aq,b:R*" > R", ¢c:R*" - R (6.1)

geschrieben werden. Die Koeffizientenfunktionen a : R® — R", b,c : R® — R seien in einem
Gebiet 2 C R" stetig und in keinem Punkt des Gebietes gleichzeitig Null. Wir studieren
zunachst die homogene, ”verkiirzte” PDE

(a(x),Vu(z)) =0. (6.2)
Offenbar besitzt (6.2) die Losungen w(zy, ..., 2,) = const.

Definition 6.1
Die Lésungen u = const von (6.2) heiflen triviale Losungen. Jede andere Losung heifit nicht-
trivial. [ |

Zunichst betrachten wir den Fall zweier unabhéngiger Variablen, also

(a(z), Vu(z)) =0,
a(z) = (a1 (z1,32),a2(21,22))",  Vu(a) = (0p,u(w1,32), Opyu(wr, 32)) 7,

a1 (z1,x2) Op,u(x1, ) + a2 (1, 22)0p,u(x1,22) =0, (6.3)

der sich durch besondere Anschaulichkeit auszeichnet.

6.1.1 Das charakteristische System

In dem Gebiet Q C R? sei uns eine nichttriviale Losung v : Q@ C R? ~ R von (6.3) bekannt.
Diese Losung u kénnen wir uns geometrisch als (krumme) Fléche iiber  in der Ebene vorstellen.
Aus Q denken wir uns alle stationdren Punkte , i.e. (21,22) € Q mit Vu(z1,22) = 0 entfernt.

Die Gleichung (6.3) bleibt erhalten, wenn wir sie mit m multiplizieren (nach Vor. ist

lla(z)|] > 0 in Q. Wir konnen also auch annehmen, da$ a € R?> Einheitslinge hat. Wenn wir
uns die Losung u als ein Fliachenstiick (Berg) iiber der Ebene vorstellen (Integralfliche), so sagt
die PDE (6.3) nichts anderes, als dal @ = (ay, a2) in jedem Punkt senkrecht auf Vu steht. Also
ist a ein Tangenteneinheitsvektor an die Hohenlinien von u (”Der Gradient Vu steht senkrecht
auf Hohenlinien”).

Eine Hohenlinie von u besitzt die Darstellung

y:TCR=RE, u(y(s) = u(yi(s),12(s)) = const (6.4)



wobei der Parameter s ein Intervall I C R durchlaufe. Ausserdem sei v so gewahlt, dafl
[[4(s)|| = 1 (das geht immer, falls nétig nach Umparametrisieren). Fiir differenzierbares v gilt
in I

(6 = (Va9 (o), () = (a2 (1)) —0, 09

weil u(y(s)) = const. fiir alle s € I. Andererseits gilt fiir eine Losung u der PDE aber
O, u(11(5),72(5))\  [ar(n(s),72(5)) ) _
(ot o) (men i =o- 60

Fiir nicht-verschwindenden Gradienten Vu = (0,,u, 0,,u) € R? folgt aus (6.5) und (6.6) im R?
aber, dafl

Y(s) = a(y(s)). (6.7)

Dieses Gleichungsystem enthilt die Funktion « nicht mehr, es kann aber trotzdem als der PDE
(6.2) zugeordnet angesehen werden. Es heifit das sogenannte charakteristische Dgl. System der
PDE (6.2). Nach der Theorie der Losungen von ODE-Systemen besitzt das System (6.7) in
dem Intervall I -zumindest lokal- eine zweiparametrige Schar

e _ (m(s:Cr,Cs)
Y= ’}/(8,01,02) - <’)/2(S;01,02) ) 01702 € Ra (68)

von Losungskurven, wobei die Konstanten Cy, Cy (und damit die Losungskurven) z.Bsp. durch

Anfangswerte
71(0; C1, C2) To
= €N 6.9
(71 (0;C1,Ca) Yo (6.9)
festgelegt sind. Nach Konstruktion ist klar, daf§
u(y1(s; C1,C2),72(8; Ch, Ca)) = const. (6.10)
ist. Man erwartet nun, daf} die Schar der raumlichen Kurven

1(s;C1,Cs)
5 = Y2(8; C1, Ca) (6.11)
C(s;Cy,Cy) = ((0;Cy, Cy) = const.

auf einer Integralfliiche (z,y,u(x,y)) € R® liegen, diese Integralfliche mithin also ” aufspannen”.
DaB das stimmt, beweisen wir unten fiir den allgemeineren Fall des R™.

Definition 6.2
Das der PDE (6.2) zugeordnete System gewdhnlicher Differentialgleichungen 1. Ordnung
(ODE) fiiry: I C R+— R"

1 M(s) ar(n(s), -, 1m(s))

56 =alr(s) & | ] = : : (6.12)
Vn(s) an(71(5); -+ Tn(s))

heifit charakteristisches System zu (6.2).

Definition 6.3
Jede Losung v : I C R — R™ heifit charakteristische Grundkurve oder Grundcharakter-
istik von (6.2). Als Charakteristik bezeichnet man dagegen jede Kurve 7 : I C R — R**!
mit
71 (s)
(s) = : . (6.13)

'Yn(s)
const.



Fiir den Fall zweier unabhéngiger Variablen haben wir gezeigt, dafl die Hohenlinien jeder In-
tegralfliche Charakteristiken und deren Projektionen in die (z1,z2)-Ebene Grundcharakteris-
tiken von (6.3) sind. Umgekehrt kann man beweisen, daf} jede Funktion u(x,y) mit stetigen
partiellen Ableitungen 1. Ordnung eine Lésung von (6.3) ist, wenn die Hohenlinien ihrer Flache
Charakteristiken sind, d.h. wenn die Funktionenswerte von u entlang jeder Grundcharakteristik
konstant sind. Diese Aussagen sind tibertragbar auf die allgemeinere PDE (6.2).

Theorem 6.4
Sind die Koeffizientenfunktionen a;(z1,...,%n), 4 = 1...n stetig in dem Gebiet Q C R™ und
verschwinden in keinem Punkt von Q gleichzeitig, so ist jede Funktion u = u(zy,...%,) mit

stetigen partiellen Ableitungen 1. Ordnung genau dann eine Lésung von
(a(z),Vu(z)) =0, zeR*" , u:R*"—>R, a:R*—>R" (6.14)
falls u konstant ist entlang jeder Grundcharakteristik.

Beweis. Die Grundcharakteristik erfiillt

(s =aly(s), sel, (6.15)
also gilt
d _ d _ _
Sur(6) = (Vuly(s)), 57(5) = (Vu(r()), a(r(5))) = 0 (6.16)

und w ist konstant entlang . Fiir die Riickrichtung: Sei u konstant entlang der Grundcharak-
teristiken, d.h. w ist eine Funktion, so daf} gilt

u(y(s)) = u(y1(s),.-.,vn(s)) = const. (6.17)
Differenzieren nach s liefert
d d
0= - u(v(s)) = (Vu(y(s)), 3,7(5)) = (Vu(y(s)), aly(s))) = 0, (6.18)
weil v Grundcharakteristik ist. Durch jeden Punkt z = (z1,...2,) € R? fiihrt eine Grund-
charakteristik v mit v(0) = (z1,...2,) (nach Voraussetzung iiber stationire Punkte sogar
genau eine). Fiir diese Grundcharakteristik folgt aber dann, daf§
d d ..
0= —u(y(s)) = (Vu(y(s)), 1-7(5)) = (Vu(r(5)),a(7(5))) =0 firs =0= (6.19)

0= (Vu(z1,...zn),a(z1,...2,)) =0.

Also erfiillt u die PDE im Punkt (zq,...2,). Weil (z1,...2,) beliebig war, ist u eine Losung
der PDE. ]

Um Losungen von (6.2) zu finden, hat man demnach zuerst die allgemeine Losung des charak-
teristischen Systems zu berechnen und dann Funktionen w zu suchen, die einen konstanten
Wert annehmen, wenn man fiir ihre Variablen die allgemeine Grundcharakteristik einsetzt.
Wir demonstrieren diesen sehr allgemeinen Losungsweg anhand mehrerer Beipiele.

1. Die PDE zu, + yu, = 0 ist zu 1sen fiir y > 0. Es ist also a(z,y) = (z,y)T. Das
zugeordnete charakteristische System lautet daher

7= (1)) = atre) = atn (el = (1) (6:20)

Die allgemeine Losung des Systems mit zwei Konstanten ist
y(s)=Cre®, vy(s)=Cqye’. (6.21)

Eine Kombination davon, die immer konstant ist (unabhéngig von s € I) ist z.Bsp.

= n(s) = ﬁ = cons
C(r1(s),72(s)) = )~ O t. (6.22)
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Also ergibt sich eine spezielle Losung uq(z,y) = - Weitere Losungen sind u(z,y) =

g(u1(z,y)) mit beliebigem differenzierbarem ¢ : R — R, da natiirlich auch g(u(z,v))
konstant auf den Grundcharakteristiken ist, wenn u; das ist.

Es ist auch moglich, die direkte Losung des charakteristischen Systems geschickt zu ver-
meiden. Dazu multiplizieren wir die erste Gleichung des charakt. Systems mit > und die
zweite mit ; und subtrahieren die beiden Gleichungen dann. Das liefert

M($)72(8) = 1 (s)73(s) =0, (6.23)

fiir y2(s) > 0 aber dann auch

73 (s) ds

woraus wieder ui(z,y) = { als spezielle Losung folgt.

0= 71)72(s) —m(s)r(s) _ d Dli;] o 0) _ onst. (6.24)

. Die PDE z u, + y%u, = 0 ist zu lésen fiir > 0,y > 0. Es ist also a(z,y) = (z,3*)T. Das
zugeordnete charakteristische System lautet daher
1(s s
76 = (240)) = atre) = atn () (o) = (736 (629

728 73 (s)
Also folgt z.Bsp.

% <log |y (s)| + 721(s)> = const. (6.26)

Eine spezielle Losung ist daher u;(z,y) = log|z| + % und die allgemeine Losung ist
1
u(z,y) = g(log|z| + 5)- (6.27)

. Die PDE yu, —zu, = 0 ist zu 16sen fiir (z,y) # (0,0). Es ist also a(z,y) = (y, —z)7.
Das zugeordnete charakteristische System lautet daher

gy = (M) _ _ _( (5
v = (10) =ty =atm@rmen = (20)) . 629
Die allgemeine Losung des Systems mit zwei Konstanten ist

71 (s) = C1 sin(s + C3),  72(s) = Cy cos(s + Cs). (6.29)

Die Grundcharakteristiken sind also Kreise um (0,0) mit Radius Cy beliebig. Charak-
teristiken sind daher alle Kreise in zur (z,y)-Ebene parallelen Ebenen mit Mittelpunkt
auf der z-Achse. Nach Theorem (6.4) ist die Integralfliche konstant entlang den Grund-
charakteristiken. Eine Kombination der gefundenen Grundcharakteristiken, die immer
konstant ist (unabhéngig von s € I) ist z.Bsp.

C(n(5),72(8) = 7P (s) + 73 (s) = CF = const. (6.30)

Also ergibt sich eine spezielle Losung uy (z,y) = 22 +y2. Weitere Losungen sind u(z,y) =
g(u1(z,y)) mit differenzierbarem g : R — R, also vermuten wir, daf die allgemeine Losung
gegeben ist durch u(z,y) = g(x? + y?). Das sind Rotationsflichen um die z-Achse.

Schneller geht es wieder, wenn wir die erste Gleichung mit v, und die zweite Gleichung mit
2 multiplizieren und beide Gleichungen addieren. Das liefert 1 (s) v1(s)+75(s) 72(s) =0,
was equivalent zu

< (35) +23() = 0 (6:31)

ist. Also ist v7(s) +72(s) = const. eine gesuchte Kombination der Grundcharakterstiken,
die konstant ist.
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4. Die PDE zu, + yu, + (2% + y?)u, = 0 ist zu Iésen fiir z > 0. Es ist also a(z,y,2) =
(z,y,2% + y*)T. Das zugeordnete charakteristische System lautet daher

7 7(8)
Y'(s) = | 72(s) | = a(v(s)) = a(r1(s),72(5),73(s)) = Ya(s) : (6.32)
75(8) Vi (s) + 73 (s)

Das liefert (direkt geldst fir v, o)

1 (s) Cie®
Y(s) | = Cy e (6.33)
v5(s) C?e* + Oy e

also y3(s) = @ e?® + C3. Wir suchen wieder konstante Kombinationen der Grund-

charakteristiken. Es bietet sich an

_mnl(s) _ ﬁ _
Uy (Cy,Cs) = ") O const. ,
2 2
‘I’Q(Cl, CQ, 03) = ’)/3(8) — M = 03 = const. (634)

Die Kombination ¥, fiihrt auf die spezielle Losung ui(z,y,2) = %, wihrend die Kom-

bination ¥o auf die spezielle Losung wuqs(z,y,z) = z — # fiihrt. Aus diesen zwei
speziellen Losungen ergeben sich beliebig viele weitere Losungen, indem man mit einer
differenzierbaren Funktion G : R?> — R ansetzt

u(ac,y,z) :G(ul(ac,y,z),u2(ac,y,z)). (635)

In diesem Falle liefert z. Bsp. G(§,n) = £ - n die weitere spezielle Losung ug(z,y,z) =
()
T 2 .

Wie wir im letzten Beispiel gesehen haben, kénnen wir uns unter Umstédnden eine ganze Reihe
von speziellen Losungen der PDE (6.2) verschaffen und sogar durch Kombination derselben
beliebig viele spezielle Losungen erhalten. Trotzdem stellt sich die Frage, ob wir entscheiden
konnen, ob wir schon alle méglichen Losungen so gewinnen konnen, oder ob uns noch spezielle
Losungen ”fehlen”, die wir nicht aus den anderen, schon bekannten Lésungen kombinieren
konnen. Dazu studieren wir weiter unten den Begriff der Abhéngigkeit von Funtionen.

Fiir das Auffinden von Losungen der homogenen, verkiirzten PDE (6.2) mittels der sogenannten
Charakteristikenmethode haben wir bis jetzt folgende Moglichkeiten kennengelernt;:

1. Berechnung der allgemeinen Losung des charakteristischen Systems, welche von n Kon-
stanten C4,...,C, abhangt: v =v(s;Cy,...,Cy). Also

v1(s;C1,...,Ch)

Yn(5;C1, ..., Ch) .
Diese n-Gleichungen v; = %;(s;C4,...,C,) kann man unter Umstédnden (Satz iiber im-
plizite Funktionen) lokal nach C,...,C,, auflésen (wobei man sich jetzt die Konstanten

als Variablen denken muss), das heifit, man kann schreiben

C1=Ci(n,---,Mm)

Cn=Cn(v1y-+Vn) - (6.36)

Dann betrachtet man in den Ausdriicken fiir C; eine Funktion ¥ : R” — R die die explizite
Abhéangigkeit von s eliminiert (implizit iber die 7; ist s immer vorhanden) und schreibt

const. = ¥(Cy,...,Ch)
=V (C1(V15--5Mn)r - Cn(V15---5)) =2 (715, 7n) (6.37)
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mit, einer so definierten Funktion f : R® — R. Daraus folgt dann die klassische Lésung
u(xla"'axn):f(xla"'axn)a (638)
falls f differenzierbar ist

2. Oder man manipuliert das charakteristische System so, dafl man Ausdriicke der Form

S FOn(5),- () =0 (6:39)

erhilt, so daf} gilt

F(y1(8)y- .., vn(s)) = const. (6.40)

Ein solches f heiffit dann Vorintegral. Mit Theorem 6.4 ist dann

u(xla"'axn):f(xla"'axn) (641)
eine Losung der homogenen PDE (6.2).

Die Beantwortung der Frage nach der allgemeinen Losung von (6.2) setzt die Kenntnis des
folgenden Abhéngigkeitsbegrifes fiir Funktionen voraus, der eine Verallgemeinerung des Begriffs
der linearen Abhingigkeit darstellt.

Definition 6.5 (Abhangigkeit)

Die in einer beschrinkten, abgeschlossenen Menge Q@ C R™ definierten Funktionen wuy,. .., uy :
Q — R heilen in Q voneinander abhiingig, wenn eine Funktion F' : R — R existiert mit
folgenden Eigenschaften:

1. Die partiellen Ableitungen D1 F,... D, F sind im R stetig.

2. In keinem Teilgebiet des R¥ ist F' = 0 (in isolierten Punkten oder entlang Untermannig-
faltigkeiten, die keine offene Menge sind, kénnte das aber sein).

3. Flur(x1,-.-,%n), - ug(z1,...,2,)) =0 in Q.

Die Funktionen uy,...,u : 2 — R heiflen in einem offenen Gebiet Q) voneinander abhangig,
wenn sie in jedem abgeschlossenen Teilbereich von () abhéngig sind. |

Falls nur lineare Funktionen F : RF — R,

F(&,... &) =ar&i+ ..o (6.42)

zugelassen werden, so fiihrt diese Definition zuriick auf die lineare Abhingigkeit.

Falls nur die Frage nach Abhéngigkeit oder Unabhéngigkeit eine Rolle spielt, aber nicht die
Struktur von F, so kann das folgende (linearisierte) Kriterium herangezogen werden. Dabei
bezeichnen wir mit J,, die Funktionalmatrix/Jacobimatrix der wuy,...uy, i.e. die Matrix

Ju(x1, ... xp) : R* = RF

az1ul(xla"'axn) aznul(xla"'axn)
Ju(x1, ... 2p) = E E . (6.43)

O (T1, - Tpn)  -vr Op up(T1,...,20)

Theorem 6.6 (Kriterium fiir Abhéngigkeit von Funktionen)
Haben die Funktionen uy, ..., u : @ C R” + R in einem Gebiet () stetige partielle Ableitungen
1. Ordnung, so sind sie in )

1. fiir n = k genau dann abhingig, falls det[J,(x1,...2,)] =0 in Q.
2. fiir n < k stets voneinander abhingig.

3. fiir n > k voneinander unabhangig, falls .J,, in Q0 den Rang k besitzt, also in Q) nicht alle
k-reihigen Unterdeterminanten der Jacobimatrix .J, : R* — RF identisch verschwinden.
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Beweis. Wir machen uns wenigstens den 1. Fall (eine Richtung) klar um zu verstehen, welche
Rolle die Jacobi-Matrix .J,, spielt. Wir nehmen an, daf} es eine nichtverschwindende glatte
Funktion F': R” — R gibt mit

F(uyi(z),...,up(z)) =0 inQ. (6.44)
Auflerdem gelte aber det[J,(x)] # 0 in 2. Wir mdchten das zum Widerspruch fithren. Aus
F(uy(z),...,up(z)) =0 (6.45)
gewinnen wir durch partielle Differentiation die n-Gleichungen

0=0y [Flur(z1,...,2n), ..., un(®1,...,2Zn)))]

: (6.46)
0= B, [F(u1 (1, ,20))s -y tun(@r, oy 2n))] -
Anwendung der Kettenregel liefert
0 O ur (1, .-y y)  ooo Op ur(T1,...,2p)
:(DlF(ul,...,un),...,DnF(ul,...,un)) : :
0 O Uk (T1y .oy Tp)  ovn O up(T1,...,2,)
(6.47)
Nach transponieren 148t sich das mit VF = (D1 F, ..., D,F) € R™ kiirzer schreiben als
Ju(zi, - x) T VE(ur(z1, .. 20))s - tn (@1, .., 20)) =0, (6.48)
womit wegen det[J,,] # 0 folgt, dafl
VEui(z1,. . 20))y -y tin(Tr,...,2n)) =0 (21,...,2,) € Q. (6.49)

Wieder wegen det[J,] # 0 folgt, dal, wenigstens lokal um einen ausgezeichneten Punkt & =
(%1,...,%n) € Q die Bilder u(z) eine offene Menge bilden (das System u ist diffeomeorph). Also
schlieflen wir, dafl

VF(&,...,&) =0 fir (&,...,&) € U(u(z)) CR™. (6.50)

Weil F glatt vorausgesetzt ist, muf} gelten F' = const in der offenen Menge (dem Teilgebiet des
R,k =n) U. Wegen (6.44) gilt sogar F = 0 fiir £ € U(&). Das ist aber ein Widerspruch, da
vorausgesetzt war, daf§ F' nicht auf irgendeinem Gebiet identisch verschwindet. Somit haben
wir gezeigt: Sind uy, ..., u, abhingig, so muf} det[.J,] = 0 gelten. Die Riickrichtung ist iibrigens
bedeutend schwieriger zu zeigen. |

Betrachten wir ein Beispiel. Wir zeigen, daf} je zwei verschiedene Losungen der PDE a4 (z, y)u. (x, y)+
as(z,y)uy(z,y) = 0in © C R? voneinander abhiingig sind, falls a? (z,y)) +a3(z,y) > 0, (z,y) €
Q. Dazu seien u,v : R? — R solche verschiedenen Lésungen, also

al(xa y)um(xa y) + (12(.’E, y)uy(xa y) =0
a1 (z,yY)vs (z,y) + a2(z,y)vy(2,y) =0 oder in Matrix-Notation

(1 =) (=)= (0). o1

Da (a1,az2) # (0,0) muf} also
det[(u’” Z’J)] =0 (6.52)

Vg y

sein womit die Aussage bewiesen ist. Wir sehen: fiir homogene, verkiirzte PDE’s 1. Ordnung
im R? gewinnt man mit einer speziellen Losung alle Losungen als davon abhiingige Losungen.

Beispiel: uq(z) = sinz und us(x) = cosz sind auf jedem reellen Intervall abhingig, da mit
F(&,86) = +¢2 —1in der Tat gilt, daB F(ui(x),us2(x)) =0, aber F # 0.
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Beispiel: u1(z,y) = e®y und u2(x,y) = z + y sind in der (z,y)-Ebene unabhingig, denn es

gilt mit
[ €’y _[e"y e
wen=(10) 0 aen=(" 7).

det[J,](z,y) =" (y — 1), (6.53)

so dafl det[.J,](x,y) = €® (y — 1) zwar auf der Geraden y = 1 null wird, aber in keinem Gebiet
Null ist (die Gerade y = 1 ist keine offene Menge, also kein Gebiet).

Beispiel: Die speziellen Losungen u; (2,y,2) = £ und uy(x,y,2) = 2 — %(ac2 +y?) sind fiir z > 0
unabhéngig, denn mit

E J _% 1 0
el x — T x
U’(mayaz) (Z— %(CEQ +y2)> ’ u(wayaz) (—iE —y 1) )

-y L y2
det[< _9;: jy)] = +1>0 (6.54)

so dal J,, den Rang zwei hat.

Theorem 6.7
Je n-Lésungen uq, . .., uy, : R* — R der PDE {(a(z), Vu(z)) =0 (a : R* — R") in einem Gebiet
Q2 C R" sind abhéngig.

Beweis. Da uy,...,u, : R” — R Losungen sind gilt offenbar

(a(z), Vui () =0

(a(z), Vup(z)) = 0. (6.55)

Das 148t sich auch schreiben als
Vu — —— ay(zx)
: =0¢& Ju(z).a(z) =0, (6.56)
Vu, — —— an ()

womit klar ist, da} der Vektor ¢ € R™ im Kern von J, liegt, somit .J,, nicht invertierbar ist,
also det[.J,] = 0. Nach dem Kriterium aus Theorem 6.6 sind somit wuy, ..., u, abhingig.

Definition 6.8 (Fundamentalsystem)

Ein System von n — 1 Lésungen u1,...,up—1 : R* — R der PDE (a(z), Vu(z)) = 0 in einem
Gebiet 2 C R™ heiflt ein Fundamentalsystem oder eine Integralbasis, wenn die zugehdrige
Jacobi-Matrix J,, in jedem Teilgebeiet von 2 den Rang n — 1 hat.

Bemerkung 6.9

Die Funktionen eines Fundamentalsystems sind nach Theorem 6.6 in Q) unabhéngig. Bilden
UL,y -, Up—1 : R" = R in Q also eine Integralbasis und ist u eine weitere Lésung von

(a(z), Vu(z)) = 0, so existiert eine von null verschiedene Funktion F : R* — R mit

F(uy,...,up_1,u) =0 in Q. (6.57)

Mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen kann man beweisen, daBl in einer hinreichend
kleinen Umgebung eines Punktes xq € (, fiir den gilt

D, F(ui(xo),---,un—1(x0),u(xo)) #0 (6.58)

sich die Relation (6.57) lokal eindeutig nach u(z) auflésen i}, d.h. es gibt eine Funktion
F:R"! — R so da

u(z) = Fui(z), ..., un_1(z)) (6.59)
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mit

Fui(z), ... un—1(z), Fui(z),...,up—1(z))) =0 in Q. (6.60)

Wir bemerken noch, daB D,F = 0 nicht gelten kann, da sonst F garnicht von der n-ten
Variablen abhidngen wiirde, mithin sich (6.57) als

F(u1,...,up—1) =0 inQ (6.61)
schreiben lieBe, womit die Funktionen uy, . ..u,_1 abhingig wéren, also keine Integralbasis sein
kénnten. Umgekehrt wissen wir schon, daf jede Funktion mit einer Darstellung

u ur (), - Up—1(x)) (6.62)

z) = F(
)

(
wieder eine Lésung der PDE (a(z), Vu(z)) = 0 ist. In diesem Sinne kann man
(

F(uy(z), ..., un-1()) (6.63)

u(z)

als allgemeine Losung von (a(x), Vu(z)) = 0 ansehen. In ihr tritt nicht wie bei einer ODE
eine Konstante auf, sondern sogar eine frei wihlbare Funktion F' der n—1 Fundamentallosungen.

Fiir den Fall n = 2 hatten wir oben schon gesechen, daf eine spezielle Losung u; : R? — R
schon eine Integralbasis bildet, sofern sie nicht konstant ist. Jede weitere Losung ergibt sich

durch u(z,y)) = F(ui(z,y)).

6.2 Existenz einer Integralbasis

Es stellt sich natiirlich die Frage, ob es zur PDE (a(z), Vu(z)) = 0 immer auch eine Integralbasis
gibt. ImPrinzip wissen wir ja nicht einmal, ob es iiberhaupt (eine) spezielle Losungen zu
(a(z), Vu(x)) = 0 gibt.

Wir hatten das Auffinden von speziellen Lésungen allerdings zuriickgefiihrt auf die Losung
des charakteristischen Systems (6.12). Falls die Koeffizientenfunktion ¢ : R” — R" global
Lipschitz ist, d.h. es gibt eine Konstante C' > 0 so daf}

VENEQCRY : fla(§) —aml < ClIE—nll, (6.64)
dann hat das charakteristische System fiir die Unbekannte v : R — R™ |
V' (s) =a(y(s)), v(0) =1 €R", (6.65)

genau eine Losung. Mit der Vorgabe eines variablen v9 € R” finden wir also eine n-parametrige
Schar von charakteristischen Grundkurven v(s;vy). Zu jedem 7o findet man also wenigstens
eine spezielle Losung. Wir wissen, daf} sich jede Losung der PDE als Fliache denken 148t, die
durch Charakteristiken aufgespannt wird. Es ist nun moglich, durch geschickte Wahl von 7
n — 1-viele spezielle Losungen zu finden, die auch unabhingig sind.

6.3 Die quasilineare PDE 1. Ordnung in zwei unabhangigen Variablen

Unter der allgemeinen quasilinearen PDE 1. Ordnung in zwei unabhingigen Variablen fiir eine
gesuchte Funktion u : R* — R verstehen wir eine (nichtlineare) Gleichung der Form

al(xayau)uz‘l'a?(xayau)uy:a?)(xayau)a (ac,y) GQ' (666)

Wir koénnen das umschreiben zu

al(wayau) Ug
(| a2(@,y,u) |, [ uy |) =0. (6.67)
as(z,y,u) -1/ 5

Eine Losung zu (6.67) (z,y) — u(z,y) fassen wir als Integralfliche im R® auf indem wir die
Fliche schreiben als

F:QCR — R, (6.68)
xr
Flx,y) = Yy
u(z,y)
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Der Normalenvektor an die Flache F ergibt sich aus dem Kreuzprodukt

1 0 —Uy
0p F(x,y) X 0y F (z,y) = 0 X 1 = —uy| . (6.69)
Uz (2, ) wy(z,y) 1

Also ist ein Normaleneinheitsvektor an die Fliache gegeben durch

1 e
uy | (6.70)

iF(z,y) = ———=
\J1+ud +ul \ -1

Wir sehen jetzt, dal der Vektor a = (a1, as2,a3) immer senkrecht zur Normalen an die Inte-
gralfliche (6.68) ist. Der Vektor a = (a1 (z,y,u(z,y),as(z,y,u(z,y),as(z,y, u(z,y)) muBl also
also in der Tangentialebene der Integralfliche im Punkt (x,y, u(z,y) liegen.

Definition 6.10 (Charakteristisches System fiir quasilineare PDE)

Wir nennen a = (a1(x,y,u(z,y), az(z,y,u(x,y),as(x,y,u(x,y)) charakteristische Richtung zu
(6.67) und definieren das zugehérige System von gewéhnlichen Differentialgleichungen 1. Ord-
nung, das sogenannte charakteristische System fiir v : R — R?

71(8) a1 (71(5),72(8), 3(s)) o
7' (s) =a(v(s)) = & [ 1) ]| = |aa(ni(s),72(5),73(s) |, v0)=|wo | . (6.71)
75(s) az(71(s),72(8),73(s)) 20

Priifen Sie nach, dafl diese Definition mit der Definition im verkiirzten Fall iibereinstimmt, falls
man die verkiirzte Gestalt der PDE betrachtet.

Lemma 6.11

Sei u : R? +— R Lésung der quasilinearen PDE und sei 7y : R — R? eine Losung des zugehérigen
charakteristischen Systems mit v(0) = (2o, Yo, u(Zo, Yo)), d.h. v(0) liegt auf der Integralfliche.
Dann liegt v(s) immer auf der Integralfliche. Zwei Losungen u,,us der PDE, die sich in einem
Punkt treffen, d.h. (xo,y0,u1(xo,y0)) = (%o, Yo, u2(To,y0)) = P schneiden sich sogar in der
durch diesen Punkt P € R® gehenden Charakteristik.

Beweis. Wir betrachten

!

d
gu(%(s),%(s)) =tz (71,72)71 + uy(71,72)7%
1, v2 erfiillen die zugehorigen charkteristischen Gleichungen =

= g (71,72)a1 (71(5),72(8),73(5)) + uy (71, 72)a2(71(s), 12(s),73(5))
u erfiillt die PDE =

= a3 (71 (8)7 V2 (S)a V3 (S))
charakteristische Gleichung fiir 3 einsetzen =

=73(s) = %73(5) : (6.72)

Also gilt nach Integration u(vy(s),v2(s)) = v3(s) + K. Wegen v(0) = (71(0),v2(0),~v3(0)) =
(o, Yo, u(xo,yo)) folgt u(1(0),72(0)) = v3(0) also K = 0 und mithin

u(v1(8),72(s)) = v3(s), (6.73)

also liegt 7(s) auf der Integralflache. [ ]

Betrachten wir eine einparametrige Schar von Charakteristiken. Das ist eine Familie von
Kurven v = 7(s; ¢) die das System (6.71) erfiillen, wobei s der Kurvenparameter ist (wo befinde
ich mich auf der Kurve) und ¢ angibt, welche Kurve ausgewéhlt wird. Jede solche einparametrige
Schar von Charakteristiken erzeugt also Integralfliche (die Kurven der Schar iiberdecken die
Losungsfliache).

Es gilt aber auch die Umkehrung, d.h. jede Integralfliche definiert eine Lésung des charak-
teristischen Systems.

17



Lemma 6.12
Sei u : R? = R Liésung der quasilinearen PDE und (y1,7) : R — R erfiille

Y1(8) = a1(11(5),72(8),u(71(5),72(5))) ,

73(8) = az(1(s),72(s), u(71(s), 72(s))) - (6.74)
Dann gilt, daf3
71 (s
v(s) = Y2(s) (6.75)

u(71(s),72(s))

das zugehérige charakteristische System Iost.

Beweis. Sei (z,v, (u(z,y)) die gegebene Integralfliche. Wir betrachten zuerst die Losung
(71,72) : R — R von

71(s) = a1(n(s),72(s), u(71(s), 72(5)))
73(8) = az(n(s),72(s), u(11(s), 72(5))) - (6.76)
(Das sind noch nicht die beiden Gleichungen des charakteristischen Systems!). Nun setzen wir
73(s) :=u(71(s),72(s))- Dann gilt
Y3(8) = ua (71, 72)71 + uy(11,72)72

g (Y1, 72)a1 (71(8),72(8), u(v1(8),72(5))) + uy(y1,72)a2(11(s), Y2(8), u(71(5),12(s)))
u erfiillt die PDE =

= a3(71 (S)7 Y2 (5)7 u(fyl (S)’ 72(‘9)))

Definition von 73 =
= az(71(5),72(5),73(s)) - (6.77)

Damit ergibt sich insgesamt

N (5) = a1(m(s),72(5),73(5))

7a(8) = a2(11(5);72(5),7(s))

() = az(11(s),72(s),73(5)) » (6.78)
und v = (y1,72,73) 16st tatséchlich das charakteristische System. |

Da u langs einer Charaktersitik nicht mehr konstant sein mufl weil v = 73(s), sind im Falln = 2
die Charaketeristiken im allgemeinen keine Hohenlinien der Integralfliche mehr, aber man kann
sich leicht iiberlegen, dafl unser Losungsverfahren auf demselben Prinzip basiert wie bei der
homogenen, linearen verkiirzten PDE 1. Ordnung: eine Funktion u = wu(z,y) mit stetigen
partiellen Ableitungen erster ordnung ist genau dann eine Losung der PDE aq(z,y,u)u, +
as(z,y,u)uy = az(x,y,w), wenn ihre Fliche von Charakteristiken aufgespannt wird, d.h. w ist
Losung, wenn ~y3(s) = u(y1(s),7y2(s)) identisch erfiillt ist.

Im allgemeineren Fall fiir n unabhéngige Variablen kénnen wir ganz genauso vorgehen. Es
gilt

Theorem 6.13

Sind die Koeffizientenfunktionen a;(x1,...,2,,£),i = 1...(n + 1) stetig in dem Gebiet Q@ X
R C R"*! und verschwinden in keinem Punkt von Q gleichzeitig, so ist jede Funktion u =
w(xy,...x,) mit stetigen partiellen Ableitungen 1. Ordnung genau dann eine Lésung von

(a(z), (Vﬁ(lx)>> =0, z€R",u:R" » R, a: Ry RV (6.79)
Rn+1
falls fiir jede Lésung des zugehérigen charakteristischen Systems fiir v : R — RPH!

Sy(s) = ala(s) (6.80)
gilt, daf3

Tnt1(s) = u(r1(s), - -, 1n(s)) (6.81)

ist.
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Beweis. Eine Kombination der beiden vorherigen Lemmata sowie die offensichtliche Erweiterung
auf mehr Variablen. [ |

6.4 Spezielle Losung durch Anfangskurve

Wir wollen verlangen, daf§ die Lésung u der quasilinearen PDE 1. Ordnung in zwei unabhéngi-
gen Variablen durch die Kurve ¢ > 9(t) € R® geht, da8 also gilt J3(t) = u(V;(t),92(t)), t €
I'CR

In diesem Fall kann man zeigen (unter den iiblichen Glattheitsannahmen an die Koeffizienten
der PDE)

1. Ist t = (91 (¢),¥2(t)) keine Grundcharakteristik, d.h. es gilt

() ar (V1 (1), 9a(t),93(t))
det (19’1 (t) ax(¥ (t),i%(t),ﬁi(t))) #0 telCR, (6.82)

dann gibt es genau eine Losung zu a1 (z, y, u)ug + a2 (z,y, w)u, = as(z, y,u).

2. Ist t = (V41(t),92(t), ¥93(t) eine Charakteristik, so gibt es unendlich viele Losungen der
PDE a:(z,y,u)u, + a2(z,y, u)u, = asz(x,y,u), weil man keine Bedingung transeversal zu
¥ vorschreibt (siehe den linearen Fall.

3. Ist t — (91(¢),92(t),93(t) keine Charakteristik, aber t — (¥1(t),92(t)) ist Grund-
charakteristik, so gibt es keine Losung durch ¢, denn jede Losung u der PDE wiirde
iiber die Definition 93(t) := u(d(¢),92(t)) eine Losung des charakteristischen Systems
erzeugen.

Wir betrachten den ersten Fall genauer und beweisen:

Theorem 6.14
Die quasilineare PDE 1. Ordnung in zwei unabhingigen Variablen

al(mayvu(wvy)) ’U’x(may) + GQ(mayvu(wvy)) uy(may) = ag(a:,y,u(:v,y)) (683)

mit glatten Koeffizientenfunktionen a; sei gegeben. Die glatte Anfangskurve t — 9(t) € R® sei
gegeben. Die Grundanfangskurve t — (91(t),92(t)) € R? sei nicht-charakteristisch, d.h.

(1) a1 (91 (1), 92(t), Vs(t))
et <19’2(t) G2(191(t),192(t),192(t))> #0 telCR. (6.84)

Dann existiert eine Umgebung der Anfangskurve t — 9(t) € R® und in dieser Umgebung genau
eine Losung u : R — R zur quasilinearen PDE mit

u(¥1(t),92(t)) = ¥3(t) Anfangsbedingung. (6.85)

Beweis. Wir konstruieren die Losung lokal mit Hilfe der Charakteristiken. Fiir ein fixiertes
t € I C R betrachten wir das zugehorige charakteristische Sytem

71(s) a1 (71 (s),72(8),73(s))
Y2(s) | = | a2(m(8),72(s),73(s)) (6.86)
73 (s) az(71(8),72(8),73(s))

mit der Anfangsbedingung v(0) = ¥(t). Wegen der Glattheit der Koeffizientenfunktionen a;
hat dieses Problem lokal eine eindeutige, glatte Losung (Satz v. Picard-Lindel6f), die auch glatt
von den Daten abhéngt. Fiir variables ¢ ergibt sich die einparametrige Losungsschar

X(s,1)
7 =7(s;9(t)) =: | Y(s,1) (6.87)
U(s, 1)
Die Funktionen X, Y, U sind glatt in s und ¢. Auflerdem, wegen der Anfangsbedingung,
X(0,1)
Y(0,t) | =~(0;9(t)) =9(#), telCR. (6.88)
U(o,1)
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Wir zeigen als erstes, dafl die Abbildung (s,t) — (X (s,t),Y(s,t)) in einer Umgebung der
Anfangskurve (also in der Ndhe von s = 0 lokal invertierbar ist. Dazu betrachten wir die
Jacobi-Determinante

8(X,Y) _ Xs(sat) Xt(Sat)
8(S,t) = det (Ys(sat) Y;(S:t)

Jixy) = det > = Xs(s,t) Yi(s,t) — Xi(s,t) Ys(s,t) (6.89)

Mit den Beziehungen

Xo(5,) = < X(5,0) = <9055 9(0)) =74 (5390)) = an (53 9(4)), 22 (55 9(0), 35 9(4))

X5(0,1) = a1 (91 (2), 92(¢),95(2))

X:(0,t) = %X(O,t) = %01(15) =9 (t)
Vi(0.0) = SY(0,0) = S:(6) = o400
Vi(s,0) = SV (5,0) = < (559(0) = 2405 9(6)) = a2 55 9(0), 3255 9(0)), 35 9(0)
Y5(0,8) = aa (9 (2), 92(t), V¥s(t)) (6.90)
folgt
Toxwy,_, = @00, 92(6), 95(0) 95(6) = 94 (6 ax (91 (), 92(0), 95(6) £0 (6.90)

wegen der Bedingung, dafl 91,92 keine Grundcharakteristik sind. Aus der Stetigkeit folgt auch
Jix,y) # 0 in einer ganzen Umgebung um s = 0. Also kann man lokal schreiben, z. Bsp. fiir
teICRund s € (g,6) CR

X =X(s,8),Y =V(s,t) ©s=s(X,Y),t=t(X,Y). (6.92)

Damit kénnen wir eindeutig eine (glatte) Funktion definieren (die Funktionen U, s,t sind ja
glatt)

P:VCR =R, &,y =U(s(z,y),tzy). (6.93)

Wir behaupten, daf3 diese Funktion ® die PDE und die Anfangsbedingung erfiillt.
Nebenrechnung: Da X,Y und (s,t) lokal zueinander invers sind, kénnen wir schreiben

s(X(s,t),Y(s,t)) = st(X(s,t),Y(s,1)) =t. (6.94)
Differenzieren nach s und ¢ der beiden Gleichungen ergibt die Relationen

sx (X, Y) X, (s,
sx (X, Y) X (s,
Fx (X, V) X (5,1)

tx (X,Y) Xi(s,t) + ty (X,

5,

(6.95)

Die Funktion & erfiillt die Anfangsbedingung, d.h. fiir t € T gilt J5(t) = (1 (), P=2(t)) weil
nach Definition 93(t) = U(0,t) = ®(X(0,%),Y(0,t)) = ®(¥1(t),¥=2(t)) ist. Nun iiberpriifen wir
die Differentialgleichung: es muf} gelten
a’l(Xa Ya(I)(Xa Y)) (I)X(Xa Y) + a2(X7 Y, (I)(X, Y)) ¢Y(X7 Y) = a2(X7 Y, ¢(X,Y)) <
ai (X(Sa t)7 Y(S, t)7 <I>(‘XV(Sa t)a Y(Sa t))) Px (X(Sa t)7 Y(S, t))
+ a2 (X(Sa t)7 Y(S7 t)a (P(X(Sa t)7 Y(Sa t))) (PY(X(Sa )7 Y(Sa t)) = a2(X(57 t)7 Y(Sa t)a (E(X(Sa )7 Y(Sa t)))

(6.96)
Nach Definition gilt
@(X,Y = (S(X,Y),t(X,Y)) =
Ox(X,Y) =Us(s,t) sx (X, Y) + Us(s, t) tx (X,Y)
Dy (X,Y) =Usg(s,t) sy (X,Y) + Ug(s, t) ty(X,Y). (6.97)



Einsetzen liefert

a1 (X (s,t),Y (s,t),U(s,t)) [Us(s,t) sx (X, Y) + Us(s,t) tx (X,Y)]
+a2(X(s,1),Y(s,t),U(s,1)) [Us(s,t) sy (X, Y) + Us(s, ) ty (X, V)]
weil a1(X(s,t),Y(s,t),U(s,t)) = ar(y(s;9(t)) =7 (s;9) = Xs(s,1)
= Xs(5,8) [Us(s,8) sx (X, Y) + Us(s,t) tx (X,Y)] + Ys(s,t) [Us(s,t) sy (X,Y) + Ue(s, ) ty (X, V)]
=Us [Xssx +Yssy| + U [Xstx + Yt
benutze die Relationen (6.95)
— U, 1+U;-0 (6.98)
d

= U0, 1) = 5Dl D) = 0455 9(0)) = a (55 9(0)

=a3(X(s,1),Y(s,t),U(s,t)) = a3(X,Y,®(X,Y))

was die Erfiillung der PDE zeigt.

Die Losung ist auch eindeutig. Denn seien ® und ¥ zwei Losungen der PDE zur selben An-
fangskurve. Zu jeder Integralfliche korrespondieren Ldsungen des charakteristischen Systems,
denn wenn man 16st

Y1(s)\ _ (a1 (71(5),72(s), ¥ (71(s), 72(5))
(30) = (o 3oy ¥ o) (6:99)
dann erfiillt 7, (s),¥5(s),¥5(s) mit
Vs(s) := W(71(5),7a(s) (6.100)
das charkteristische System. Fiir die Losung zur Anfangskurve ¢ schreiben wir also
Y1 (s;9(t)) X(s,1)
Yo(s:9(t) | = | Y(s,t) | . (6.101)
V3 (s;9(t)) U(s,1)

Da die Anfangskurve fiir ¥ mit der von @ iibereinstimmt und die Losungen des charakteristis-
chen Systems eindeutig sind, folgt aber, daf}

X(s,t) X(s,t)
?(.g,t)) = (Y(s,t)) ) (6.102)
U(s,t) Ul(s,t)
Also

U(X,Y) =V(X(s,t),Y(s,t)) = U(s,t) = U(s,t) = ®(X(s,t),Y (s,t)) = ®(X,Y). (6.103)
Das ist die Behauptung. |

Bemerkung 6.15

Die eindeutige Losung existiert i.A. nicht global, sondern nur in einer lokalen Umgebung der
Anfangskurve. Selbst wenn die Auflosung nach X,Y in allen Punkten lokal geht, braucht es
nicht global eindeutig umkehrbar zu sein.

6.5 Die allgemeine nichtlineare PDE 1. Ordnung
Wir studieren nun die Losungstheorie zur allgemeinen nichtlinearen PDE 1. Ordnung

F(zy,...,ep,u(z1,...,20), Vu(z1,...,...,2,)) =0, z2€QCR”
w((z1y ey yxn) =g(®1,..oy .o x,) auf z €T CON.
(6.104)

Die bisherige leitende Idee war, die Losung entlang von Kurven zu bestimmen, die vom Rand
in das Innere laufen (die charakteristischen Kurven). Wie soll man nun im allgemeinen Fall die
Kurve 7 : R — R” wihlen, damit man u(y(s)) bestimmen kann? Wir definieren

v(s) €R",
2(s) == u(y(s)) € R,
p(s) == Vu(y(s)) € R".
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Differentiation von p nach s ergibt

=)t (7(5)) Y (5) (6.105)
=1
Partielle Differentiation nach z; der PDE liefert

n
D, F(xz,u,Vu)1+ D, F(z,u, Vu) uy,+ = ZDij(:U,u,Vu) Upiz; =0,i=1...1n

j=1
n
= Z Dp]-F(CU: u, Vu) Ug;z; = =Dy, F(z,u,Vu) 1 = D, F(z,u, Vu) uy, . (6.106)
j=1
Nehmen wir weiter an, dafl
V;(s) = Dy, F(v(s), 2(s),p(5)) (6.107)

gilt, dann folgt entlang v(s) unter Einsetzen von (6.106) in (6.105), dafl

zpmj ) Dy, F(3(s), 2(5), p(s))

= —DziF(W(S)aU( (5)); Vu(y(s))) 1 = D=F(v(s), u(v(s)), Vu((s))) tha; (7(5))
= —Da, F(7(s),2(s),p(s)) = D2F(7(s), 2(s), p(s)) pi(s) - (6.108)

Zu letzt liefert differenzieren von z(s) = u(+y(s)) die Beziehung
2'(s) = (Vu(v(s)),7'(s)) = (p(s), DpF'(7(5), 2(5), p(s))) , (6.109)

wobei wir die Annahme {iber 4’ benutzt haben.

Definition 6.16
Das charakteristische System der allgemeinen PDE 1. Ordnung (6.104) lautet fiir das 2n + 1-
Tupel v, 2,p

¥ (s) = DyF(1(s), 2(s), p(s)) € R,
2/(s) = (DpF(x(s), 2(5), p(s)), (8)) g € R,
P(s) = =D, F(y(s), 2(s), p(s)) — D.F(x(s), 2(s), p(s)) p(s) € R". (6.110)

Theorem 6.17

Sei u € C?(Q,R) eine Lisung von (6.104). Definiere z(s) := u(vy(s)), p(s) :=
v:I C R~ R IGse die ersten n-Gleichungen von (6.110). Dann Iésen p(s), z(
n + 1-Gleichungen von (6.110).

)V(())uﬂd

die weiteren

Beweis. Das ist zusammengefasst gerade das Ergebnis der letzten Herleitung. |

Wir spezialisieren unsere Uberlegungen im Folgenden wieder auf den Fall von 2 unabhéngi-
gen Variablen

Definition 6.18 (Streifen)
Ein 5-Tupel t — (91(t),92(t)93(¢),p(t), q(t)) heiBlt Streifen, falls die Streifenbedingung

U5(t) = p(t)9)(t) + q(t)95(t) te I CR (6.111)

identisch erfiillt ist. Die ersten drei Kompnenten 91,1, 93 stellen die Trigerkurve des Streifens
dar.

Motivation: Sei t — ¥(t) € R? eine Kurve, die ganz auf einer Fliche (z,y,u(z,y)) liegt, d.h. es
gilt

93(t) = u(9y (t), (1)) . (6.112)
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Dann folgt durch differenzieren nach ¢, dafl

C3(0) = D5(0) = w92 (0, Do) () + y (9 (1), 2 (0)) a1 (1) (6.113)

also ist (V1 (t), 92(t)I3(t), p(t), ¢(t)) ein Streifen, falls p(t) = ug (% (), ¥2(t)) und g(t) = uy (1 (¢), 92(t))
sind. Wir stellen uns vor, daf§ an der Trigerkurve 9 € R? kleine Flichenstiicke angeheftet sind,
die in jedem Punkt tangential zur Flache liegen, falls man p = u, und ¢ = u,, wahlt.

Trotzdem bezieht sich die Definition des Streifens nicht auf eine Fliche!

Definition 6.19 (Integralstreifen)
Ein 5-Tupel t — (91(t),92(t)95(t),p(t), q(t)) heiBt Integralstreifen zu F : R — R, falls es
ein Streifen ist und F = 0 entlang des Streifens gilt. Also falls

0= F(: (1), 9:()s(£), p(t), a(t))
95(t) = p(OF, (1) + q(O)Ph(t) teICR (6.114)

gilt.

Definition 6.20 (Charakteristisches System zu F = 0)
Zur nichtlinearen PDE 1. Ordnung in zwei Variablen

F(x,y,u,um(a:,y),uy(x,y)) =0, F(x,y,z,p, Q) € ]Ra (6115)

definieren wir fiir das 5-Tupel s — (v1(s),72(s),v3(s),p(s), q(s)) das charakteristische System

() = Fp(m(s),72(s),73(5), p(s), a(5)) ,

Y2(s) = Fy(n(s),72(5),73(s), p(s), a(s)) ,

v3(s) = p(s) Fp(11(s),72(5), 73(5), p(5), 4(5)) + a(s) Fy(71(5),72(8),73(s), p(s), q(s)) , ~ Streifen,
P'(s) = =Fe(71(5),72(5),73(s), p(s), 4(s)) — p(s) F=(11(s),72(5), 73(s), p(s), a(s)) , (6.116)
q'(s) = =Fy(n(5),72(5),73(5), p(s), a(s)) — a(s) F=(n1(s),72(5), 73(5), p(5), a(5)) -

Wegen Vé(s) = p(S) FP(71 (S)a 72(8)7 73(8)717(8)7 Q(s)) + Q(S) Fq (71 (S)a 72(8)7 73(8)717(8)7 Q(s)) =
p(s)y1 (t) + q(s)¥5(t) bestimmt dieses System einen ausgezeichneten Streifen, den sogenannten

charakteristischen Streifen. (Dieser Streifen sollte transversal zum Anfangsstreifen liegen,
damit unsere Losungstheorie klappen kann).

Bemerkung 6.21
Im quasilinearen Fall 0 = F(z,y,2,p,q) = a1(x,y,2)p + a2(x,y, 2) ¢ = a3(x,y, z) erhalten wir
aus der obigen Beziehung gerade

Y = a1(y1,72,73) »
Ya(s) = a2(v1,72,73) »
Y3(8) = p(s) a1 (v1,72,73) + qaz(y1, 72, v3) == az(71,72,73) + qaz2(v1,72,73) 5
P'(s) = =Fu(11(8),72(5),73(5),p(5),4(5)) — P(8) F= (71 (5),72(5), 13(5), p(5),4(5)) »
q'(s) = —Fy(71(5),72(5),73(5), p(5), a(5)) — q(s)F=(71(5),72(5),73(5),p(s),4(s)),  (6.117)

das heifit die iiblichen charakteristischen Gleichungen fiir v und 2 entkoppelte Gleichungen fiir
p und q. Hier spielen also p,q nur eine passive Rolle.

Korollar 6.22

Wenn das 5-Tupel s — (71(s),v2(s),7v3(s),p(s),q(s)) ein charakteristischer Streifen ist, dann
gilt LF(v1(s),72(5),73(s),p(s),q(s)) = 0, also ist F konstant entlang des charakteristischen
Streifens (aber es gilt nicht unbeding F = 0.)

Beweis.

d
&F Foy + Fyvs + Fovs + Fyp' + Fyq'
:Fme+Fqu+FZ(I’Fp+qu)+Fp(_Fz_pFu)+Fq(_Fy_un) =0. u
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Theorem 6.23
Die nichtlineare PDE 1. Ordnung in zwei unabhingigen Variablen

F(z,y,u(r,y), vz (z,y),uy(z,y)) =0 (6.118)

sei gegeben. Die Anfangskurvet — 9(t) € R® sei gegeben sowie die Funktionent + (po(t),qo(t)).
Die glatte Grundanfangskurve t — (91 (t),92(t)) € R? sei nicht-charakteristisch, d.h.

Dy (t)  Fp(dr(t),92(t), 93(t), po(t), qo (t))
det (ﬁé(t) F,(01(t), 92(t), 95(2), po(t),qo(t))> #0 telICR (6.119)

und die Funktionen t — (po(t),qo(t)) so bestimmt, daf3

0= F(W:(t),92(t),95(t),po(t), q0(t)) tE€TCR,
95(t) = po () (t) + qo ()95 (t) Anfangs-Streifenbedingung . (6.120)

Dann existiert eine Umgebung der Anfangskurve t + ¥(t) € R® und in dieser Umgebung genau
eine Losung u : R? = R zu F = 0 mit

u(ds(t),92(t)) = Us(t) ,
ur (91(2),02(1)) = po(t),
uy (V1(t),V2(t)) = qo(t) Anfangsbedingung. (6.121)

Beweis. Eine direkte Konstruktion, dhnlich dem quasilinearen Sonderfall. ]

Bemerkung 6.24

Das heifit nicht, daB F = 0 eine eindeutige Losung besitzt, denn zu der eindeutig gegebe-
nen Anfangskurve ¥ kénnte es verschiedene Anfangs-Integralstreifen geben, d.h. verschiedene
Ergénzungen pg, gy so daf3

= F(01(t),92(t),93(t),po(t),q0(t)) t€ICR
po()9 (1) + qo(t)I5(2) (6.122)

0
(1)

gilt. Dieses System stellt bei gegebenem v zwei Bedingungen an pg,qy, welche daraus aber
eventuell nicht eindeutig bestimmt sind. Sobald aber der Anfangs-Integralstreifen eindeutig
festgelegt ist, gibt es nur eine Losung.

Das Problem, durch eine vorgegebene Kurve t — 9(t) € R® eine Losung zu F = 0 zu
bestimmen, kann nun wie folgt geldst werden:

1. Die vorgegebene Kurve wird zu einem Integral-Streifen von F' = 0 ergénzt, indem man
die dazu noch erforderlichen Funktionen pg(t) und go(t) aus der Integralstreifenbedingung
berechnet. Eventuell gibt es dazu mehrere Losungen, man muf sich fiir eine Losung
entscheiden. Man hat also das 5-Tupel (9(¢), po(t), go(t)) vorliegen.

2. Man 16st das charakteristische System (6.20) fiir das 5-Tupel (y(s), p(s), ¢(s)) unter der
Anfangsbedingung ((0), p(0), ¢(0)) = (9(t), po(t), go(t)). Weil F = 0 fir ((2), po(t), g0 (2))
folgt entlang (y(s),p(s),q(s)), daB F' = 0 erfiillt ist, als Konsequenz aus Korollar 6.22.
Somit hat man eine einparametrige Schar von Charakteristiken erhalten, die eine zwei-
parametrige Mannigfaltigkeit darstellen. Wir definieren

X(s,t)
v(s;0(t) = | Y(s,t) (6.123)
U(s,t)
und 16sen lokal nach s und ¢ auf: s = s(X,Y), t = ¢(X,Y).

3. Die Losung ergibt sich, wie im quasilinearen Fall, aus

O(z,y) = U(s(z,y), (2, y)) (6.124)
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Wir bemerken noch, daf§ die Funktionen p(s), g(s) nur indirekt die Losung beinflussen, indem
sie die Komponenten v beeinflussen.
Beispiel: ”Burgers-Gleichung”. Zu 16sen

u(z,y) ue (T, y) +uy(z,y) =1,

1
u(t,t) = §t’ €[0,1]. (6.125)
In der gewohnten Schreibweise:
U Uy Uk
< 1 ) Uy > = Oa a(771,772, 773) = 1 - (6126)
1 -1 1
Die Anfangskurve ist
t
dt)y=1¢t |, telo,1]. (6.127)
it
Wir {iberpriifen zuerst, ob die Anfangsvorgabe nicht-charakteristisch ist:
D1(t)  ar(91(1),92(8),95()) | _ L ds(t)) _ Logty _, 1
det (19,2(75) 0> (91 (1), U (8). 05 (1)) = det 11 = det 13 —l—it#OtE[O,I]
(6.128)
Das charakteristische System lautet
71(s) 73(5)
v (s) | = 1 , (6.129)
73(s) 1
mit der Lésung
71 (s) %SQ +Cys+Cs
Y2(s) | = s+ C (6.130)
v3(s) s+ Cs
stanten C;:

Eine spezielle Losung, die durch die Anfangskurve geht, d.h. v(0) = ¥(t) bestimmt die Kon-

Cs t
yO)=|[Ci | =9@t)=| t (6.131)
Cs 1t
Damit definiert man die einparametrige Schar von Charakteristiken
18P+ ist+t X (s,t)
v(s;9(¢t) = s+t = | Y(s,t) (6.132)
1+ 3t Uls,t)
Die Relation
X 124 Lst 4t
— (2 2
<Y> = ( st (6.133)
auflosen nach (s, t) liefert:
Xy
i)
<i> = | v a2 (6.134)
=

Die Auflésung von s,t in die Darstellung fiir U(s,t) einsetzen, liefert die Losung

B(z,y) = U(s(z,y), Hz,y)) = s(z,y) + ~t(z,5) =

2z —y)— (z— L)

6.135

— (6.135)

Die Losung wird fiir y — 2 singuldr. Das entspricht dem Wert 95(t) = 2, ¢t = 2. Fir t = 2 ist
die nicht-charakteristiken Bedingung verletzt.
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7 Partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung

7.1 Typeinteilung

Die allgemeine PDE zweiter Ordnung fiir eine gesuchte glatte Funktion u : @ C R® — R stellt
eine Relation der Art

F(z1,...,xn,u(zy, ... 20), Vu(zi,...,2,), D*u(z1,...,2,)) =0 (7.1)

dar, wobei F' als stetige Funktion der 2n+1+ %n (n+1) angenommen wird. D?u bezeichne hier
die %n (n+1)-unabhéingigen Eintrage in der symmetrischen Matrix der zweiten Ableitungen von
u. Fiir den Fall von zwei unabhéngigen Verdnderlichen beachten wir folgende Klassifizierung:

a11 (2, Y)Uza + a12(2, Y)Uzy + a21 (T, Y)Uyz + Q22 (2, Y)Uyy

+ (b(z,y), Vu(z,y)) + c(z,y)u(z,y) + f(x,y) =0 linear (7.2)
a11 (T, Y)tge + a12(2, Y)Uzy + 21 (T, Y) Uy + a22(T,Y) Uy,

+ f(z,y,u(z,y), Vu(z,y)) =0 semilinear (7.3)
a11(2, Y, u, Vi) Uy + a12(2, Y, u, VU)Uzy + a21 (2, Y, 4, VU)Uyz + G20 (2, Y, u, VU)Uy,

+ f(z,y,u(z,y), Vu(zr,y)) =0 quasiilinear (7.4)
F(x,y,u, Uy, Uy, Ugy, Ugy, Uyy) = 0 nichtlinear. (7.5

Da fiir u € C? gilt Upy = Uys, kOnnen wir die Koeflizienten a;2 und as; als gleich annehmen.
Die quasilineare PDE zweiter Ordnung sind dann so aus:

all(xa Yy, u, vu)uzz + 20,12(1‘, Yy, u, vu)uzy + 0,22(1’, Y, u, vu)uyy + f(xa Y, U(l‘, y)a Vu(x, y)) = 0 .

(7.6)
Die symmetrische Koeffizienten-Matrix
_ au(ac,y,u,Vu) a12(x7yauavu)
A n (alz(ac,y,u,Vu) a22(ac,y,u,Vu) (77)

kann reell orthonormal diagonalisiert werden (Hauptachsentransformation), d.h. es gibt eine
orthonormale Matrix @, so daf

i (2, y, u, Vi) 0 ) _ (7.8)

A=Q"DiagQ, Diag= < 0 A2(z,y,u, Vu)

Mit Hilfe dieser Transformation kann die quasilineare PDE punkt- und l6sungsweise (im Mo-
ment noch formal) klassifiziert werden. Sie heifit im Punkt z,y und der Losung u(zx,y)

1. hyperbolisch, falls kein Eigenwert A1, A2 Null ist und die beiden Eigenwerte verschiedenes
Vorzeichen haben.

2. parabolisch, falls ein Eigenwert Null ist.

3. elliptisch, falls beide Eigenwerte echt positiv sind.

Bemerkung 7.1

Im linearen und semilinearen Fall kann die Klassifizierung unabhingig von der Lésung u
vorgenommen werden, so dafl man von einer elliptischen/parabolischen/hyperbolischen PDE
im Gebiet Q) sprechen kann. Die Potentialgleichung 0 = Au = g, + uy, ist im ganzen R?
elliptisch (Eigenwerte \y = A\ = 1), wahrend die sogenannte ” Tricomi-Gleichung”

YUgze +Uyy =0 = A =y A =1 (7.9)

fiir y > 0 elliptisch, fiir y < 0 hyperbolisch ist und fiir die Linie y = 0 parabolisch ist. Die
Wellengleichung s, — tyy = 0 ist hyperbolisch und die Warmeleitungsgleichung ., — tz, = 0
ist parabolisch. Im Allgemeinen kann man sagen, dafl PDE’s die den Typ wechseln kénnen,
wesentlich schwieriger zu behandeln sind als solche, die ihren Typ beibehalten.
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Wenn wir die Eigenwerte der Matrix A ausrechnen, ergibt sich die quadratische Gleichung

)\2 - A ((111 + (122) + (a11a22 - 032) = 0, (710)
mit der Lésung
1 5 2
A2 = B (a11 + az) £ \/(an +a22)? — 4 (aj1a22 — aiy) | (7.11)
—_—
D

so daf} die quasilineare PDE zweiter Ordnung
1. hyperbolisch ist, falls D < 0 und a;; azs > 0 oder a2 # 0 fiir a;; aze = 0.
2. parabolisch ist, falls D = 0 und ay; > 0 oder ay; = a12 = 0, aber ass # 0.
3. elliptisch ist, falls D > 0 (zwei positive EW’s).

7.2 Charakteristische Kurven fiir PDE zweiter Ordnung

Die vorhergehende Klassifikation war erst einmal rein formal. Es ist nicht klar, daf§ damit auch
qualitative Eigenschaften der PDE erfasst werden. Um dies nun einzusehen, untersuchen wir
die lineare PDE

a(x, y)uge + 2b(2,Y) ey + (2, y) uyy = f(2,y), (x,y) € Q. (7.12)

Wir betrachten nun eine Kurve v : I C R — Q C R? und geben entlang dieser Kurve die Werte
der Losung u und ihrer beiden ersten partiellen Ableitungen vor, d.h. wir kennen

u(y®),  ua(v(#),  uy(y(?)) . (7.13)

Wir fragen uns: wie muf} die Kurve v aussehen, so dafl mit dieser Vorgabe der Losung u entlang
v die Losung der PDE in einem Streifen lokal um + schon eindeutig bestimmt ist? Eine solche
Kurve 4 nennen wir nicht-charakteristisch.

Um diese Frage zu beantworten, differenzieren wir entlang v nach ¢, das ergibt z.Bsp

(/1) = e (1 (1) 94 1) 0y (1 (D) ),
%Uy(v(t)) = ya (Y(1) V1. (8) + uyy (7(£)) 15(2) - (7.14)
Gleichzeitig gilt aber auch die PDE entlang der Kurve ~, also kénnen wir zusammenfassend
schreiben
a(y(t)) 2b((t)) c(v(1)) Uza (V(t)) f(y(@®)
M) () 0 |- {upetr®) | = | Gu.(v(®)) (7.15)
0 nt) @) Uyy(7(1)) ety (v(1)) -

Falls die hochsten partiellen Ableitungen (hier die zweiten) aus diesem System nicht eindeutig
bestimmbar sind (unter der Annahme daf} es Losungen der PDE gibt), mufl die Matrix

a(y(t)) 2b(v(t)) c(v(t)) a(y(t)) 2b(y(t)) c(v(?)
B=1 nt)  m@) 0 , det B(y(t)) =det | vi(t) () 0
0 71t 1) 0 71t @)
= a(y(t) (v3(£))* = 2b(y(£) 71 (£) 5 (£) + c(v(1)) (11 (1)) (7.16)
verschwindende Determinante haben. Das ist eine Bedingung an die Kurve . Wir nennen

Kurven v mit det B(y(t)) = 0 charakteristische Grundkurven. Falls v; # 0 148t sich die
Bedingung schreiben als

et B 0) =04 ar(0) (23— 2000) (Z3) + +elr) =0,

(t) a(7(t))

(zf(t))w S Y f(w)y TaGOeq®) |
fir a(y(t)) > 0. Es gibt
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1. zwei charakteristische Richtungen, falls D(¢t) < 0 und a(t)¢(t) > 0 oder b(t) # 0 fur
a(t) c(t) = 0.

2. eine charakteristische Richtung, falls D(¢) = 0 und a(t) > 0 oder a(t) = b(t) = 0, aber
e(t) # 0.
3. keine charakteristische Richtungen, falls D(t) > 0

und wir sehen, daf§ die Klassifikation iiber Charakteristiken mit derjenigen iiber Eigenwerte
zusammenfillt. Es ist die quasilineare PDE zweiter Ordnung

1. hyperbolisch, falls es zwei charakteristische Richtungen gibt.
2. parabolisch, falls es eine charakteristische Richtung gibt.

3. elliptisch, falls es keine charakteristische Richtungen gibt.

7.3 Transformation auf Normalform

Wir betrachten wieder die Gleichung
AUgz + 2bUgy + cuyy = f. (7.18)

Auf ein anderes Koordinatensystem transformiert (wie gehabt: schreibe (u(z,y) = v(&(z,y),n(z,v)))
ergeben sich die Umrechnungen

Uy = Vglg + Uple
Uer = Vee § + 20en&atle + Uny 1y + Vebira + Unlaa
Uay = Vee&aly + Ven(N2y + Eally)vny Matly + velay + Vnllay (7.19)
Uyy = Vee EZ + 20gn&yy + Uiy 771,2: + Velyy + Vnilyy

wobei wir den Satz von Schwarz benutzt haben. Damit schreibt sich die PDE (7.18) nach
einsetzen der Terme fiir die Ableitungen in der Form

QUge + 25”577 + Y = (I)*(fa777UaVE;Vnafzafyafzzafzyafyy-anmanyanmmanzyanyy) s (7'20)

wobei Phi* alle bekannten Terme niedrigerer Ableitungsordnung in v beinhaltet sowie die rechte
Seite f. Die Funktionen «, 3,y sind

a(é,n) = a&l + 206, + &,
B = a(x(f,n),y(f,n)) EaMx + b(fﬂ?y + fynm) + nyny
v =an?+2bnn, + cni , (7.21)

wobei a = a(a(€,1),y(E,m),b = b((€,m),y(Em)e = c(#(€m),y(€m) 7 lesen ist. Aus
der urspriinglich linearen PDE (7.18) ist somit eine semilineare PDE in den neuen Variablen

&, n geworden. Wir halten fest, dafi die Klassifizierung in lineare/nichtlineare PDE’s nicht
koordinatenunabhéngig ist!
Wir klassifizieren jetzt den transformierten Haupteil. Dazu rechnen wir

ay— B2 =...=(ac —b?) (& ny — Ene)? = (ac — b?) det? (gm §y> . (7.22)
z My

Falls die Koordinatentransformation zuléssig ist, gilt det (gm fy) # 0, also stimmt die Klas-
z Ty
sifikation bzgl. ac — b* mit der Klassifikation bzgl ay — 32 iiberein.

Man kann nun versuchen, die Koordinatentransformation (£, 7) so geschickt zu wéhlen, daf3
die neuen Koeffizienten (7.21) eine mdglichst einfache Form haben, z.Bsp. so daf a = 0 wird.
Dies fiihrt auf eine nichtlineare partielle Differentiagleichungen 1. Ordnung fiir £ = &(z, y):

0= a(z,y) & + 2b(z,y)&&y + c(z,9)&; (7.23)

die, in Abhéngigkeit von a, b, ¢ Losungen besitzt oder nicht. Es gilt fiir die verschiedenen Félle:
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1. hyperbolisch: ist die PDE (7.18) im Gebiet Q C R? hyperbolisch, so gibt es eine Ko-
ordinatentransformation welche die PDE in den neuen Koordinaten tberfiihrt auf die
Gestalt

0 = ’Unf + (I)*(gﬂn:vaVﬁavnagxa€y7gwxagwyagyy'anxanyanxxanxyanyy) (724)

oder
0 =vee — vy + (P*(fa77aUaV£7Vnafzafyafzz,fzyafyy-anzanyanzzanmyanyy) . (7'25)

2. elliptisch: ist die PDE (7.18) im Gebiet Q C R? elliptisch, so gibt es eine Koordinaten-
transformation welche die PDE in den neuen Koordinaten iiberfiihrt auf die Gestalt

0 =vee +vgy + (P*(fa77aUaV£7Vnafzafyafzz,fzyafyy-anzanyanzzanmyanyy) . (7'26)

3. parabolisch: ist die PDE (7.18) im Gebiet  C R? parabolisch, so gibt es eine Koordina-
tentransformation welche die PDE in den neuen Koordinaten iiberfiihrt auf die Gestalt

0=ve + (I)*(fa777UaVE;Vnafzafyafzzafzyafyy-anmanyanmmanzyanyy) . (7'27)

Also kénnen wir die Prototypen
1. hyperbolisch: uyy = tzs + f(...) Wellengleichung
2. elliptisch: uzq + uyy = f(...) Poissongleichung
3. parabolisch: u, — uy, = f(...) Wirmeleitungsgleichung

unterscheiden.

7.4 Die Poissongleichung
Unser Ziel ist es jetzt, die Gleichung

Au =0 Laplace-Gleichung
Au = f(z) Poisson-Gleichung (7.28)

fir u : R” = Rund f: R” — R auf dem R™ zu I6sen (d.h. keine Randbedingungen). In den
Anwendungen tritt die Poisson-Gleichung an prominenter Stelle auf.

7.4.1 Motivation

Betrachten wir ein Gebiet des R”. In diesem Gebiet sei eine Flufifunktion (ein Vektorfeld)
F :R" — R” definiert. Dieser Fluf3 beschreibe das Richtungsfeld einer sich &ndernden skalaren
Variable u (Dichte, chemische Konzentration, elektrisches Potential, Temperetur etc.). Betra-

chten wir nun ein beliebiges Testvolumen V' C R” im Gebiet, dann gilt nach dem Satz von
Gaufl

/ (F(z), /) dS = / Div F dV (7.29)
oV |4

Der Term [, (F(x),7)dS misst, was iiber den Rand von V hinaus und hinein stromt. Falls
im Gebiet V' keine Produktion von chem. Konzentration/Ladung, Dichte, Warme auftritt, so
stromt genausoviel hinein wie heraus, also

0= / (F(z), ) dS. (7.30)

ov

In den einfachsten Fallen kann man den Flufl F' in der Form

F(z) = —aVu(zx) (7.31)
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annehmen; das bedeutet, daf} sich die ”Tréger” der Eigenschaft Dichte/Temperatur etc. von
Regionen mit hoher Dichte/hoher Temperatur weg bewegen (wollen). (Stichwort: der Gradi-
ent steht senkrecht auf den Hohenlinien und —Vu zeigt in die Richtung des (lokal) steilsten
Abstiegs). Setzen wir diese konstitutive (physikalische) Annahme ein, so erhalten wir

0= / (F(x), /) dS = V/DivF v = V/Div ~Vu(z)dV = —V/Au(a:). (7.32)

ov

Da das Testvolumen beliebig ist (insbesondere belibieg klein), kénnen wir unter der Annahme,
dafl Au glatt ist, lokalisieren, d.h. schlieflen, daf3

0= / (F(z),m)dS = /DivF dVv = /Div —Vu(z)dV = — /Au(ac) =Au=0. (7.33)
v 4 v v
Fiir den Fall daf

1. u die Temperatur ist, ist (7.31) das Fouriersche Warmeleitungsgesetz.

2. u die chemische Konzentration ist, ist (7.31) das Ficksche Gesetz der Diffusion.

3. u das elektrische Potential ist, ist (7.31) das Ohmsche Gesetz.

7.4.2 Herleitung der Fundamentallésung

Bemerkung 7.2

Der Laplace-Operator ist invariant unter der Koordinatentransformation x — R.x wobei R €
SO(3, R) eine eigentliche Drehung ist. Das heifit, daB Au(z) = 0 impliziert daf auch A [u(R.z)] =
0.

Es liegt deshalb Nahe, zuerst Losungen zu Au = 0 zu suchen, die invariant unter Drehungen
sind. Solcherart sind z. Bsp. Funktionen u : R® — R die die radiale Darstellung haben

w(zt, ..., zq) =0(|Z]) =v(r), r=]|7F] (7.34)

mit einer eindimensionalen Funktion v : R + R, definiert auf der Lénge des Vektors Z. Fiir
dieses u gilt

u(R.z) = v(||R.Z]]) = v(||Z]]) = u(=) . (7.35)
Wir rechnen
s
s, = (el 7
x? 1 z?
Ug iy = 0" ([|2]]) - W + ' ([|]]) - [m - W] :
_ 1T
Uy, =0 (1) "
2 1 2
Ug;z; = U”(T) ’ jf_; + UI(T) ) [; B %} ’
n " n S @? n—1
Ay = Ug,p; = v"(||a:||)@ +0'(r)— —v'(r) &=L =" (r) + v'(r) (7.36)
i:Zl “ l||* (Ed] || |? r
Also haben wir zu 16sen:
-1
o' (r) = ———v/(r)
r
0" (r) n—1 ,
= — t =
o) ——,  setze u(s) :=v'(s)
u'(r) _ n—1
u(r) r

Inju(s)] = (1 —=n) Ins + Cy = |u(s)| = Cas'™"

blnr+C n=2

7.37
L, +C  n>3. (7.37)

v(s) = / Cys' ™" ds = v(r) = {
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Definition 7.3 (Fundamentallésung)
Die Funktion

1 -9
®(z) = { o 1“”‘”” " (7.38)
mamlerz 123
heifit die Fundamentallésung zu Au = 0, wobei a(n) das Volumen der Einheitskugel im R" ist,
a(n) = / 1av (7.39)
llll=1

Es gelten die einfachen Abschétzungen
C C
1D ()]l < Tt ID?¢(x)]| < " #0, (7.40)

fiir beide Félle n = 2 und n > 3 (nachrechnen!) mit einer positiven Konstante C' > 0.

Nach Konstruktion ist & +— ®(x) harmonisch fir z # 0. Genauso ist z — ®(z — y)
harmonisch solange = # y fiir ein festes y € R™. Desweiteren ist x — ®(x —y) f(y) harmonisch
fiir  # y. Genauso ist die Summe von endlich vielen solcher Ausdriicke wieder harmonisch, i.e.

AN d@—y) fly) =0 yi#w. (7.41)
i=1
Man koénnte nun versucht sein, von der endlichen Summe auf ein Faltungsintegral iiberzugehen:
u(z) = / ®(z —y) f(y)dV =0, (7.42)
yeER™

und zu meinen, dafl u harmonisch ist. Das ist aber nicht der Fall, weil ® ja fiir x = y nicht
integrierbar ist.

Sei im folgenden f € C?(R™), d.h. f ist zweifach stetig differenzierbar und verschwindet
auflerhalb einer begrenzten Teilmenge. Dann gilt

Satz 7.4
Sei u(z) = [

yer» (@ —y) f(y)dV. Dann ist u € C*(R") und u I6st die Gleichung
—Au(z) = f(z), zeR". (7.43)
Beweis. Es ist
uw = [ se-piwa= [ 8©s-9i= [ swie-ndy, @40
yerRn ¢ERn yern

wobei man die Substitution £ =  — y verwendet und nutzt das | det J¢| = 1 ist. Wir schreiben

u(e + hey) — u(x) f(@+ hei —y) — flz 1)
: = [ 2 [ /

} dy . (7.45)
yER™

Dann geht die eckige Klammer fir h — 0 gegen f,,(z — y), gleichméBig. Daher gilt
un(@)= [ $) e - )y, (7.46)
yeR™

Genauso verfahren wir mit den zweiten partiellen Ableitungen von u, also ist u € C?.
Da @ in der Ndhe der 0 unbeschriankt ist, miissen wir in den folgenden Rechnungen die
Singularitdt isolieren, indem wir einen Ball mit Radius € > 0 gesondert betrachten:

Ayu(z) = A, / Bz —y) f(y) AV = A, / B(y) f(x —y)dV

yER™ yER™
- / B(y) Ay fla —y)dV + / Sy) Af(z—y)dV =L+ 1. (747)
B(0,e) R™\ B(0,¢)
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Fiir I. ergibt sich die Abschitzung

L] < CID* | / B(y)] AV, (7.48)
B(0,¢)
und
/ B(y)] dV, (7.49)
B(0,¢)

kann mithilfe expliziter Rechnung und Transformation auf Polarkoordinaten ausgerechnet wer-
den. Daher

Ce?|lne| (n=2)

7.50
Ce? (n>3 (7.50)

1| < ClID*flloo / [@(y)| dV, < {
B(0,¢)

und wir notieren schon, daf I. — fiir e — 0. Fiir n = 2 schreibe £?|In¢| = 11‘/1:2 und wende de

L’Hospital an. Wenden wir uns J. zu. Dazu erinnern wir an die Produktregel und den Satz v.
Gauf} in der Form

Div(vg) = (v,V¢) + ®Dive, v:R* = R" ¢:R" = R,

/Div(v¢) v = /<u,v¢> dV+/<I>DivvdV

Q Q Q
/ Div(ve) dV = / (6, 77) dS (7.51)
Q oQ

wobei 7t der nach auflen weisende Normalenvektor an den Rand des Gebietes € ist. Jetzt 1453t
sich schreiben

J. = / B(y) Apf(z —y)dV = / B(y) Ayf(z —y)dV

R™\B(0,¢) R™\B(0,¢)
= / ®(y) DivV, f(z —y)dV (7.52)
R\ B(0,¢)
_ / (V,8(y), V, f(z — y))dV + / B(y)(V, f(x — y),7) dS
R"\B(0,¢) O(R™\B(0,¢))
=K.+ L..

Wie oben schlieflen wir, dafl

Cellne| (n=2)

o n>3)’ (7.53)

L] < CID oo / |<I><y)|ng{
OB(0,¢)

und wir notieren schon, dafl L. — fiir € — 0. Fiir n = 2 schreibe ¢?|In¢| = 11’/1552 und wende de

L’Hospital an.
Es bleibt K. zu untersuchen. Nochmalige partielle Integration liefert (Satz v. Gauf)

K. = - / (V). Vy /(- ) AV
R\ B(0,¢)
= [ owvemfe-nav- [ fe-uT,e0.ms
R™\B(0,¢) d(R™\B(0,¢))
= [ 8pwie-piv- [ fe-n(©ew.m s
R™\B(0,¢) d(R™\B(0,¢))
_ / f(@ = 9)(V,®(y), ) S (7.54)

(R™\B(0,¢))
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weil ® harmonisch ist weg von der 0. Es ist V®(y) = ﬁ(ln) o fiir y # 0 und der Normalenvek-
—1 y 1

tor auf der Kugel mit Radius ¢ ist @i = H;@m = —Z. Alsogilt (V,®(y), ) = (ﬁmw, :>W
auf O(R™ \ B(0,¢)). Weil ———— das Maf der Oberfliche von dB(0,¢) = 9(R" \ B(0,¢)) ist,

na(n)e”~1

folgt
Ko=- [ je-nmewmas
O(R™\B(0,¢))

1

s [ Je-was

yEB(R™\B(0,¢))

1

= T naln)en—t / f(€)dS(€) —» —f(z) ase—0. (7.55)

£€O(R™\B(z,¢))

In der letzten Zeile haben wir die Verallgemeinerung von - f;f; f(s)ds = f(z) fiir e —» 0
benutzt. Insgesamt zeigt € — 0 dafl —Au = f gilt.

7.5 Mittelwertformeln

Sei u eine harmonische Funktion auf einer offenen Menge Q2. Wir leiten jetzt wichtige Mittelw-
ertformeln her, welche Aussagen, dafl der Wert u(z) als Mittelwert von u iiber Kugeloberflichen
OB(x,r) zentriert in x mit Radius r oder als Mittelwert von u iiber Kugeln B(x,r) zentriert
in z mit Radius r berechnet werden kann, falls die Kugeln ganz im Gebiet liegen, in denen u
harmonisch ist.

Satz 7.5 (Mittelwertformel fiir die Laplace-Gleichung)
Sei u € C*(2) harmonisch, dann gilt fiir jede Kugel B(z,r) C

W) = — / u(y)dS = / u(y) AV (7.56)

na(n)rr—1 a(n)rm
y€edB(z,r) yEB(z,r)

wobei n a(n) r"~! das Oberflichenmafl der Kugel mit Radius r ist und a(n)r™ das Kugelvolu-
men der Kugel mit Radius n ist. (N.B. na(n) Oberflichenmaf3 der Einheitskugel im R™, a(n)
Kugelvolumen der Einheitskugel im R™.

Beweis. Setze

1 1
o(r) = ma(n) / u(y)dS(y) = ma(n) T / u(x +rz) - r"1dS(z)
y€EOB(z,r) 2€0B(0,1)
= - al(n) / u(z +rz)dS(z), (7.57)
2€0B(0,1)

wobei wir die Substitutionsformel bzgl. y = = +r2z fiir Oberfliichenintegrale dS(y) = r"1dS(z)
benutzt haben. Es folgt

' (r) = - al(n) / (Vu(z +rz),2)dS(z) = Wl)r”—l / (Vu(z +rz), 2)r" tdS(z)
2€0B(0,1) 2€8B(0,1)

_ 1 Y—2, .1

s [ T st
y€OB(z,r)

_ 1 y—x

s [ T i)
y€OB(z,r)

partielle Integration, Satz von Gauf}: Y ; Y ist Einheitsnormale auf der Kugeloberfliche
(7.58)
1 .,
= eyt / (Vu(y),i)dS(y)

yEOB(z,r)
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1 1
T nam)yr L Di = A —0. _

na(n)rn! / vy Va(y)dV = s / yu(y)dV =0 (7.59)

YyEB(z,r) yEB(z,r)
Daher ist ¢ konstant und wir konnen schreiben
. . 1 B
o(r) = lim = lim, na(n) st / u(y)dS(y) = u(z) (7.60)
y€EIB(z,s)

weil u stetig ist (Mittelung tiber immer kleinere Oberflichen von stetigen Funktionen liefert
den Funktionswert in der Grenze). Damit ist die erste Behauptung gezeigt. Fiir den zweiten
Teil beachten wir, dafl (Polarkoordinaten und ”Zwiebelintegration” /Satz v. Fubini)

/ u(y)dV = / / u(y)dS(y) | ds
yEB(z,r) 0 |yedB(z,s)

vorheriges Resultat fiir 4 benutzen: Oberflaichenmittel

= /na(n)s”flu(x) ds = na(n)u(z)—[s"], = a(n)r"u(x) (7.61)
0

womit der Beweis beendet ist.

Satz 7.6 (Umkehrung der Mittelwertformel)
Falls u € C*(Q) fiir jede Kugel B(x,r) C Q die Gleichung

uw) = [ utasw) (7.62)

na(n)rv=t
y€OB(z,r)

erfiillt, dann ist u harmonisch.

Beweis. Wir nehmen an, es gelte Au # 0 igendwo in 2. Dann gibt es eine ganze Kugel
B(z,r) C Q so daB Au > 0 dort ist, weil u € C?(Q2). Die Funktion

o) = — / u(y)dS(y) (7.63)

na(n)rr—1
y€edB(z,r)

ist nach Voraussetzung des Satzes konstant in r, also ¢'(r) = 0. Es gilt aber

ron 1
) = e [ Ay >0 (7.64)
yeB(z,r)

ein Widerspruch.
Es folgen nun weitere wichtige Eigenschaften harmonischer Funktionen, die wir aus den
Mittelwerteigenschaften folgern kénnen.

Satz 7.7 (Starkes Maximumprinzip)
Sei uw € C?*(2) N C(Q) harmonisch in .
1.
maxwu = maxu und minu = nf}si)nu

Q 0Q Q

2. Falls Q zusammenhéngend ist und es einen Punkt xo € Q gibt (Q ist offen, also xg im
Inneren von Q) mit

u(zg) =maxu, (u(rg) = minu) (7.65)
9 9)

dann ist u konstant in 2

Die min-Eigenschaften erhilt man beim Ubergang zu —u, welches ja auch harmonisch ist.
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Beweis. Wir zeigen zuerst (2). Wir nehmen an es gébe einen Punkt zy € Q mit u(zg) = M =
maxg u. Die Mittelwertformel sagt dann aus, da$ fiir ein 7 > 0 (o liegt im Innern)

M = u(xo) =

ol u(y)dV < M (7.66)

y€EB(zo,r)

wobei Gleichheit nur gelten kann, falls w = M in B(zp,r). daher mufl u(y) = M fir alle
y € B(zg,r). Wir kdnnen 2 mit (sich {iberschneidenden) Kugeln vom Radius r > 0 iiberdecken
(Q ist zusammenhéngend). u muf jetzt von Kugel zu Kugel konstant sein, also ist v konstant
auf ).

Zu Fall (1) bemerken wir, dafl das auf dem Abschlul von ) stetige u sein Maximum auf
dem Abschlufl auch annimmt. Nun gibt es entweder kein 2y mit der Eigenschaft aus Fall (2).
Dann gilt Aussage (1). Falls umgekehrt solch ein zq existiert, dann ist v konstant in Q und
wegen der Stetigkeit auch konstant auf 2. Also gilt Aussage (1) dann auch.

Bemerkung 7.8
Das starke Maximum-Prinzip impliziert im besonderen fiir zusammenhingendes Gebiet ) und

einer Losung u € C?(2) N C(Q) von
Au=0,z€Q,u=g,z € 0N (7.67)
mit g > 0, daB u iiberall positiv ist falls g irgendwo positiv ist auf dem Rand 0f}.

Eine wichtige Anwendung des Maximumprinzips ist die Eideutigkeit fiir die Poisson-Gleichung
zu implizieren.

Satz 7.9 (Eindeutigkeit) _
Sei g € C(09), f € C(Q2). Dann gibt es hichstens eine Losung u € C%(Q) N C(Q) von

—Au=f,ze€Qu=g,r€dN. (7.68)

Beweis. Falls es zwei Losungen ui,us zu der Gleichung gibt, dann erfiillt die Differenz die
Gleichung

—Au; —us=0,2€ Q,u; —uy =0,z € 99, (7.69)

auf die Differenz konnen wir nun max / min-Aussagen anwenden und erhalten u; — us = 0.

7.6 Das Dirichletsche Prinzip

Nun zeigen wir, daf3 Lésungen u der Poisson-Gleichung —Au = f in Q und u = g auf 99 als
Minimierer eines Funktionals betrachtet werden kénnen.
Dazu betrachten wir das Energie-Funktional

I(u) = / IVu(@)|* = f(z) - u(z) dV (7.70)
Q

auf der Menge der zuldssigen Funktionen
A={weC*Q): u(z)=g(x)zcoN} (7.71)

Satz 7.10 (Dirichletsches Prinzip)
Sei u € C?(Q) eine Losung von

—Au=f z€Qu=g,r €N, (7.72)
dann gilt
I(u) = glelgf(w) . (7.73)

Umgekehrt gilt: falls v ein Minimum von I ist, dann I6st u die Poisson-Gleichung.
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Beweis. Sei w € A und u erfiille die Poisson-Gleichung. Dann gilt

0= /(—Au P (u—w)dV. (7.74)
Q
Partielle Integration liefert
= / (Vu, Vu —w) — f (u —w)dV (7.75)
Q

wobei keine Randterme auftreten da u — w = g — g = 0 auf 9€2. Also ergibt sich

/(Vu,Vu)—udez/(Vu,Vw)—wde

Q Q
/||Vu||2—fudV=/(Vu,Vw) —wfdv
Q Q
]‘ 2 ]‘ 2
< [ SI9ulP + SVl ~wfav. (7.76)
Q

Hierbei haben wir die Ungleichung fiir Vektoren

(€m) <166l < Nl Inl < 5 1€l + %Ilnll2 (7.77)
benutzt. Weiter gilt daher
[ 3Ivull = fuav < [ 19wl - wfav, (7.78)
Q Q
also
Iu) < I(w) weA. (7.79)

Nun nehmen wir an, wir hitten einen Minimierer u des Funktionals I. Wir betrachten irgen-
deine Funktion v € C§°(Q2) und schreiben

j(t) =I(u+tv), teR. (7.80)

Es ist u +tv € A da v am Rand verschwindet. Die skalare Funktion j : R — R nimmt ihr
Minimum fiir ¢ = 0 an, daher

d

&\t:oj(t) =7'(0) =0, (7.81)

falls diese Ableitung existiert. Wir rechnen formal und schreiben die Taylorenwicklung bzgl. ¢
auf:

1
i) =/§||Vu+th||2 ~ (u+to) fAV
Q

1 t?
= /§||V||2 + t(Vu, Vv) + 5||Vv||2 —(u+tv)fdV. (7.82)
Q

Daraus

/ Vu, Vo) — fodV = / —Au — flvdV. (7.83)
Q
Weil v beliebig ist und u € C? angenommen wurde, muf} die Klammer identisch verschwinden,
also

—Au=f. (7.84)
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7.7 Die Warmeleitungsgleichung
Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung

we(z,t) = Agu(z,t) = €Q (7.85)

sowie die inhomogene Warmeleitungsgleichung

ug(x, t) = Apu(z,t) + f(z,t) z €N (7.87)

zu geeigneten Anfangs- und Randbedingungen.

7.7.1 Die Fundamentallosung
Ist u Losung zu (7.85), dann auch fiir A € R die Funktion

v(z, t) := u(Az, \?t). (7.89)
Die Grofe w ist ebenfalls invariant unter der Skalierung (x,t) — (Az, A2t), denn

Az)® _ Nlz)® _ [l=]
X2t Nt ¢t (7:90)

2

llz]]
i

eventuell spielt also die Grofie
von (7.85) in der Form

eine wichtige Rolle. Wir suchen im Folgenden L&sungen

u(z,t) ;= w(t) -v (@) t>0, zeR", (7.91)

wobei v, w skalarwertige Funktionen sind. Rechnung zeigt:

ety = a0 (L0 oo (10) B2

t t 2
z|]?\ 2z
Uz, = w(t) -v'v <|| tH > TZ,
z||?\ 422 z|]?) 2
Ug,e; = w(t) 00 (H t” ) t2l +w(t)v'v <|| tH > 7 (7.92)
so dafl
2 4|z 2
u — Au =w'v — wv'% — ”% - wv'Tn . (7.93)
Also ist v Losung von (7.85) wenn wir v, w so wéahlen konnen, daf gilt
t 4 2 2
e O Al el T _—
t t t
Dazu wahlen wir
v(z)e” 1, (7.95)
d.h. v 16st die ODE 4v"(z) + v'(2) = 0. Damit reduziert sich (7.94) auf
0=w'v— wit) v'2n =w'v — wit)n . (7.96)
t t 2
Eine Losung dieser Gleichung ist
w(t) =t 2. (7.97)



Daher schlielen wir, dafl

M%ﬂzw@fvcﬁﬁ>=lm_m2 (7.98)

t tz
bzw. allgemeiner

a =12
u(r,t) = e 3 +b, (7.99)
2

fiir beliebige Konstanten a, b Losungen von (7.85) sind.

Definition 7.11 (Fundamentallésung)
Die Funktion

1 Bt n
B(w, 1) = { Gy T T ERT IS0 (7.100)
0 zER ,i=0

heiBt die Fundamentallésung der Warmeleitungsgleichung u; = Aw.

Die Normalisierungskonstante (47)~"/2 hat zur Folge das

Lemma 7.12
Fiir jedes t > 0 ist
/t}(a:,t) dv=1. (7.101)
Rn
Beweis.
Bz, t)dV = — St
(CU,t) V= W e t A%
rER™ zERR®
d 1
Substitution z = — (eindimensional £ =~ alsodr = 2v/t dz fiihrt mehrdimensional auf
2Vt dr 2Vt
1 .2
- / e~ (2vD)" dV (2)
zER™
1
=7 / e~ dV(z)
zERR
1 _yr 22
= W e =17 dV(Z)
zER™
1 n 22
= M7 e %i(dz, ..., dzy)
zER™

iterierte Integration

| | r
= Iy, / e~ dz; = —=II, / e dz=1. (7.102)

/2 /2
z; ER Z=—00

Wir verwenden ®, um eine Darstellungsformel fiir die Losung des Anfangswertproblems (Cauchy-
Problem) zu erhalten:

ug(z,t) = Agu(z,t) z€R", >0

u(z,0) =g(z) z€R". (7.103)
Da ®(z,t) Losung von (7.85) ist, ist auch fiir y € R” fest die Funktion z — ®(z —y,t) Losung,
desweiteren ist dann auch =z — ®(x — y,t)g(y) sowie fiir abzdhlbar viele y; € R” wegen der

Linearitat der Warmeleitungsgleichung auch ), ®(z — y;,1)g(y;) eine Losung und somit sollte
auch die Faltung

uat) = [@a=p.000y = o [ dwave) 0y
R™ yeER"

eine Losung sein.
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Theorem 7.13 (Losung des Cauchy-Problems)
Es sei g € C°(R™) N L (R™) (g ist stetig und beschrénkt) und u sei fiir z € R", t > 0 gegeben
durch

uat) = [Se—p0o0dy = s [ s ave). (7.105)
Rn yERn

Dann ist

1. u € C*(R™ x (0,00)), d.h. u ist beliebig oft differenzierbar.

2. up(x,t) — Au(z,t) =0 fiirx € R*, t > 0.

3. im (4 1) (20,0) w(2, 1) = g(z0), die Anfangswerte werden stetig angenommen.
Beweis. Zunichst bemerken wir, daf§ die Funktion t_”/Qe_mwftw2 fiir x € R™ und ¢ > 0 be-
liebig oft differenzierbar ist. Ausserdem sind ihre Ableitungen beliebiger Ordnung gleichméssig
beschrankt auf jeder fiir ¢ von der Null-wegbeschrinkten Menge. Also ist nach einem Satz aus

der Theorie der Faltungen u beliebig oft differenzierbar fiir ¢ > 0. Desweiteren gilt fiir z € R"
und ¢ > 0 dass

w(,t) — Au(a, t) = / Bi(z — y,1)9(y) — Avd(z — . t)g(y) AV (y)
yEeER™

— [ @G-yt - 206 -yl VW =0, (.100)
yeR™

da die Differentiation fiir glatte Integranden in das Integral hineingezogen werden darf.
Nun wollen wir zeigen, dafl die Anfangswerte stetig angenommen werden. Dazu fixieren wir
ein xo € R” und eine (kleine) Zahl € > 0 und wéhlen ein § > 0 passend, so dass gilt

lg(y) —g(zo)| <e falls |y —zo| < 9. (7.107)

So ein § > 0 gibt es immer, da g als stetig Vorausgesetzt ist.
Fiir |2 — 20| < I folgt dann

ju(z, ) — g(zo)] = | / B(z — y)g(y) dV(y) — g(z0)|

yeRn

= / ®(z —y)g(y) dV(y) — g(x0) / ®(z —y)dV(y)|

yeR™ yeR™

weil / P(z—y)dV(y) =1 ist
—1 [ #e -l - glen)) V)

< / B - )lg(y) — g(zo)| AV (y)
yER™

weil ® positiv ist.

< / ®(z —y)lgly) — g(x0)|dV(y) + / ®(z —y)lg(y) — g(x0)|dV(y)
ly—=ol|<d [ly—zol| >0

Annahme fiir ||y — 29[| < ¢ nutzen

<e / Bz —y)dV(y) + / B — y)lg(y) — g(zo)| AV(y)

lly—2zol|<d ly—zol||>0d
<: / Bz - y) dV(y) + / Bz — y)lgy) - glzo)| AV (y)
yeR” lly—zol|>d
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weil ® positiv ist wird der erste Term durch Vergréflerung des Integrationsbereiches hochstens grofler

g / (z — y)lg(y) — g(wo) AV (y)

[ly—zol|>d
<et+ [ @@ -p)llew)+ lgo)) V)
[ly—zol|>d
<el+ 2 sup ®(z — y)dV(y)
£ER™
[ly—zol|>d
<el+2sup / O(x —y)dV(y)
£ER™
lly—zol|>d
K _le—y)?
<e+ W / e at dV(y) . (7108)
lly—zol|>d

Wir analysieren den zweiten Teil genauer: wegen
ly = [l = lly = w0 + w0 — z[| > [ly — o[ — [lzo — |
)
unsere Betrachtung lauft fir ||z — zo|| < 2 daher

0
> |ly — zoll 3

auf dem Integrationsbereich ist § < ||y — zo||, also folgt
1 1
> [ly = @oll = 5lly = zoll = 5lly — 2ol - (7.109)

Das Integral wird grofler, falls wir den Integranden vergrofiern, daher

K llz—yli2 K Flly==oll®
ENEETE _zlvzmol

Py e w dV(y) < Tz e E V(y)

ly—zol|>6 ly—zol|[>d

K v—zqll?
= m / e . 16t0” dV(y)
lly—zoll>0

K 2
Polarkoordinaten einfiihren = — / e 1w P Ly

r
Substitution s = ——= liefert

4Vt
= K, / s le=%" ds

s
LW

(7.110)

Es gilt, dass [;° s"~1e=5"ds endlich ist, also muB

lim s" e ds = 0. (7.111)
50
SZ%\/?
Insgesamt konnen wir fiir |z — zo| < g und fiir hinreichend kleine ¢ > 0 die Abschétzung

lu(z,t) — g(zo)| < 2¢ (7.112)

erreichen. Da e beliebig klein gew&hlt werden kann, folgt, das die Losungsformel die Anfangs-
daten stetig annimmt.
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Satz 7.14 (Eindeutigkeit der Wiarmeleitungsgleichung)
Es gibt héchstens eine Losung u € C3(Q2 x (0,T]) des Anfangswertproblems

wi(z,t) = Au(z,t) + f(z,t), 2€Q,0<t<T,
u(z,t) =g(z,t), z€Q,t=0,
u(z,t) =g(x,t), €00 0<t<T, (7.113)
wobei C?(Q x (0,T]) alle Funktionen u : Q x (0,T] = R bezeichne, fiir die gilt
u(z,t), Veu(z,t), D2u(z,t) € C*(Q) fiir jedesO <t <T
u(z,t), ug(z,t) € C*(R) fiir jedesz € Q. (7.114)

Hier beinhaltet g die Anfangstemperaturverteilung im Koérper g(z,0), sowie die Randtemper-
aturverteilung.

Beweis. Seien u;,us zwei Losungen zu (7.113). Dann 16st die Differenz w = u; — uq die
Gleichung

we(z,t) = Aw(z,t), 2 € Q,0<t < T,
w(z,t) =0,2€Q,t=0,

w(z,t) =0,2€0Q,0<t<T. (7.115)
Wir definieren
e(t) == /w2(a:,t) dv 0<t<T. (7.116)
Q
Dann folgt
d
Ceft) = 2/w(az,t) wy(z,1) AV

Q

= 2/w(az,t) Aw(z,t)dV
o)
partiell integrieren bzgl. x: zu jeder Zeit ¢ hat w(z,t) Randwerte null

- —2/(wa(a:,t),vxw(a:,t)) v = —2/||Vzw(a:,t)||2 av < 0. (7.117)
Q o)
Also folgt nach Integration von e bzgl. ¢
e(t) < e(0) = /Qw(m,o) V=0, et)=00<t<T), (7.118)
weil w(z,0) = 0 und damit w(z,t) =0 firalle 0 <t < T. [ |

Bemerkung 7.15

Die Darstellung der Lésung des Ganzraumproblems erlaubt uns, eine interessante Schlussfol-
gerung zu ziehen: ist die Anfangsvorgabe fiir die Temperatur g irgendwo (z.Bsp. nur in einem
beschrinkten Teilgebiet des R™) echt positiv (irgendwo eine Wérmequelle), so ist die Temper-
atur fiir jeden Zeitpunkt t > 0 und in jedem Punkt des R" (z.Bsp. beliebig weit weg von der
Warmequelle) schon positiv. Man sagt dazu, dass die Warmeleitungsgleichung eine undendliche
Ausbreitungsgeschwindigkeit besitzt. Das ist natiirlich unphysikalisch, es zeigt die Grenzen der
vereinfachten Gleichung zur Wirmeleitung.

7.8 Riickwartige Eindeutigkeit

Eine etwas schwierigere Frage betrifft die riickwértige Eindeutigkeit der Warmeleitungsgle-
ichung. Damit ist folgendes gemeint: Wir betrachten den Koérper 2 und geben die Temper-
aturverteilung ¢ am Rand des Korpers vor:

ug(x,t) — Au(z,t) =0 z€Q,0<t<T
u(z,t) =g(x,t) z€0Q0<t<T (7.119)

41



Satz 7.16 (Rickwartige Eindeutigkeit)
Seien wuy, uy zwei glatte Losungen des Problems (7.119) mit der Eigenschaft, dass zu einer
gewissen Zeit T' > 0

ur(z,T) = us(z, T) = €. (7.120)
Dann gilt
ur(z,t) = uz(z,t) z€Q0<t<T. (7.121)

In anderen Worten: wenn zwei Temperaturverteilungen zu denselben Randtemperaturen zu
einer gewissen Zeit im Korper iibereinstimmen, dann waren sie schon zu allen fritheren Zeiten
t < T gleich. Das ist eigentlich nicht klar. Nochmal anders formuliert: es ist nicht moéglich, zwei
ansonsten gleiche Korper, die zu einem Zeitpunkt unterschiedliche Temperatur haben, durch
gleiche Vorgabe der Randtemperatur auf die gleiche innere Temperatur zu bekommen.

Man beachte, dass nicht angenommen wird, dass u; = us zum Startzeitpunkt ¢ = 0 gilt,
denn dann wiirde uns die vorherige Eindeutigkeit dieses Resultat schon liefern. Beweis. Wie
vorher definieren wir die Funktion

e(t) = /w2(x,t) dV. 0<t<T. (7.122)
Q

Dann folgt

4.
dt

() =2 / w(z, ) wr (@, £) AV

Q

= 2/w(az,t) Aw(z,t)dV
Q
partiell integrieren bzgl. x: zu jeder Zeit ¢ hat w(z,t) Randwerte null

- —2/(wa(a:,t),vxw(a:,t)) v = —2/||wa(a:,t)||2 av < 0. (7.123)
Q o)
Genauso aber
e'(t) = —4/(Vw(x,t),th (z,t))dV

Q
partiell integrieren

= 4/(Aw(x,t),wt(a:,t)> dv
Q
= 4/(Aw(x,t))2 dv (7.124)

Q
Wegen w = 0 auf 092 gilt widerum
/ [Vul2dV = /(Vw,Vw) v = /(—w) Aw dV
Q

Q Q
/2 1/2

1
Holdersche Ungleichung: /f(:v)g(:v) dv < /f(:v)2 dv /g(az)2 dv
Q Q Q

1/2

[ wna] | 2 av]
< w?(z,t)dV (Aw(z,t))* dV . (7.125)
o] |

Q
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Also folgt

(e'(1)* = 4

/||Vu||2dV
Q

IA
1
S

=

(V)

\ﬁ

=

o,

<
| I
| ——— |

W
o)

—
>

IS

~—~~

B

=

N’

(V]

o,

<
| I

=e(t)e"(t), (7.126)
also
e'(t)e(t) > (e'(t))? 0<t<T. (7.127)

Falls e(t) = 0 fiir 0 < ¢t < T, dann sind wir fertig. Wir wissen: e(7') = 0 und e(t) ist monoton
fallend und positiv. Also gibt es andernfalls ein 0 < ¢, < T mit e(¢) > 0,0 < t < t2 und
e(t2) = 0. Wir schreiben jetzt

ft):=loge(t) 0<t<ts, (7.128)

und erhalten

f'(@t) = - >0, (7.129)

wegen (7.127). Das heisst, das f konvex auf (0,¢2) ist. Daher gilt fiir A € (0,1) und ¢ € [0, t2)
FAD=Ff(A=XN0+X) <1 =X fO)+Af(2). (7.130)
Die Exponentialfunktion erh&lt Ungleichungen, also gilt auch

exp f(At) < exp ((1=A) f(0) + A f(t)) =exp((1—=X) £(0)) exp (A f(£)) =
e(At) < e(0)'Ne(t). (7.131)
Aus der Stetigkeit von e folgt aber weiter
e(At2) <e(0)' Me(t2)*, A€ (0,1). (7.132)
Nach Konstruktion ist e(t2) = 0, also
e(At2) =0, A€ (0,1), (7.133)
womit, iiber variables A folgt, dass e(t) = 0 fiir alle ¢t € (0,¢2) und mithin auch (Stetigkeit

nochmal) e(t) = 0 fiir alle ¢ € [0,T]. Ein Widerspruch zum angenommen Fall.

7.9 Fouriertransformation
Bekanntlich ist die Fouriertransformation fiir glatte Funktionen g € C§°(R™) mit beschranktem

Trager definiert als

g\ = (2m)? / T g(z)dV, EeR?, (7.134)

zER"

so dass g : R — C widerum wenigstens glatt ist. Die Fouriertransformierte von g kann
komplexwertig sein, auch wenn g rellwertig ist.
Die inverse Fouriertransformation ist formal definiert durch

Y(z) = (2m) /2 / etiem) £(6)dV, zeR® (7.135)

¢ERn
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Es ist leicht zu sehen, dass

Sup (€] < (2m) /2 / e 67 Ju(a)| AV < (2m) 7"/ / Ju(@)| AV = (27) 7" ull 1 )
cR"
zER™ zER™

sup o ()] < 20 [ 1 @]V < @n) ™ [ @1V = @0 ullsen
! EER™ EER™

(7.136)

Wir erinnern auch an einige elementare weitere Eigenschaften der Fouriertransformation: Im
folgenden seien der Einfachheit halber u,v € C§°(R"). Dann gilt

L. (Du)MN(€) = (6)*uMN(€) = ila|elr ... 8 uN(€) fiir einen Multiindex & = (ay,...,a,)
mit o] =a; + ... ap.

2. (uxv) () = (2m)"? u(€) v (€), wobei u * v das Faltungsprodukt von  und v ist, d.h.

(uxv)(x) = / u(z —n)v(n)dV. (7.137)

neRrR™

Beweis.

Or)(©) = Cm) " [ D0, g()av
zeR™
partielle Integration, keine Randwerte

= (27r)_”/2 / —0y,, [e_i<’”’£>] g(z)dV

zER™
= (2m) /2 / —i &e @8 g(z) AV
zER™
:—ifk(27r)*"/2 / e*“z’g)g(ac) dv
zeR™
= —i &u(€). (7.138)

Mehrfache partielle Ableitungen, geschrieben in Multiindex-Notation ergeben das allgemeine
Resultat.
Desweiteren

(uxv)N(E) = (2m) /2 / e @8 (% v)(2) AV

zER™
= (2m) /2 / e K@) / u(z —n)v(n)dV,dV,
zER™ nern
= (27)~"/? / e~ Hz:8) / u(mv(z —n)dV,dV,
zER™ nern
= (2m) /2 / / e {8 u(n)v(z —n) dv, dV,
zER™ neR™
= (2m) /2 / / e~ HemE) =i y(n)u(z — 1) AV, dV,
ZER™ nER™

Integrationsreihenfolge vertauschen

= (2m)~"/? / / e~ Hem8) =iy (n)u(z — ) dV, dV,

neER” xeR™
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= (2m) /2 / e~ &y (n) / e~ Hem 8y (1 — ) dV, dV,,

neRr" z€eR™
=n) [ O [ O aveav,
néé; Céé;
=0 [ e uaen @y,
nern"
= (2m)"PoNEu(E) (7.139)

7.10 Anwendung der Fouriertransformation

Wir betrachten das Anfangswertproblem fiir die Warmeleitungsgleichung im Ganzraum. Sie
lautet

ug(z,t) — Au(z,t) =0, zeR*, t>0,
u(z,0)=g(z), zeR". (7.140)

Fouriertransformation der PDE bzgl. der rdumlichen Variablen z; liefert

(ue = Aw)" (§) =0 = u(€,1) —i* Y &uNE1) =0,
i=1

u™(,0) = g"(€), (7.141)
also die ODE fiir v

M) (7.142)

mit der Losung

uNE,t) = et IE” gh (g (7.143)

Somit ist die Losung u gegeben durch inversion

— 2 v
u(z,t) = (@) (@,8) = (1P g (9)) . (7.144)
Da die Fouriertransformation einer Faltung das Produkt der Fouriertrabsformationen ist, wére
gxF
falls
FNE) = e tlEl® (7.146)
Dann ist aber
v 1 )
z,t) = (e” ’ T,t) = ——F eVl e ’
F tllgll G i(@,£) o—tIE]l dVe
™
£ER™
1 .8yt I
BCERC A
EER™
__ 1 " i €5t €5 g¢. 7.147
- (27T)n/2 j=1 € f] ' ( : )
—00

Wir untersuchen fiir a,b € R mit b > 0 gesondert das Integral

[ee]
/ eias—bs” qg. (7.148)

— 00
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Mit

2
Z:\/ES_QL\/EZ" 22:b32—ais—Z—b, dz = Vbds, (7.149)
folgt
o0 2
—a”/4b
ia s—b s> € —22

/e b ds=W/e dz, (7.150)

— 00 1_‘
wobei I' = {z € C: Im(z) = _ﬁg} (Transformationsformel). Wir betrachten einen endlichen

Teil von I', symmetrisch zur komplexen Achse mit Linge 2R und vervollstindigen ihn zu einem
Rechteck welches die reelle Achse einschliesst. Das geschlossene Wegintegral dariiber ist 0,
was aus dem Cauchyschen Integralsatz folgt. Der Beitrag der beiden Seiten wird fiir grofles R
beliebig klein, woraus folgt

2 2 0
e—0 /4b e e—0 /4b 2
W/ezdzzw/exdx (7.151)
r —o0
Wie aber bekannt ist, gilt
o0
/ e dx = /7. (7.152)
Daher gilt insgesamt
S 2
ia s—b s> _ e’ /4 —22 _ —a?/ap (T 1/2
/ e ds = i | € dz=¢e (b) . (7.153)
—o0 r
Einsetzen liefert
o0
1 n iz £ —tE2
F(;U,t):Wszl /6 i€ —t&; dgj
1 2 T\ /2
= —ll|l*/4¢ ( 2
@m)n2© (t)
= G " (7139

Daraus ergibt sich die (schon bekannte) Losungsdarstellung

1 _llz—y)?
) = / = ) av, (7.155)
RTL
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