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1 Einleitung

Eine partielle Di�erentialglei
hung (PDE: partial di�erential equation) ist eine Glei
hung f�ur

eine unbekannte Funktion u von mindestens zwei oder mehr (unabh�angigen) Variablen und f�ur

gewisse partielle Ableitungen dieser Funktion. Im Gegensatz dazu bestimmt eine gew�ohnli
he

Di�erentialglei
hung (ODE: ordinary di�erential equation) eine unbekannte Funktion u, die nur

von einer unabh�angigen Variablen x oder t abh�angt.

So ist

F (x; y; u(x; y); u

x

(x; y); u

y

(x; y)) = F (x; y; u; u

x

; u

y

) = 0 (1.1)

die allgemeinste Form einer PDE erster Ordnung in den zwei unabh�angigen Variablen (x; y) 2

R

2

.

Die Ordnung einer PDE ist der Grad der h�o
hsten auftretenden Ableitung. Entspre
hend ist

F (x; y; u; u

x

; u

y

; u

xx

; u

xy

; u

yy

) = 0 (1.2)

die allgemeinste Form einer PDE zweiter Ordnung in zwei unabh�angigen Variablen. Ist allge-

meiner 
 � R

n

o�en und

F : 
� R � R

n

� R

n

2

� : : :� R

n

k

7! R (1.3)

eine gegebene Funktion, so nennt man den Ausdru
k

F (x; u(x); Du(x); D

2

u(x); : : : ; D

k

u(x)) = 0 ; x = (x

1

; : : : ; x

n

) 2 
 (1.4)

eine PDE k-ter Ordnung f�ur die unbekannte Funktion u : 
 � R

n

7! R. Hierbei bezei
hnet

D

l

u(x); l 2 N die Menge der partiellen Ableitungen der Ordnung l.

Das L�osen (Integrieren) einer PDE besteht darin, da� man alle Funktionen u �ndet, die alle

partiellen Ableitungen besitzen die in der Glei
hung (1.4) auftreten (klassis
he L�osung) und die

der Glei
hung (1.4) gen�ugen und eventuellen gewissen zus�atzli
hen (sogenannten) Randbedin-

gungen auf einer Teilmenge des Randes � � �
 von 
. Ziel ist es, falls m�ogli
h, eine einfa
he,

explizite, ges
hlossene Formel f�ur die L�osung zu �nden, oder, weil dies im allgemeinen ni
ht

m�ogli
h ist, Eigens
haften der L�osungen zu bes
hreiben, ohne die L�osung explizit zu kennen.

Nat�urli
h mu� man zuerst kl�aren, ob es �uberhaupt L�osungen der PDE gibt, das ist die soge-

nannte Existenzfrage.

Beispiele f�ur partielle Di�erentialglei
hungen:

1. u

t

+ 
 u

y

= 0, lineare Transportglei
hung, Konvektionsglei
hung

�
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2. u

t

+ 
 u

x

= f(x; t; u), ni
htlineare Konvektions-Reaktionsglei
hung

3. u

t

+ uu

x

, ni
htlineare Transportglei
hung, Burgers-Glei
hung (Sto�wellen)

4. �u := u

xx

+ u

yy

= 0, Lapla
e-Glei
hung, Potentialglei
hung

5. �u = f(x), Poisson-Glei
hung

6. u

tt

= u

xx

, eindimensionale lineare Wellenglei
hung (s
hwingende Saite)

7. u

tt

= u

xx

� u

3

, eindimensionale ni
htlineare Wellenglei
hung mit R�u
kkopplung

8. u

tt

= �u, allg. Wellenglei
hung im R

n

, im R

2

S
hwingung einer Membran

9. u

t

+ uu

x

+ u

xxx

= 0, Dispersionswelle

10. u

t

= u

xx

, eindimensionale W�armeleitungsglei
hung/Di�usionsglei
hung

11. u

tt

= u

xxxx

= �

4

x

u, s
hwingender Stab

12. u

t

= i u

xx

, eindimensionale S
hr�odinger-Glei
hung

13. (1 + u

2

y

)u

xx

� 2u

x

u

y

u

xy

+ (1 + u

2

x

)u

yy

= 0, Minimal
�a
henglei
hung

14. u

t

+H(Du) = 0; H : R

n

7! R, Hamilton-Ja
obi Glei
hung

15. jDuj

2

= 1, Eikonalglei
hung der geometris
hen Optik

Beispiele f�ur partielle Di�erentialglei
hungssysteme: (die gesu
hte Funktion u selbst

hat mehrere Komponenten, i.A. brau
ht man dann soviele partielle Di�erentialglei
hungen wie

u Komponenten hat, um eine L�osung zu bestimmen:

1. u

x

= v

y

; u

y

= �v

x

Cau
hy-Riemanns
he Di�erentialglei
hungen, zwei Glei
hun-

gen f�ur zwei unbekannte Funktionen u; v : R

2

7! R.

2. ��u+(�+�)rDiv u�u

tt

= f(x; t); x 2 R

3

; u : R

3

�R 7! R

3

, die Lam�e-Glei
hungen,

elastis
hes System, bes
hreibt die elastis
he Vers
hiebung u eines K�orpers unter der Ein-

wirkung von Kr�aften f . Die Parameter �; � sind gegebene Konstanten die das Material

bes
hreiben (Glas, Metall)

3. �u+ k

2

u = 0 station�are S
hwingung im R

n

, Helmholtzs
he S
hwingungsglei
hung

4. u

t

+ru:u + rp � ��u = f; Div u = 0 gesu
hte Funktionen: Ges
hwindigkeitsvektor

u : R

3

� R 7! R

3

und skalarer Dru
k p : R

3

� R 7! R. Insgesamt also vier Glei
hun-

gen f�ur vier unbekannte Funktionen u = (u

1

; u

2

; u

3

); p. Die Navier-Stokes Glei
hun-

gen bes
hreiben Str�omungen z.Bsp. von Luft und Wasser. Wieder ist die sogenannte

Viskosit�at � ein Materialparameter

5. u

t

+ ru:u + rp � ��u = f; Div u = 0, die Euler-Glei
hungen der Gasdynamik

entstehen formal f�ur � = 0 aus den Navier-Stokes Glei
hungen

6. Es sei E;H;D;B : R

3

� R 7! R

3

die elektris
he, magnetis
he Feldst�arke sowie die Ver-

s
hiebungsdi
hte und die magnetis
he Induktion. Die Maxwells
hen Glei
hungen der

Elektrodynamik lauten

rotE +B

t

= 0

rotH �D

t

= j

DivB = 0; DivD = %

B = B(H); D = D(E) j = j(E) ;

mit der Stromdi
hte j : R

3

7! R

3

und der skalaren Ladungsdi
hte % : R

3

� R 7! R. Es

handelt si
h um ein PDE System 1. Ordnung von 17 Glei
hungen f�ur 15 unbekannte

Funktionen E

1

; E

2

; E

3

; H

1

; H

2

; H

3

; B

1

; B

2

; B

3

; D

1

; D

2

; D

3

; j

1

; j

2

; j

3

. Obwohl ans
heinend

zwei Glei
hungen zuviel auftreten, ist das System ni
ht �uberbestimmt.

2



2 Notation

Ein n-Tupel � = (�

1

; : : : ; �

n

) mit �

i

2 N

0

hei�t Multiindex der Ordnung

j�j = �

1

+ : : :+ �

n

: (2.1)

F�ur einen festen Multiindex � setzen wir

D

�

u(x) =

�

j�j

u(x)

�

�

1

x

1

: : : �

�

n

x

n

= �

�

1

x

1

: : : �

�

n

x

n

u(x) : (2.2)

F�ur ein k 2 N

0

setzen wir D

k

u(x) := fD

�

u j j�j = kg, also die Menge aller partiellen Ableitun-

gen von u der Ordnung k. S
hlu�endli
h sei

jD

k

uj

2

=

X

j�j=k

jD

�

uj

2

: (2.3)

Mit diesen De�nitionen ist es nun m�ogli
h, PDEs n�aher zu klassi�zieren.

3 Klassi�kation: formal

Eine PDE hei�t linear, wenn die gesu
hte Funktion u sowie alle ihre partiellen Ableitungen

D

�

u nur linear auftreten. Sie hat dann die allgemeine Form

X

j�j�k

a

�

(x)D

�

u = �a(x) ; (3.1)

wobei a

�

; �a gegebene Funktionen sind.

Falls die PDE ni
ht linear in diesem Sinne ist, bietet es si
h an, die auftretende Ni
htlin-

earit�at no
hmal zu untergliedern.

Eine PDE hei�t semilinear, wenn die h�o
hsten auftretenden partiellen Ableitungen linear

vorkommen. Sie hat also die allgemeine Form

X

j�j=k

a

�

(x)D

�

u = �a(D

k�1

u; : : : ; Du; u; x) : (3.2)

Eine PDE hei�t quasilinear, wenn die h�o
hsten auftretenden partiellen Ableitungen bei "einge-

frorenen" KoeÆzienten no
h linear vorkommen. Sie hat dann die allgemeine Form

X

j�j=k

a

�

(D

k�1

u; : : : ; Du; u; x)D

�

u = �a(D

k�1

u; : : : ; Du; u; x) : (3.3)

Eine PDE hei�t voll ni
htlinear, wenn sie ni
htlinear von den partiellen Ableitungen h�o
hster

Ordnung abh�angt.

4 Linearit�at

In vielen F�allen kann man die gegebene PDE in der Form L:u = 0 s
hreiben, wobei L ein

sogenannter Di�erentialoperator ist. Eine gegebene Funktion v wird dur
h den Operator in

eine neue Funktion L:u �uberf�uhrt:

1. L =

�

�x

) L:u =

�

�x

u = u

x

2. L =

P

n

j=1

�

2

�x

2

i

= �

x

, Lapla
e-Operator

3. L =

�

2

�t

2

�� := �, Box-Operator, Wellenoperator L:u = 0) u

tt

= �u.

Der Operator L hei�t linear, wenn gilt

L:(u+ v) = L:u+ L:v; L:(
 u) = 
 L:u (4.1)
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wobei u; v aus einem geeigneten Funktionenraum sind und 
 eine reelle Zahl ist. Man nennt die

Glei
hung

L:u = 0 (4.2)

linear, wenn L ein linearer Operator ist. Die Glei
hung (4.2) hei�t dann homogene lineare

Glei
hung. F�ur eine gegebene Funktion f 6= 0 hei�t dann

L:u = f (4.3)

inhomogene lineare Glei
hung.

Beispiel. Obwohl 
os(xy

2

)u

x

� y

2

u

y

= tan(x

2

+ y

2

) kompliziert aussieht, handelt es si
h um

eine inhomogene lineare partielle Di�erentialglei
hung erster Ordnung.

Als eine Folgerung aus der Linearit�at ergibt si
h das Superpositionsprinzip: Seien u

1

; : : : ; u

n

L�osungen der linearen Glei
hung L:u = 0 und seien 


1

; : : : ; 


n

Konstanten, dann ist au
h




1

u

1

+ : : : 


n

u

n

=

n

X

j=1




j

u

j

(4.4)

eine L�osung von L:u = 0. Wie im Falle der linearen Algebra gilt: kennt man alle L�osungen

einer homogenen Glei
hung und eine L�osung der inhomogenen Glei
hung, so kennt man s
hon

alle L�osungen der inhomogenen Glei
hung, denn

L:v

1

= g; L:v

2

= g ) L:(v

1

� v

2

) = g � g = 0 (4.5)

Einfa
he Beispiele f�ur PDEs und deren L�osungen:

Bestimme alle Funktionen mit u

xx

= 0. Die Glei
hung liefert, da� u

x

(x; y) = 
onst:. genauer:

u

x

ist konstant auf jeder Geraden parallel zur x-A
hse, d.h. es gilt u

x

(x; y) = f(y). No
hmalige

Integration liefert die L�osungsformel u(x; y) = x f(y) + g(y). Hierbei beoba
hten wir, da� zwei

beliebige Funktionen f; g auftreten, typis
h f�ur die PDE zweiter Ordnung.

Bestimme alle Funktionen mit u

xx

+ u = 0. Betra
hte zuerst die ODE y

(2)

(t) = �y(t). Deren

allgemeine L�osung ist y(t) = a 
os t + b sin t. Wir bekommen also die allgemeine L�osung zur

PDE mit u(x; y) = f(y) 
osx+ g(y) sinx. Wieder beoba
hten wir, da� zwei beliebige Funktio-

nen f; g auftreten, f�ur die gegebene PDE zweiter Ordnung.

Bestimme alle Funktionen mit u

xy

= 0. Wir integrieren zuerst na
h y, betra
hten x als Kon-

stante, was u

x

(x; y) = g(x) liefert. Jetzt integrieren wir na
h x und betra
hten y als Konstante,

woraus u(x; y) = G(x) + F (y) folgt, mit G

0

(x) = g(x) und die Funktion G ist also di�erenzier-

bar. Wieder beoba
hten wir, da� zwei beliebige Funktionen F;G auftreten. Will man u zuerst

na
h y di�erenzieren (der Satz von S
hwarz �uber die Vertaus
hung der Di�erentiationsreihen-

folge muss ni
ht gelten), dann muss F di�erenzierbar gew�ahlt werden.

Genau dann sind u; v L�osungen der Cau
hy-Riemanns
hen Di�erentialglei
hungen u

x

= v

y

; u

y

=

�v

x

, wenn die komplexwertige Funktion w(x+ iy) = u(x; y)+ i v(x; y) holomorph (i.e. komplex

di�erenzierbar) ist. Dann gilt �u = �v = 0. L�osungen der Potentialglei
hung �u = 0 nennt

man harmonis
he Funktionen.

Bestimme alle L�osungen der linearen homogenen Konvektions/Transportglei
hung 1. Ordnung

a u

x

+ b u

y

:= a

�u

�x

+ b

�u

�y

= 0 ; (4.6)

mit reellen, positiven Konstanten a; b > 0. Zuerst f�uhren wir neue Koordinaten ein, d.h.

�(x; y) = bx� ay

�(x; y) = ax+ by : (4.7)

O�ensi
htli
h ist das ein Di�eomorphismus (umkehrbar eindeutig, glatt) des R

2

in si
h (Ja
o-

bimatrix, Ja
obi-Determinante), mit

�(�; �)

�(x; y)

=

�

�

x

(x; y) �

y

(x; y)

�

x

(x; y) �

y

(x; y)

�

=

�

b �a

a b

�

; det

�(�; �)

�(x; y)

= a

2

+ b

2

: (4.8)
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Ausgehend von der gesu
hten L�osungsfunktion u : R

2

7! R de�nieren wir nun eine neue

Funktion v(�; �), indem wir setzen

v(�(x; y); �(x; y)) := u(x; y) : (4.9)

Wir bea
hten, da� der Wert der Funktion v an einem gegebenen geometris
hen

Ort (es ist egal, wie wir den Ort bezei
hnen, ob mit (�; �) 2 R

2

oder mit (x; y) 2 R

2

)

mit dem Wert der Funktion u �ubereinstimmt; trotzdem sind u; v unters
hiedli
he

Funktionen. Die partiellen Ableitungen ergeben si
h mit der Kettenregel so

u

x

(x; y) = �

x

u(x; y) = �

x

[v(�(x; y); �(x; y))℄

= �

�

v(�(x; y); �(x; y)) � �

x

(x; y) + �

�

v(�(x; y); �(x; y)) � �

x

(x; y)

= v

�

(�; �)b+ v

�

(�; �)a

u

y

(x; y) = �

y

u(x; y) = �

y

[v(�(x; y); �(x; y))℄

= �

�

v(�(x; y); �(x; y)) � �

y

(x; y) + �

�

v(�(x; y); �(x; y)) � �

y

(x; y)

= v

�

(�; �)(�a) + v

�

(�; �)b : (4.10)

Bemerkung 4.1

Diese kleine Re
hnung k�onnte f�ur Sie der Anla� sein, die Kettenregel der Di�erentialre
hnung

zu wiederholen.

Wegen a u

x

+ b u

y

= 0 bekommen wir f�ur v die PDE

a [v

�

(�; �)b+ v

�

(�; �)a℄ + b [v

�

(�; �)(�a) + v

�

(�; �)b℄ = (a

2

+ b

2

) v

�

(�; �) = 0 ; (4.11)

Also muss gelten v(�; �) = f(�). Na
h R�u
ksubstitution sieht man, dass die allgemeine L�osung

u(x; y) = v(�(x; y); �(x; y)) = f(�(x; y)) = f(bx � ay) ist, mit einer beliebigen Funktion f ,

typis
h f�ur die PDE 1. Ordnung.

Bestimme alle L�osungen der linearen homogenen Konvektions/Transportglei
hung 1. Ordnung

im R

n

u

t

(x; t) + hb;r

x

u(x; t)i = 0 ; x 2 R

n

; (4.12)

mit gegebenem b 2 R

n

, wobei hv; wi =

P

n

i=1

v

i

w

i

das Skalarprodukt auf R

n

bezei
hne. Aus-

gehend von einer (angenommenen glatten) L�osung u : R

n

� R betra
hten wir die Funktion

z : R 7! R ; z(s) := u(x+ sb; t+ s) (= u((x; t) + s(b; 1))) : (4.13)

Dann gilt z

0

(s) = hru(x+ sb; t+ s); bi + u

t

(x + sb; t + s) � 1 = 0 unter Benutzung der PDE.

Also ist z(s) eine konstante Funktion. F�ur jeden Punkt (x; t) ist u konstant auf der Geraden

dur
h (x; t) mit Ri
htung (b; 1). Falls es auf jeder dieser Geraden einen Punkt gibt, auf dem

wir u kennen, so ist u auf dem gesamten R

n+1

bekannt.

Bestimme alle L�osungen u : R

n

� R 7! R des homogenen Anfangswertproblems (Cau
hy-

Problems)

u

t

(x; t) + hb;r

x

u(x; t)i = 0 ; (x; t) 2 R

n

� (0;1)

u(x; 0) = g(x) ; (4.14)

mit gegebenem b 2 R

n

und einer bekannten Funktion g : R

n

7! R. F�ur (x; t) mit t > 0 ist die

Gerade dur
h (x; t) mir Ri
htung (b; 1) gegeben dur
h

s 7! (x + sb; t+ s) : (4.15)

Diese Gerade s
hneidet die (Hyper-)Ebene � := R

n

�ft = 0g bei s = �t im Punkte (x� tb; 0).

Da u konstant auf dieser Geraden ist und ausserdem gilt, da� u(x� tb; 0) = g(x� tb), so folgt

also die L�osung

u(x; t) = g(x� tb) : (4.16)
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Ein u in dieser Form hei�t au
h travelling wave solution und der Konstante Vektor b ist

die verallgemeinerte Transportges
hwindigkeit, mit der die Ausgangsinformation transportiert

wird. Wenn also die Glei
hung (4.14) eine glatte L�osung besitzt, so ist sie dur
h (4.16) gegeben.

Daher der Name Transportglei
hung: die Werte von g auf dem Rand werden in das Innere des

Gebietes transportiert. Umgekehrt ist f�ur jede Funktion g 2 C

1

die Funktion u aus (4.16) eine

klassis
he L�osung (alle notwendigen partiellen Ableitungen existieren).

Falls g 62 C

1

(R

n

;R), so besitzt (4.14) o�enbar keine C

1

-L�osung (klassis
he L�osung) u.

Trotzdem ist nat�urli
h u aus (4.16) der einzige vern�unftige Kandidat f�ur eine L�osung von

(4.14). F�ur g 62 C

1

oder sogar unstetiges g nennt man

u(x; t) = g(x� tb) : (4.17)

daher eine s
hwa
he L�osung (die partiellen Ableitungen brau
hen ni
ht zu existieren).

Bestimme alle L�osungen u : R

n

�R 7! R des inhomogenen Anfangswertproblems (Cau
hy-

Problems)

u

t

(x; t) + hb;r

x

u(x; t)i = f(x; t) ; (x; t) 2 R

n

� (0;1)

u(x; 0) = g(x) ; (4.18)

mit gegebenem b 2 R

n

und bekannten Funktionen f : R

n+1

7! R; g : R

n

7! R. Wie oben

betra
hten wir f�ur festes (x; t) wieder die Funktion

z(s) := u(x+ sb; t+ s) (= u((x; t) + s(b; 1))) : (4.19)

Jetzt gilt aber

z

0

(s) = f(x+ sb; t+ s) ; (4.20)

also na
h Integration

z(0)� z(�t) =

0

Z

�t

z

0

(s) ds =

0

Z

�t

f(x+ sb; t+ s) ds =

t

Z

0

f(x+ (s� t)b; s) ds ;

z(0) = u(x; t); z(�t) = u(x� tb; t� t) = u(x� tb; 0) = g(x� tb) : (4.21)

Daher erhalten wir f�ur (4.18) die L�osung

u(x; t) = g(x� tb) +

t

Z

0

f(x+ (s� t)b; s) ds : (4.22)

Bestimme alle L�osungen u : R � R 7! R der eindimensionalen Wellenglei
hung (S
hwingung

einer Saite)

u

tt

(x; t) = u

xx

(x; t); (x; t) 2 R

2

u(x; 0) = u

0

(x);

u

t

(x; 0) = u

1

(x) : (4.23)

Wir f�uhren wieder neue Koordinaten ein: diesmal �(x; y) = x+ t; �(x; y) = x� t und de�nieren

die neue Funktion

v(�(x; y); �(x; y)) := u(x; y) : (4.24)

Wie oben folgt lei
ht mit der Kettenregel

u

x

= v

�

� 1 + v

�

� 1 ; u

t

= v

�

� 1� v

�

� 1

u

xx

= v

��

+ 2v

��

+ v

��

u

tt

= v

��

� 2v

��

+ v

��

: (4.25)

Ausnutzen der PDE f�ur u liefert

0 = u

tt

� u

xx

= �4v

��

: (4.26)
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Diese PDE f�ur v haben wir bereits weiter oben gel�ost mit dem Resultat, da�

v = v(�; �) = f(�) + g(�) (4.27)

mit willk�urli
hen Funktionen f; g : R 7! R. Damit ergibt si
h als allgemeine L�osung der

Ausgangsdi�erentialglei
hung

u(x; t) = f(x+ t) + g(x� t) ; (4.28)

wobei wir aber bea
hten, da� f; g zweimal di�erenzierbar sein m�ussen, damit diese L�osung eine

klassis
he L�osung sein kann. Der Anteil g(x � t) de�niert eine na
h re
hts laufende Welle,

f(x+ t) dagegen eine na
h links laufende Welle. In beiden F�allen bleibt die Gestalt der Welle

erhalten.

Damit u die Anfangsbedingungen erf�ullt, muss gelten

u

0

(x) = u(x; 0) = f(x) + g(x) ) u

0

0

(x) = f

0

(x) + g

0

(x)

u

1

(x) = u

t

(x; 0) =

d

dt

u(x; t)

t=0

= [f

0

(x+ t) + g

0

(x� t)(�1)℄

t=0

(4.29)

Daraus ergibt si
h eindeutig

f

0

=

1

2

(u

0

0

+ u

1

) ; g

0

=

1

2

(u

0

0

� u

1

) (4.30)

und mit Integrationskonstanten f

0

; g

0

2 R also

f(x) =

1

2

u

0

(x) +

1

2

x

Z

0

u

1

(s) ds + f

0

g(x) =

1

2

u

0

(x)�

1

2

x

Z

0

u

1

(s) ds + g

0

: (4.31)

Mit f+g = u

0

von oben muss f

0

+g

0

= 0 gelten. Somit k�onnen die Integrationskonstanten (u =

f + g+ f

0

+ g

0

) in der L�osungsformel weggelassen werden. Wir erhalten die d'Alamberts
he

L�osungsformel

u(x; t) =

1

2

(u

0

(x+ t) + u

0

(x� t)) +

x+t

Z

x�t

u

1

(s) ds : (4.32)

Eine Probe zeigt, dass dies f�ur u

0

2 C

2

und u

1

2 C

1

tats�a
hli
h eine L�osung des Anfangswert-

problems liefert.

5 Wohlgestelltheit im Sinne von Hadamard

Eine partielle Di�erentialglei
hung L:u = f , mit Randwerten R(u) = g und gegebenenfalls

Anfangswerten A(u) = u

0

hei�t wohlgestellt im Sinne von Hadamard, falls die folgenden

drei Eigens
haften erf�ullt sind:

1. Die PDE besitzt mindestens eine L�osung u (Existenz) f�ur die Daten f; g; u

0

.

2. Zu gegebenen Daten f; g; u

0

gibt es h�o
hstens eine L�osung (Eindeutigkeit).

3. Die L�osung h�angt stetig von den Daten f; g; u

0

ab, d.h. werden die Daten nur gerinf�ugig

ge�andert, dann �andert si
h au
h die L�osung nur wenig (stetige Abh�angigkeit, Stabilit�at).

Die Erf�ullung dieser Forderungen h�angt nun ents
heidend davon ab, wel
he Klasse von Daten

und wel
he Funktionenr�aume man betra
htet. Vom physikalis
hen Standpunkt aus ist Stabilit�at

eine wi
htige Eigens
haft: Messungen der Daten k�onnen immer nur approximativ sein. Falls

nun die PDE ni
ht stabil ist, k�onnte man zu approximativen Daten v�ollig andere Ergebnisse

bekommen. Vorhersagen w�aren ni
ht m�ogli
h!
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Beispiel: wir betra
hten wieder die lineare Transportglei
hung u

t

+ 
 u

x

= 0 zusammen mit

dem Anfangswert u(x; 0) = u

0

(x). Die Glei
hung hat die eindeutige L�osung

u(x; t) = u

0

(x � 
 t) : (5.1)

Ohne hier pr�aziser zu werden, liefert uns die L�osungsformel au
h die Stabilit�at: kleine

�

Anderun-

gen an u

0

�andern au
h die L�osung u nur wenig.

Jetzt betra
hten wir die Transportglei
hung mit der "Anfangsbedingung"

u(
s; s) = u

0

(s); s 2 R ; (5.2)

auf der sogenannten 
harakteristis
hen Kurve (
 s; s). Man sieht sofort, da� die Glei
hung

u

t

+ 
 u

x

= 0 �uberhaupt nur l�osbar ist, wenn u

0

konstant ist, da u entlang der Charakteristik

(
 s; s) konstant sein muss. Dar�uberhinaus gibt es unter dieser Voraussetzung unendli
h viele

L�osungen, denn entfernt von der Charakteristik kann u jeden Wert annehmen. Wie man sieht,

ist das Problem ni
ht wohlgestellt. Wir werden den Grund f�ur den Unters
hied bzgl. der

Anfangsvorgabe bei der Behandlung der Charakteristikenmethode untersu
hen.

6 Partielle Di�erentialglei
hungen 1. Ordnung

6.1 Homogene lineare PDE's 1. Ordnung

Jede lineare PDE 1. Ordnung kann in der Gestalt

ha(x);ru(x)i + b(x)u(x) + 
(x) = 0 ; x 2 
 � R

n

; a; b : R

n

7! R

n

; 
 : R

n

7! R (6.1)

ges
hrieben werden. Die KoeÆzientenfunktionen a : R

n

7! R

n

, b; 
 : R

n

7! R seien in einem

Gebiet 
 � R

n

stetig und in keinem Punkt des Gebietes glei
hzeitig Null. Wir studieren

zun�a
hst die homogene, "verk�urzte" PDE

ha(x);ru(x)i = 0 : (6.2)

O�enbar besitzt (6.2) die L�osungen u(x

1

; : : : ; x

n

) = 
onst.

De�nition 6.1

Die L�osungen u = 
onst von (6.2) hei�en triviale L�osungen. Jede andere L�osung hei�t ni
ht-

trivial. �

Zun�a
hst betra
hten wir den Fall zweier unabh�angiger Variablen, also

ha(x);ru(x)i = 0 ;

a(x) = (a

1

(x

1

; x

2

); a

2

(x

1

; x

2

))

T

; ru(x) = (�

x

1

u(x

1

; x

2

); �

x

2

u(x

1

; x

2

))

T

;

a

1

(x

1

; x

2

) �

x

1

u(x

1

; x

2

) + a

2

(x

1

; x

2

)�

x

2

u(x

1

; x

2

) = 0 ; (6.3)

der si
h dur
h besondere Ans
hauli
hkeit auszei
hnet.

6.1.1 Das 
harakteristis
he System

In dem Gebiet 
 � R

2

sei uns eine ni
httriviale L�osung u : 
 � R

2

7! R von (6.3) bekannt.

Diese L�osung u k�onnen wir uns geometris
h als (krumme) Fl�a
he �uber 
 in der Ebene vorstellen.

Aus 
 denken wir uns alle station�aren Punkte , i.e. (x

1

; x

2

) 2 
 mit ru(x

1

; x

2

) = 0 entfernt.

Die Glei
hung (6.3) bleibt erhalten, wenn wir sie mit

1

ka(x)k

multiplizieren (na
h Vor. ist

ka(x)k > 0 in 
. Wir k�onnen also au
h annehmen, da� a 2 R

2

Einheitsl�ange hat. Wenn wir

uns die L�osung u als ein Fl�a
henst�u
k (Berg) �uber der Ebene vorstellen (Integral
�a
he), so sagt

die PDE (6.3) ni
hts anderes, als da� a = (a

1

; a

2

) in jedem Punkt senkre
ht auf ru steht. Also

ist a ein Tangenteneinheitsvektor an die H�ohenlinien von u ("Der Gradient ru steht senkre
ht

auf H�ohenlinien").

Eine H�ohenlinie von u besitzt die Darstellung


 : I � R 7! R

2

; u(
(s)) = u(


1

(s); 


2

(s)) = 
onst (6.4)

8



wobei der Parameter s ein Intervall I � R dur
hlaufe. Ausserdem sei 
 so gew�ahlt, da�

k _
(s)k = 1 (das geht immer, falls n�otig na
h Umparametrisieren). F�ur di�erenzierbares 
 gilt

in I

d

ds

u(
(s)) = hru(


1

(s); 


2

(s));

d

ds


(s)i = h

�

�

x

1

u(


1

(s); 


2

(s))

�

x

2

u(


1

(s); 


2

(s))

�

;

�

_


1

(s)

_


2

(s)

�

i = 0 ; (6.5)

weil u(
(s)) = 
onst. f�ur alle s 2 I . Andererseits gilt f�ur eine L�osung u der PDE aber

h

�

�

x

1

u(


1

(s); 


2

(s))

�

x

2

u(


1

(s); 


2

(s))

�

;

�

a

1

(


1

(s); 


2

(s))

a

2

(


1

(s); 


2

(s))

�

i = 0 : (6.6)

F�ur ni
ht-vers
hwindenden Gradienten ru = (�

x

1

u; �

x

2

u) 2 R

2

folgt aus (6.5) und (6.6) im R

2

aber, da�

_
(s) = a(
(s)) : (6.7)

Dieses Glei
hungsystem enth�alt die Funktion u ni
ht mehr, es kann aber trotzdem als der PDE

(6.2) zugeordnet angesehen werden. Es hei�t das sogenannte 
harakteristis
he Dgl. System der

PDE (6.2). Na
h der Theorie der L�osungen von ODE-Systemen besitzt das System (6.7) in

dem Intervall I -zumindest lokal- eine zweiparametrige S
har


 = 
(s;C

1

; C

2

) =

�




1

(s;C

1

; C

2

)




2

(s;C

1

; C

2

)

�

; C

1

; C

2

2 R ; (6.8)

von L�osungskurven, wobei die Konstanten C

1

; C

2

(und damit die L�osungskurven) z.Bsp. dur
h

Anfangswerte

�




1

(0;C

1

; C

2

)




1

(0;C

1

; C

2

)

�

=

�

x

0

y

0

�

2 
 (6.9)

festgelegt sind. Na
h Konstruktion ist klar, da�

u(


1

(s;C

1

; C

2

); 


2

(s;C

1

; C

2

)) = 
onst: (6.10)

ist. Man erwartet nun, da� die S
har der r�aumli
hen Kurven

s 7!

0

�




1

(s;C

1

; C

2

)




2

(s;C

1

; C

2

)

�(s;C

1

; C

2

) = �(0;C

1

; C

2

) = 
onst:

1

A

(6.11)

auf einer Integral
�a
he (x; y; u(x; y)) 2 R

3

liegen, diese Integral
�a
he mithin also "aufspannen".

Da� das stimmt, beweisen wir unten f�ur den allgemeineren Fall des R

n

.

De�nition 6.2

Das der PDE (6.2) zugeordnete System gew�ohnli
her Di�erentialglei
hungen 1. Ordnung

(ODE) f�ur 
 : I � R 7! R

n

d

ds


(s) = a(
(s)) ,

0

B

�




0

1

(s)

.

.

.




0

n

(s)

1

C

A

=

0

B

�

a

1

(


1

(s); : : : ; 


n

(s))

.

.

.

a

n

(


1

(s); : : : ; 


n

(s))

1

C

A

; (6.12)

hei�t 
harakteristis
hes System zu (6.2).

De�nition 6.3

Jede L�osung 
 : I � R 7! R

n

hei�t 
harakteristis
he Grundkurve oder Grund
harakter-

istik von (6.2). Als Charakteristik bezei
hnet man dagegen jede Kurve ~
 : I � R 7! R

n+1

mit

~
(s) =

0

B

B

B

�




1

(s)

.

.

.




n

(s)


onst:

1

C

C

C

A

: (6.13)
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F�ur den Fall zweier unabh�angiger Variablen haben wir gezeigt, da� die H�ohenlinien jeder In-

tegral
�a
he Charakteristiken und deren Projektionen in die (x

1

; x

2

)-Ebene Grund
harakteris-

tiken von (6.3) sind. Umgekehrt kann man beweisen, da� jede Funktion u(x; y) mit stetigen

partiellen Ableitungen 1. Ordnung eine L�osung von (6.3) ist, wenn die H�ohenlinien ihrer Fl�a
he

Charakteristiken sind, d.h. wenn die Funktionenswerte von u entlang jeder Grund
harakteristik

konstant sind. Diese Aussagen sind �ubertragbar auf die allgemeinere PDE (6.2).

Theorem 6.4

Sind die KoeÆzientenfunktionen a

i

(x

1

; : : : ; x

n

); i = 1 : : : n stetig in dem Gebiet 
 � R

n

und

vers
hwinden in keinem Punkt von 
 glei
hzeitig, so ist jede Funktion u = u(x

1

; : : : x

n

) mit

stetigen partiellen Ableitungen 1. Ordnung genau dann eine L�osung von

ha(x);ru(x)i = 0; x 2 R

n

; u : R

n

7! R ; a : R

n

7! R

n

(6.14)

falls u konstant ist entlang jeder Grund
harakteristik.

Beweis. Die Grund
harakteristik erf�ullt

d

ds


(s) = a(
(s)) ; s 2 I ; (6.15)

also gilt

d

ds

u(
(s)) = hru(
(s));

d

ds


(s)i = hru(
(s)); a(
(s))i = 0 (6.16)

und u ist konstant entlang 
. F�ur die R�u
kri
htung: Sei u konstant entlang der Grund
harak-

teristiken, d.h. u ist eine Funktion, so da� gilt

u(
(s)) = u(


1

(s); : : : ; 


n

(s)) = 
onst : (6.17)

Di�erenzieren na
h s liefert

0 =

d

ds

u(
(s)) = hru(
(s));

d

ds


(s)i = hru(
(s)); a(
(s))i = 0 ; (6.18)

weil 
 Grund
harakteristik ist. Dur
h jeden Punkt x = (x

1

; : : : x

n

) 2 R

n

f�uhrt eine Grund-


harakteristik 
 mit 
(0) = (x

1

; : : : x

n

) (na
h Voraussetzung �uber station�are Punkte sogar

genau eine). F�ur diese Grund
harakteristik folgt aber dann, da�

0 =

d

ds

u(
(s)) = hru(
(s));

d

ds


(s)i = hru(
(s)); a(
(s))i = 0 f�ur s = 0) (6.19)

0 = hru(x

1

; : : : x

n

); a(x

1

; : : : x

n

)i = 0 :

Also erf�ullt u die PDE im Punkt (x

1

; : : : x

n

). Weil (x

1

; : : : x

n

) beliebig war, ist u eine L�osung

der PDE. �

Um L�osungen von (6.2) zu �nden, hat man demna
h zuerst die allgemeine L�osung des 
harak-

teristis
hen Systems zu bere
hnen und dann Funktionen u zu su
hen, die einen konstanten

Wert annehmen, wenn man f�ur ihre Variablen die allgemeine Grund
harakteristik einsetzt.

Wir demonstrieren diesen sehr allgemeinen L�osungsweg anhand mehrerer Beipiele.

1. Die PDE xu

x

+ y u

y

= 0 ist zu l�osen f�ur y > 0. Es ist also a(x; y) = (x; y)

T

. Das

zugeordnete 
harakteristis
he System lautet daher




0

(s) =

�




0

1

(s)




0

2

(s)

�

= a(
(s)) = a(


1

(s); 


2

(s)) =

�




1

(s)




2

(s)

�

: (6.20)

Die allgemeine L�osung des Systems mit zwei Konstanten ist




1

(s) = C

1

e

s

; 


2

(s) = C

2

e

s

: (6.21)

Eine Kombination davon, die immer konstant ist (unabh�angig von s 2 I) ist z.Bsp.

�(


1

(s); 


2

(s)) =




1

(s)




2

(s)

=

C

1

C

2

= 
onst: (6.22)
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Also ergibt si
h eine spezielle L�osung u

1

(x; y) =

x

y

. Weitere L�osungen sind u(x; y) =

g(u

1

(x; y)) mit beliebigem di�erenzierbarem g : R 7! R, da nat�urli
h au
h g(u

1

(x; y))

konstant auf den Grund
harakteristiken ist, wenn u

1

das ist.

Es ist au
h m�ogli
h, die direkte L�osung des 
harakteristis
hen Systems ges
hi
kt zu ver-

meiden. Dazu multiplizieren wir die erste Glei
hung des 
harakt. Systems mit 


2

und die

zweite mit 


1

und subtrahieren die beiden Glei
hungen dann. Das liefert




0

1

(s)


2

(s)� 


1

(s)


0

2

(s) = 0 ; (6.23)

f�ur 


2

(s) > 0 aber dann au
h

0 =




0

1

(s)


2

(s)� 


1

(s)


0

2

(s)




2

2

(s)

=

d

ds

�




1

(s)




2

(s)

�

)




1

(s)




2

(s)

= 
onst: ; (6.24)

woraus wieder u

1

(x; y) =

x

y

als spezielle L�osung folgt.

2. Die PDE xu

x

+ y

2

u

y

= 0 ist zu l�osen f�ur x > 0; y > 0. Es ist also a(x; y) = (x; y

2

)

T

. Das

zugeordnete 
harakteristis
he System lautet daher




0

(s) =

�




0

1

(s)




0

2

(s)

�

= a(
(s)) = a(


1

(s); 


2

(s)) =

�




1

(s)




2

2

(s)

�

(6.25)

Also folgt z.Bsp.




0

1

(s)




1

(s)

�




0

2

(s)




2

2

(s)

= 0 )

d

ds

�

log j


1

(s)j+

1




2

(s)

�

= 
onst: (6.26)

Eine spezielle L�osung ist daher u

1

(x; y) = log jxj+

1

y

und die allgemeine L�osung ist

u(x; y) = g(log jxj+

1

y

): (6.27)

3. Die PDE y u

x

� xu

y

= 0 ist zu l�osen f�ur (x; y) 6= (0; 0). Es ist also a(x; y) = (y;�x)

T

.

Das zugeordnete 
harakteristis
he System lautet daher




0

(s) =

�




0

1

(s)




0

2

(s)

�

= a(
(s)) = a(


1

(s); 


2

(s)) =

�




2

(s)

�


1

(s)

�

: (6.28)

Die allgemeine L�osung des Systems mit zwei Konstanten ist




1

(s) = C

1

sin(s+ C

2

) ; 


2

(s) = C

1


os(s+ C

2

) : (6.29)

Die Grund
harakteristiken sind also Kreise um (0; 0) mit Radius C

1

beliebig. Charak-

teristiken sind daher alle Kreise in zur (x; y)-Ebene parallelen Ebenen mit Mittelpunkt

auf der z-A
hse. Na
h Theorem (6.4) ist die Integral
�a
he konstant entlang den Grund-


harakteristiken. Eine Kombination der gefundenen Grund
harakteristiken, die immer

konstant ist (unabh�angig von s 2 I) ist z.Bsp.

�(


1

(s); 


2

(s)) = 


2

1

(s) + 


2

2

(s) = C

2

1

= 
onst: (6.30)

Also ergibt si
h eine spezielle L�osung u

1

(x; y) = x

2

+y

2

. Weitere L�osungen sind u(x; y) =

g(u

1

(x; y)) mit di�erenzierbarem g : R 7! R, also vermuten wir, da� die allgemeine L�osung

gegeben ist dur
h u(x; y) = g(x

2

+ y

2

). Das sind Rotations
�a
hen um die z-A
hse.

S
hneller geht es wieder, wenn wir die erste Glei
hung mit 


1

und die zweite Glei
hung mit




2

multiplizieren und beide Glei
hungen addieren. Das liefert 


0

1

(s) 


1

(s)+


0

2

(s) 


2

(s) = 0,

was equivalent zu

d

ds

�




2

1

(s) + 


2

2

(s)

�

= 0 (6.31)

ist. Also ist 


2

1

(s)+ 


2

2

(s) = 
onst: eine gesu
hte Kombination der Grund
harakterstiken,

die konstant ist.
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4. Die PDE xu

x

+ y u

y

+ (x

2

+ y

2

)u

z

= 0 ist zu l�osen f�ur x > 0. Es ist also a(x; y; z) =

(x; y; x

2

+ y

2

)

T

. Das zugeordnete 
harakteristis
he System lautet daher




0

(s) =

0

�




0

1

(s)




0

2

(s)




0

3

(s)

1

A

= a(
(s)) = a(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s)) =

0

�




1

(s)




2

(s)




2

1

(s) + 


2

2

(s)

1

A

: (6.32)

Das liefert (direkt gel�ost f�ur 


1

; 


2

)

0

�




1

(s)




2

(s)




0

3

(s)

1

A

=

0

�

C

1

e

s

C

2

e

s

C

2

1

e

2s

+ C

2

e

2s

1

A

(6.33)

also 


3

(s) =

C

2

1

+C

2

2

2

e

2s

+ C

3

. Wir su
hen wieder konstante Kombinationen der Grund-


harakteristiken. Es bietet si
h an

	

1

(C

1

; C

2

) =




1

(s)




2

(s)

=

C

1

C

2

= 
onst: ;

	

2

(C

1

; C

2

; C

3

) = 


3

(s)�




2

1

(s) + 


2

2

(s)

2

= C

3

= 
onst: (6.34)

Die Kombination 	

1

f�uhrt auf die spezielle L�osung u

1

(x; y; z) =

x

y

, w�ahrend die Kom-

bination 	

2

auf die spezielle L�osung u

2

(x; y; z) = z �

x

2

+y

2

2

f�uhrt. Aus diesen zwei

speziellen L�osungen ergeben si
h beliebig viele weitere L�osungen, indem man mit einer

di�erenzierbaren Funktion G : R

2

7! R ansetzt

u(x; y; z) = G(u

1

(x; y; z); u

2

(x; y; z)) : (6.35)

In diesem Falle liefert z. Bsp. G(�; �) = � � � die weitere spezielle L�osung u

3

(x; y; z) =

y

x

�

z �

x

2

+y

2

2

�

.

Wie wir im letzten Beispiel gesehen haben, k�onnen wir uns unter Umst�anden eine ganze Reihe

von speziellen L�osungen der PDE (6.2) vers
ha�en und sogar dur
h Kombination derselben

beliebig viele spezielle L�osungen erhalten. Trotzdem stellt si
h die Frage, ob wir ents
heiden

k�onnen, ob wir s
hon alle m�ogli
hen L�osungen so gewinnen k�onnen, oder ob uns no
h spezielle

L�osungen "fehlen", die wir ni
ht aus den anderen, s
hon bekannten L�osungen kombinieren

k�onnen. Dazu studieren wir weiter unten den Begri� der Abh�angigkeit von Funtionen.

F�ur das AuÆnden von L�osungen der homogenen, verk�urzten PDE (6.2) mittels der sogenannten

Charakteristikenmethode haben wir bis jetzt folgende M�ogli
hkeiten kennengelernt:

1. Bere
hnung der allgemeinen L�osung des 
harakteristis
hen Systems, wel
he von n Kon-

stanten C

1

; : : : ; C

n

abh�angt: 
 = 
(s;C

1

; : : : ; C

n

). Also


(s;C

1

; : : : ; C

n

) =

0

B

�




1

(s;C

1

; : : : ; C

n

)

.

.

.




n

(s;C

1

; : : : ; C

n

) :

1

C

A

Diese n-Glei
hungen 


i

= 


i

(s;C

1

; : : : ; C

n

) kann man unter Umst�anden (Satz �uber im-

plizite Funktionen) lokal na
h C

1

; : : : ; C

n

au
�osen (wobei man si
h jetzt die Konstanten

als Variablen denken muss), das hei�t, man kann s
hreiben

C

1

= C

1

(


1

; : : : ; 


n

)

.

.

. =

.

.

.

C

n

= C

n

(


1

; : : : ; 


n

) : (6.36)

Dann betra
htet man in den Ausdr�u
ken f�ur C

i

eine Funktion 	 : R

n

7! R die die explizite

Abh�angigkeit von s eliminiert (implizit �uber die 


i

ist s immer vorhanden) und s
hreibt


onst: = 	(C

1

; : : : ; C

n

)

= 	(C

1

(


1

; : : : ; 


n

); : : : ; C

n

(


1

; : : : ; 


n

)) =: f(


1

; : : : ; 


n

) (6.37)
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mit einer so de�nierten Funktion f : R

n

7! R. Daraus folgt dann die klassis
he L�osung

u(x

1

; : : : ; x

n

) = f(x

1

; : : : ; x

n

) ; (6.38)

falls f di�erenzierbar ist

2. Oder man manipuliert das 
harakteristis
he System so, da� man Ausdr�u
ke der Form

d

ds

f(


1

(s); : : : ; 


n

(s)) = 0 (6.39)

erh�alt, so da� gilt

f(


1

(s); : : : ; 


n

(s)) = 
onst: (6.40)

Ein sol
hes f hei�t dann Vorintegral. Mit Theorem 6.4 ist dann

u(x

1

; : : : ; x

n

) = f(x

1

; : : : ; x

n

) (6.41)

eine L�osung der homogenen PDE (6.2).

Die Beantwortung der Frage na
h der allgemeinen L�osung von (6.2) setzt die Kenntnis des

folgenden Abh�angigkeitsbegrifes f�ur Funktionen voraus, der eine Verallgemeinerung des Begri�s

der linearen Abh�angigkeit darstellt.

De�nition 6.5 (Abh�angigkeit)

Die in einer bes
hr�ankten, abges
hlossenen Menge 
 � R

n

de�nierten Funktionen u

1

; : : : ; u

k

:


 7! R hei�en in 
 voneinander abh�angig, wenn eine Funktion F : R

k

7! R existiert mit

folgenden Eigens
haften:

1. Die partiellen Ableitungen D

1

F; : : : ; D

k

F sind im R

k

stetig.

2. In keinem Teilgebiet des R

k

ist F � 0 (in isolierten Punkten oder entlang Untermannig-

faltigkeiten, die keine o�ene Menge sind, k�onnte das aber sein).

3. F (u

1

(x

1

; : : : ; x

n

); : : : ; u

k

(x

1

; : : : ; x

n

)) � 0 in 
.

Die Funktionen u

1

; : : : ; u

k

: 
 7! R hei�en in einem o�enen Gebiet 
 voneinander abh�angig,

wenn sie in jedem abges
hlossenen Teilberei
h von 
 abh�angig sind. �

Falls nur lineare Funktionen F : R

k

7! R,

F (�

1

; : : : ; �

k

) = �

1

�

1

+ : : : �

k

�

k

(6.42)

zugelassen werden, so f�uhrt diese De�nition zur�u
k auf die lineare Abh�angigkeit.

Falls nur die Frage na
h Abh�angigkeit oder Unabh�angigkeit eine Rolle spielt, aber ni
ht die

Struktur von F , so kann das folgende (linearisierte) Kriterium herangezogen werden. Dabei

bezei
hnen wir mit J

u

die Funktionalmatrix/Ja
obimatrix der u

1

; : : : u

k

, i.e. die Matrix

J

u

(x

1

; : : : x

n

) : R

n

7! R

k

;

J

u

(x

1

; : : : x

n

) =

0

B

�

�

x

1

u

1

(x

1

; : : : ; x

n

) : : : �

x

n

u

1

(x

1

; : : : ; x

n

)

.

.

.

.

.

.

�

x

1

u

k

(x

1

; : : : ; x

n

) : : : �

x

n

u

k

(x

1

; : : : ; x

n

)

1

C

A

: (6.43)

Theorem 6.6 (Kriterium f�ur Abh�angigkeit von Funktionen)

Haben die Funktionen u

1

; : : : ; u

k

: 
 � R

n

7! R in einem Gebiet 
 stetige partielle Ableitungen

1. Ordnung, so sind sie in 


1. f�ur n = k genau dann abh�angig, falls det[J

u

(x

1

; : : : x

n

)℄ � 0 in 
.

2. f�ur n < k stets voneinander abh�angig.

3. f�ur n > k voneinander unabh�angig, falls J

u

in 
 den Rang k besitzt, also in 
 ni
ht alle

k-reihigen Unterdeterminanten der Ja
obimatrix J

u

: R

n

7! R

k

identis
h vers
hwinden.
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Beweis. Wir ma
hen uns wenigstens den 1. Fall (eine Ri
htung) klar um zu verstehen, wel
he

Rolle die Ja
obi-Matrix J

u

spielt. Wir nehmen an, da� es eine ni
htvers
hwindende glatte

Funktion F : R

n

7! R gibt mit

F (u

1

(x); : : : ; u

n

(x)) � 0 in 
 : (6.44)

Au�erdem gelte aber det[J

u

(x)℄ 6= 0 in 
. Wir m�o
hten das zum Widerspru
h f�uhren. Aus

F (u

1

(x); : : : ; u

n

(x)) � 0 (6.45)

gewinnen wir dur
h partielle Di�erentiation die n-Glei
hungen

0 = �

x

1

[F (u

1

(x

1

; : : : ; x

n

); : : : ; u

n

(x

1

; : : : ; x

n

)))℄

.

.

. (6.46)

0 = �

x

n

[F (u

1

(x

1

; : : : ; x

n

)); : : : ; u

n

(x

1

; : : : ; x

n

)))℄ :

Anwendung der Kettenregel liefert

0

B

�

0

.

.

.

0

1

C

A

=

�

D

1

F (u

1

; : : : ; u

n

); : : : ; D

n

F (u

1

; : : : ; u

n

)

�

0

B

�

�

x

1

u

1

(x

1

; : : : ; x

n

) : : : �

x

n

u

1

(x

1

; : : : ; x

n

)

.

.

.

.

.

.

�

x

1

u

k

(x

1

; : : : ; x

n

) : : : �

x

n

u

k

(x

1

; : : : ; x

n

)

1

C

A

:

(6.47)

Na
h transponieren l�a�t si
h das mit rF = (D

1

F; : : : ; D

n

F ) 2 R

n

k�urzer s
hreiben als

J

u

(x

1

; : : : ; x

n

)

T

rF (u

1

(x

1

; : : : ; x

n

)); : : : ; u

n

(x

1

; : : : ; x

n

)) = 0 ; (6.48)

womit wegen det[J

u

℄ 6= 0 folgt, da�

rF (u

1

(x

1

; : : : ; x

n

)); : : : ; u

n

(x

1

; : : : ; x

n

)) = 0 (x

1

; : : : ; x

n

) 2 
 : (6.49)

Wieder wegen det[J

u

℄ 6= 0 folgt, da�, wenigstens lokal um einen ausgezei
hneten Punkt ~x =

(~x

1

; : : : ; ~x

n

) 2 
 die Bilder u(x) eine o�ene Menge bilden (das System u ist di�eomeorph). Also

s
hlie�en wir, da�

rF (�

1

; : : : ; �

n

) = 0 f�ur (�

1

; : : : ; �

n

) 2 U(u(~x)) � R

n

: (6.50)

Weil F glatt vorausgesetzt ist, mu� gelten F = 
onst in der o�enen Menge (dem Teilgebiet des

R

k

; k = n) U . Wegen (6.44) gilt sogar F � 0 f�ur � 2 U(~x). Das ist aber ein Widerspru
h, da

vorausgesetzt war, da� F ni
ht auf irgendeinem Gebiet identis
h vers
hwindet. Somit haben

wir gezeigt: Sind u

1

; : : : ; u

n

abh�angig, so mu� det[J

u

℄ = 0 gelten. Die R�u
kri
htung ist �ubrigens

bedeutend s
hwieriger zu zeigen. �

Betra
hten wir ein Beispiel. Wir zeigen, da� je zwei vers
hiedene L�osungen der PDE a

1

(x; y)u

x

(x; y)+

a

2

(x; y)u

y

(x; y) = 0 in 
 � R

2

voneinander abh�angig sind, falls a

2

1

(x; y))+a

2

2

(x; y) > 0; (x; y) 2


. Dazu seien u; v : R

2

7! R sol
he vers
hiedenen L�osungen, also

a

1

(x; y)u

x

(x; y) + a

2

(x; y)u

y

(x; y) = 0

a

1

(x; y)v

x

(x; y) + a

2

(x; y)v

y

(x; y) = 0 oder in Matrix-Notation

�

u

x

u

y

v

x

v

y

� �

a

1

a

2

�

=

�

0

0

�

: (6.51)

Da (a

1

; a

2

) 6= (0; 0) mu� also

det[

�

u

x

u

y

v

x

v

y

�

℄ = 0 (6.52)

sein womit die Aussage bewiesen ist. Wir sehen: f�ur homogene, verk�urzte PDE's 1. Ordnung

im R

2

gewinnt man mit einer speziellen L�osung alle L�osungen als davon abh�angige L�osungen.

Beispiel: u

1

(x) = sinx und u

2

(x) = 
osx sind auf jedem reellen Intervall abh�angig, da mit

F (�

1

; �

2

) = �

2

1

+ �

2

2

� 1 in der Tat gilt, da� F (u

1

(x); u

2

(x)) � 0, aber F 6= 0.
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Beispiel: u

1

(x; y) = e

x

y und u

2

(x; y) = x+ y sind in der (x; y)-Ebene unabh�angig, denn es

gilt mit

u(x; y) =

�

e

x

y

x+ y

�

; J

u

(x; y) =

�

e

x

y e

x

1 1

�

;

det[J

u

℄(x; y) = e

x

(y � 1) ; (6.53)

so da� det[J

u

℄(x; y) = e

x

(y � 1) zwar auf der Geraden y = 1 null wird, aber in keinem Gebiet

Null ist (die Gerade y = 1 ist keine o�ene Menge, also kein Gebiet).

Beispiel: Die speziellen L�osungen u

1

(x; y; z) =

y

x

und u

2

(x; y; z) = z�

1

2

(x

2

+y

2

) sind f�ur x > 0

unabh�angig, denn mit

u(x; y; z) =

�

y

x

z �

1

2

(x

2

+ y

2

)

�

; J

u

(x; y; z) =

�

�

y

x

2

1

x

0

�x �y 1

�

;

det[

�

�

y

x

2

1

x

�x �y

�

℄ =

y

2

x

2

+ 1 > 0 (6.54)

so da� J

u

den Rang zwei hat.

Theorem 6.7

Je n-L�osungen u

1

; : : : ; u

n

: R

n

7! R der PDE ha(x);ru(x)i = 0 (a : R

n

7! R

n

) in einem Gebiet


 � R

n

sind abh�angig.

Beweis. Da u

1

; : : : ; u

n

: R

n

7! R L�osungen sind gilt o�enbar

ha(x);ru

1

(x)i = 0

.

.

.

ha(x);ru

n

(x)i = 0 : (6.55)

Das l�a�t si
h au
h s
hreiben als

0

B

�

ru

1

���

.

.

.

ru

n

���

1

C

A

0

B

�

a

1

(x)

.

.

.

a

n

(x)

1

C

A

= 0, J

u

(x):a(x) = 0 ; (6.56)

womit klar ist, da� der Vektor a 2 R

n

im Kern von J

u

liegt, somit J

u

ni
ht invertierbar ist,

also det[J

u

℄ = 0. Na
h dem Kriterium aus Theorem 6.6 sind somit u

1

; : : : ; u

n

abh�angig.

De�nition 6.8 (Fundamentalsystem)

Ein System von n � 1 L�osungen u

1

; : : : ; u

n�1

: R

n

7! R der PDE ha(x);ru(x)i = 0 in einem

Gebiet 
 � R

n

hei�t ein Fundamentalsystem oder eine Integralbasis, wenn die zugeh�orige

Ja
obi-Matrix J

u

in jedem Teilgebeiet von 
 den Rang n� 1 hat.

Bemerkung 6.9

Die Funktionen eines Fundamentalsystems sind na
h Theorem 6.6 in 
 unabh�angig. Bilden

u

1

; : : : ; u

n�1

: R

n

7! R in 
 also eine Integralbasis und ist u eine weitere L�osung von

ha(x);ru(x)i = 0, so existiert eine von null vers
hiedene Funktion F : R

n

7! R mit

F (u

1

; : : : ; u

n�1

; u) � 0 in 
 : (6.57)

Mit Hilfe des Satzes �uber implizite Funktionen kann man beweisen, da� in einer hinrei
hend

kleinen Umgebung eines Punktes x

0

2 
, f�ur den gilt

D

n

F (u

1

(x

0

); : : : ; u

n�1

(x

0

); u(x

0

)) 6= 0 (6.58)

si
h die Relation (6.57) lokal eindeutig na
h u(x) au
�osen l�a�t, d.h. es gibt eine Funktion

~

F : R

n�1

7! R so da�

u(x) =

~

F (u

1

(x); : : : ; u

n�1

(x)) (6.59)
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mit

F (u

1

(x); : : : ; u

n�1

(x);

~

F (u

1

(x); : : : ; u

n�1

(x))) � 0 in 
 : (6.60)

Wir bemerken no
h, da� D

n

F � 0 ni
ht gelten kann, da sonst F garni
ht von der n-ten

Variablen abh�angen w�urde, mithin si
h (6.57) als

F (u

1

; : : : ; u

n�1

) � 0 in 
 (6.61)

s
hreiben lie�e, womit die Funktionen u

1

; : : : u

n�1

abh�angig w�aren, also keine Integralbasis sein

k�onnten. Umgekehrt wissen wir s
hon, da� jede Funktion mit einer Darstellung

u(x) =

~

F (u

1

(x); : : : ; u

n�1

(x)) (6.62)

wieder eine L�osung der PDE ha(x);ru(x)i = 0 ist. In diesem Sinne kann man

u(x) =

~

F (u

1

(x); : : : ; u

n�1

(x)) (6.63)

als allgemeine L�osung von ha(x);ru(x)i = 0 ansehen. In ihr tritt ni
ht wie bei einer ODE

eine Konstante auf, sondern sogar eine frei w�ahlbare Funktion

~

F der n�1 Fundamentall�osungen.

F�ur den Fall n = 2 hatten wir oben s
hon gesehen, da� eine spezielle L�osung u

1

: R

2

7! R

s
hon eine Integralbasis bildet, sofern sie ni
ht konstant ist. Jede weitere L�osung ergibt si
h

dur
h u(x; y)) =

~

F (u

1

(x; y)).

6.2 Existenz einer Integralbasis

Es stellt si
h nat�urli
h die Frage, ob es zur PDE ha(x);ru(x)i = 0 immer au
h eine Integralbasis

gibt. ImPrinzip wissen wir ja ni
ht einmal, ob es �uberhaupt (eine) spezielle L�osungen zu

ha(x);ru(x)i = 0 gibt.

Wir hatten das AuÆnden von speziellen L�osungen allerdings zur�u
kgef�uhrt auf die L�osung

des 
harakteristis
hen Systems (6.12). Falls die KoeÆzientenfunktion a : R

n

7! R

n

global

Lips
hitz ist, d.h. es gibt eine Konstante C > 0 so da�

8 �; � 2 
 � R

n

: ka(�)� a(�)k � C k� � �k ; (6.64)

dann hat das 
harakteristis
he System f�ur die Unbekannte 
 : R 7! R

n

,




0

(s) = a(
(s)); 
(0) = 


0

2 R

n

; (6.65)

genau eine L�osung. Mit der Vorgabe eines variablen 


0

2 R

n

�nden wir also eine n-parametrige

S
har von 
harakteristis
hen Grundkurven 
(s; 


0

). Zu jedem 


0

�ndet man also wenigstens

eine spezielle L�osung. Wir wissen, da� si
h jede L�osung der PDE als Fl�a
he denken l�a�t, die

dur
h Charakteristiken aufgespannt wird. Es ist nun m�ogli
h, dur
h ges
hi
kte Wahl von 


0

n� 1-viele spezielle L�osungen zu �nden, die au
h unabh�angig sind.

6.3 Die quasilineare PDE 1. Ordnung in zwei unabh�angigen Variablen

Unter der allgemeinen quasilinearen PDE 1. Ordnung in zwei unabh�angigen Variablen f�ur eine

gesu
hte Funktion u : R

2

7! R verstehen wir eine (ni
htlineare) Glei
hung der Form

a

1

(x; y; u)u

x

+ a

2

(x; y; u)u

y

= a

3

(x; y; u) ; (x; y) 2 
 : (6.66)

Wir k�onnen das ums
hreiben zu

h

0

�

a

1

(x; y; u)

a

2

(x; y; u)

a

3

(x; y; u)

1

A

;

0

�

u

x

u

y

�1

1

A

i

R

3

= 0 : (6.67)

Eine L�osung zu (6.67) (x; y) 7! u(x; y) fassen wir als Integral
�a
he im R

3

auf indem wir die

Fl�a
he s
hreiben als

F : 
 � R

2

7! R

3

; (6.68)

F(x; y) =

0

�

x

y

u(x; y)

1

A

:
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Der Normalenvektor an die Fl�a
he F ergibt si
h aus dem Kreuzprodukt

�

x

F(x; y)� �

y

F(x; y) =

0

�

1

0

u

x

(x; y)

1

A

�

0

�

0

1

u

y

(x; y)

1

A

=

0

�

�u

x

�u

y

1

1

A

: (6.69)

Also ist ein Normaleneinheitsvektor an die Fl�a
he gegeben dur
h

~n

F

(x; y) =

1

q

1 + u

2

x

+ u

2

y

0

�

u

x

u

y

�1

1

A

: (6.70)

Wir sehen jetzt, da� der Vektor a = (a

1

; a

2

; a

3

) immer senkre
ht zur Normalen an die Inte-

gral
�a
he (6.68) ist. Der Vektor a = (a

1

(x; y; u(x; y); a

2

(x; y; u(x; y); a

3

(x; y; u(x; y)) mu� also

also in der Tangentialebene der Integral
�a
he im Punkt (x; y; u(x; y) liegen.

De�nition 6.10 (Charakteristis
hes System f�ur quasilineare PDE)

Wir nennen a = (a

1

(x; y; u(x; y); a

2

(x; y; u(x; y); a

3

(x; y; u(x; y)) 
harakteristis
he Ri
htung zu

(6.67) und de�nieren das zugeh�orige System von gew�ohnli
hen Di�erentialglei
hungen 1. Ord-

nung, das sogenannte 
harakteristis
he System f�ur 
 : R 7! R

3




0

(s) = a(
(s)) = ,

0

�




0

1

(s)




0

2

(s)




0

3

(s)

1

A

=

0

�

a

1

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s))

a

2

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s))

a

3

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s))

1

A

; 
(0) =

0

�

x

0

y

0

z

0

1

A

: (6.71)

�

Pr�ufen Sie na
h, da� diese De�nition mit der De�nition im verk�urzten Fall �ubereinstimmt, falls

man die verk�urzte Gestalt der PDE betra
htet.

Lemma 6.11

Sei u : R

2

7! R L�osung der quasilinearen PDE und sei 
 : R 7! R

3

eine L�osung des zugeh�origen


harakteristis
hen Systems mit 
(0) = (x

0

; y

0

; u(x

0

; y

0

)), d.h. 
(0) liegt auf der Integral
�a
he.

Dann liegt 
(s) immer auf der Integral
�a
he. Zwei L�osungen u

1

; u

2

der PDE, die si
h in einem

Punkt tre�en, d.h. (x

0

; y

0

; u

1

(x

0

; y

0

)) = (x

0

; y

0

; u

2

(x

0

; y

0

)) = P s
hneiden si
h sogar in der

dur
h diesen Punkt P 2 R

3

gehenden Charakteristik.

Beweis. Wir betra
hten

d

ds

u(


1

(s); 


2

(s)) = u

x

(


1

; 


2

)


0

1

+ u

y

(


1

; 


2

)


0

2




1

; 


2

erf�ullen die zugeh�origen 
harkteristis
hen Glei
hungen )

= u

x

(


1

; 


2

)a

1

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s)) + u

y

(


1

; 


2

)a

2

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s))

u erf�ullt die PDE )

= a

3

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s))


harakteristis
he Glei
hung f�ur 


3

einsetzen )

= 


0

3

(s) =

d

ds




3

(s) : (6.72)

Also gilt na
h Integration u(


1

(s); 


2

(s)) = 


3

(s) + K. Wegen 
(0) = (


1

(0); 


2

(0); 


3

(0)) =

(x

0

; y

0

; u(x

0

; y

0

)) folgt u(


1

(0); 


2

(0)) = 


3

(0) also K = 0 und mithin

u(


1

(s); 


2

(s)) = 


3

(s) ; (6.73)

also liegt 
(s) auf der Integral
�a
he. �

Betra
hten wir eine einparametrige S
har von Charakteristiken. Das ist eine Familie von

Kurven 
 = 
(s; 
) die das System (6.71) erf�ullen, wobei s der Kurvenparameter ist (wo be�nde

i
h mi
h auf der Kurve) und 
 angibt, wel
he Kurve ausgew�ahlt wird. Jede sol
he einparametrige

S
har von Charakteristiken erzeugt also Integral
�a
he (die Kurven der S
har �uberde
ken die

L�osungs
�a
he).

Es gilt aber au
h die Umkehrung, d.h. jede Integral
�a
he de�niert eine L�osung des 
harak-

teristis
hen Systems.
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Lemma 6.12

Sei u : R

2

7! R L�osung der quasilinearen PDE und (


1

; 


2

) : R 7! R erf�ulle




0

1

(s) = a

1

(


1

(s); 


2

(s); u(


1

(s); 


2

(s))) ;




0

2

(s) = a

2

(


1

(s); 


2

(s); u(


1

(s); 


2

(s))) : (6.74)

Dann gilt, da�


(s) =

0

�




1

(s)




2

(s)

u(


1

(s); 


2

(s))

1

A

(6.75)

das zugeh�orige 
harakteristis
he System l�ost.

Beweis. Sei (x; y; (u(x; y)) die gegebene Integral
�a
he. Wir betra
hten zuerst die L�osung

(


1

; 


2

) : R 7! R von




0

1

(s) = a

1

(


1

(s); 


2

(s); u(


1

(s); 


2

(s)))




0

2

(s) = a

2

(


1

(s); 


2

(s); u(


1

(s); 


2

(s))) : (6.76)

(Das sind no
h ni
ht die beiden Glei
hungen des 
harakteristis
hen Systems!). Nun setzen wir




3

(s) := u(


1

(s); 


2

(s)). Dann gilt




0

3

(s) = u

x

(


1

; 


2

)


0

1

+ u

y

(


1

; 


2

)


0

2

= u

x

(


1

; 


2

)a

1

(


1

(s); 


2

(s); u(


1

(s); 


2

(s))) + u

y

(


1

; 


2

)a

2

(


1

(s); 


2

(s); u(


1

(s); 


2

(s)))

u erf�ullt die PDE )

= a

3

(


1

(s); 


2

(s); u(


1

(s); 


2

(s)))

De�nition von 


3

)

= a

3

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s)) : (6.77)

Damit ergibt si
h insgesamt




0

1

(s) = a

1

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s))




0

2

(s) = a

2

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s))




0

3

(s) = a

3

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s)) ; (6.78)

und 
 = (


1

; 


2

; 


3

) l�ost tats�a
hli
h das 
harakteristis
he System. �

Da u l�angs einer Charaktersitik ni
ht mehr konstant sein mu� weil u = 


3

(s), sind im Fall n = 2

die Charaketeristiken im allgemeinen keine H�ohenlinien der Integral
�a
he mehr, aber man kann

si
h lei
ht �uberlegen, da� unser L�osungsverfahren auf demselben Prinzip basiert wie bei der

homogenen, linearen verk�urzten PDE 1. Ordnung: eine Funktion u = u(x; y) mit stetigen

partiellen Ableitungen erster ordnung ist genau dann eine L�osung der PDE a

1

(x; y; u)u

x

+

a

2

(x; y; u)u

y

= a

3

(x; y; u), wenn ihre Fl�a
he von Charakteristiken aufgespannt wird, d.h. u ist

L�osung, wenn 


3

(s) = u(


1

(s); 


2

(s)) identis
h erf�ullt ist.

Im allgemeineren Fall f�ur n unabh�angige Variablen k�onnen wir ganz genauso vorgehen. Es

gilt

Theorem 6.13

Sind die KoeÆzientenfunktionen a

i

(x

1

; : : : ; x

n

; �); i = 1 : : : (n + 1) stetig in dem Gebiet 
 �

R � R

n+1

und vers
hwinden in keinem Punkt von 
 glei
hzeitig, so ist jede Funktion u =

u(x

1

; : : : x

n

) mit stetigen partiellen Ableitungen 1. Ordnung genau dann eine L�osung von

ha(x);

�

ru(x)

�1

�

i

R

n+1

= 0; x 2 R

n

; u : R

n

7! R ; a : R

n+1

7! R

n+1

; (6.79)

falls f�ur jede L�osung des zugeh�origen 
harakteristis
hen Systems f�ur 
 : R 7! R

n+1

,

d

ds


(s) = a(
(s)) (6.80)

gilt, da�




n+1

(s) = u(


1

(s); : : : ; 


n

(s)) (6.81)

ist.
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Beweis. Eine Kombination der beiden vorherigen Lemmata sowie die o�ensi
htli
he Erweiterung

auf mehr Variablen. �

6.4 Spezielle L�osung dur
h Anfangskurve

Wir wollen verlangen, da� die L�osung u der quasilinearen PDE 1. Ordnung in zwei unabh�angi-

gen Variablen dur
h die Kurve t 7! #(t) 2 R

3

geht, da� also gilt #

3

(t) = u(#

1

(t); #

2

(t)) ; t 2

I � R.

In diesem Fall kann man zeigen (unter den �ubli
hen Glattheitsannahmen an die KoeÆzienten

der PDE)

1. Ist t 7! (#

1

(t); #

2

(t)) keine Grund
harakteristik, d.h. es gilt

det

�

#

0

1

(t) a

1

(#

1

(t); #

2

(t); #

3

(t))

#

0

1

(t) a

2

(#

1

(t); #

2

(t); #

3

(t))

�

6= 0 t 2 I � R ; (6.82)

dann gibt es genau eine L�osung zu a

1

(x; y; u)u

x

+ a

2

(x; y; u)u

y

= a

3

(x; y; u).

2. Ist t 7! (#

1

(t); #

2

(t); #

3

(t) eine Charakteristik, so gibt es unendli
h viele L�osungen der

PDE a

1

(x; y; u)u

x

+ a

2

(x; y; u)u

y

= a

3

(x; y; u), weil man keine Bedingung transeversal zu

# vors
hreibt (siehe den linearen Fall.

3. Ist t 7! (#

1

(t); #

2

(t); #

3

(t) keine Charakteristik, aber t 7! (#

1

(t); #

2

(t)) ist Grund-


harakteristik, so gibt es keine L�osung dur
h #, denn jede L�osung u der PDE w�urde

�uber die De�nition #

3

(t) := u(#

1

(t); #

2

(t)) eine L�osung des 
harakteristis
hen Systems

erzeugen.

Wir betra
hten den ersten Fall genauer und beweisen:

Theorem 6.14

Die quasilineare PDE 1. Ordnung in zwei unabh�angigen Variablen

a

1

(x; y; u(x; y))u

x

(x; y) + a

2

(x; y; u(x; y))u

y

(x; y) = a

3

(x; y; u(x; y)) (6.83)

mit glatten KoeÆzientenfunktionen a

i

sei gegeben. Die glatte Anfangskurve t 7! #(t) 2 R

3

sei

gegeben. Die Grundanfangskurve t 7! (#

1

(t); #

2

(t)) 2 R

2

sei ni
ht-
harakteristis
h, d.h.

det

�

#

0

1

(t) a

1

(#

1

(t); #

2

(t); #

3

(t))

#

0

2

(t) a

2

(#

1

(t); #

2

(t); #

3

(t))

�

6= 0 t 2 I � R : (6.84)

Dann existiert eine Umgebung der Anfangskurve t 7! #(t) 2 R

3

und in dieser Umgebung genau

eine L�osung u : R

2

7! R zur quasilinearen PDE mit

u(#

1

(t); #

2

(t)) = #

3

(t) Anfangsbedingung : (6.85)

Beweis. Wir konstruieren die L�osung lokal mit Hilfe der Charakteristiken. F�ur ein �xiertes

t 2 I � R betra
hten wir das zugeh�orige 
harakteristis
he Sytem

0

�




0

1

(s)




0

2

(s)




0

3

(s)

1

A

=

0

�

a

1

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s))

a

2

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s))

a

3

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s))

1

A

(6.86)

mit der Anfangsbedingung 
(0) = #(t). Wegen der Glattheit der KoeÆzientenfunktionen a

i

hat dieses Problem lokal eine eindeutige, glatte L�osung (Satz v. Pi
ard-Lindel�of), die au
h glatt

von den Daten abh�angt. F�ur variables t ergibt si
h die einparametrige L�osungss
har


 = 
(s;#(t)) =:

0

�

X(s; t)

Y (s; t)

U(s; t)

1

A

(6.87)

Die Funktionen X;Y; U sind glatt in s und t. Au�erdem, wegen der Anfangsbedingung,

0

�

X(0; t)

Y (0; t)

U(0; t)

1

A

= 
(0;#(t)) = #(t) ; t 2 I � R : (6.88)
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Wir zeigen als erstes, da� die Abbildung (s; t) 7! (X(s; t); Y (s; t)) in einer Umgebung der

Anfangskurve (also in der N�ahe von s = 0 lokal invertierbar ist. Dazu betra
hten wir die

Ja
obi-Determinante

J

(X;Y )

= det

�(X;Y )

�(s; t)

= det

�

X

s

(s; t) X

t

(s; t)

Y

s

(s; t) Y

t

(s; t)

�

= X

s

(s; t)Y

t

(s; t)�X

t

(s; t)Y

s

(s; t) (6.89)

Mit den Beziehungen

X

s

(s; t) =

d

ds

X(s; t) =

d

ds




1

(s;#(t)) = 


0

1

(s;#(t)) = a

1

(


1

(s;#(t)); 


2

(s;#(t)); 


3

(s;#(t)))

X

s

(0; t) = a

1

(#

1

(t); #

2

(t); #

3

(t))

X

t

(0; t) =

d

dt

X(0; t) =

d

dt

#

1

(t) = #

0

1

(t)

Y

t

(0; t) =

d

dt

Y (0; t) =

d

dt

#

2

(t) = #

0

2

(t)

Y

s

(s; t) =

d

ds

Y (s; t) =

d

ds




2

(s;#(t)) = 


0

2

(s;#(t)) = a

2

(


1

(s;#(t)); 


2

(s;#(t)); 


3

(s;#(t)))

Y

s

(0; t) = a

2

(#

1

(t); #

2

(t); #

3

(t)) (6.90)

folgt

J

(X;Y )

j

s=0

= a

1

(#

1

(t); #

2

(t); #

3

(t))#

0

2

(t)� #

0

1

(t) a

2

(#

1

(t); #

2

(t); #

3

(t)) 6= 0 (6.91)

wegen der Bedingung, da� #

1

; #

2

keine Grund
harakteristik sind. Aus der Stetigkeit folgt au
h

J

(X;Y )

6= 0 in einer ganzen Umgebung um s = 0. Also kann man lokal s
hreiben, z. Bsp. f�ur

t 2 I � R und s 2 ("; ") � R

X = X(s; t) ; Y = Y (s; t) , s = s(X;Y ) ; t = t(X;Y ) : (6.92)

Damit k�onnen wir eindeutig eine (glatte) Funktion de�nieren (die Funktionen U; s; t sind ja

glatt)

� : V � R

2

7! R ; �(x; y) = U(s(x; y); t(x; y)) : (6.93)

Wir behaupten, da� diese Funktion � die PDE und die Anfangsbedingung erf�ullt.

Nebenre
hnung: Da X;Y und (s; t) lokal zueinander invers sind, k�onnen wir s
hreiben

s(X(s; t); Y (s; t)) = st(X(s; t); Y (s; t)) = t : (6.94)

Di�erenzieren na
h s und t der beiden Glei
hungen ergibt die Relationen

s

X

(X;Y )X

s

(s; t) + s

Y

(X;Y )Y

s

(s; t) = 1 ;

s

X

(X;Y )X

t

(s; t) + s

Y

(X;Y )Y

t

(s; t) = 0 ;

t

X

(X;Y )X

s

(s; t) + t

Y

(X;Y )Y

s

(s; t) = 0 ;

t

X

(X;Y )X

t

(s; t) + t

Y

(X;Y )Y

t

(s; t) = 1 : (6.95)

Die Funktion � erf�ullt die Anfangsbedingung, d.h. f�ur t 2 I gilt #

3

(t) = �(#

1

(t); #

2

(t)) weil

na
h De�nition #

3

(t) = U(0; t) = �(X(0; t); Y (0; t)) = �(#

1

(t); #

2

(t)) ist. Nun �uberpr�ufen wir

die Di�erentialglei
hung: es mu� gelten

a

1

(X;Y;�(X;Y )) �

X

(X;Y ) + a

2

(X;Y;�(X;Y )) �

Y

(X;Y ) = a

2

(X;Y;�(X;Y )),

a

1

(X(s; t); Y (s; t);�(X(s; t); Y (s; t))) �

X

(X(s; t); Y (s; t))

+ a

2

(X(s; t); Y (s; t);�(X(s; t); Y (s; t))) �

Y

(X(s; t); Y (s; t)) = a

2

(X(s; t); Y (s; t);�(X(s; t); Y (s; t)))

(6.96)

Na
h De�nition gilt

�(X;Y ) = U(s(X;Y ); t(X;Y )))

�

X

(X;Y ) = U

s

(s; t) s

X

(X;Y ) + U

t

(s; t) t

X

(X;Y )

�

Y

(X;Y ) = U

s

(s; t) s

Y

(X;Y ) + U

t

(s; t) t

Y

(X;Y ) : (6.97)
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Einsetzen liefert

a

1

(X(s; t); Y (s; t); U(s; t)) [U

s

(s; t) s

X

(X;Y ) + U

t

(s; t) t

X

(X;Y )℄

+ a

2

(X(s; t); Y (s; t); U(s; t)) [U

s

(s; t) s

Y

(X;Y ) + U

t

(s; t) t

Y

(X;Y )℄

weil a

1

(X(s; t); Y (s; t); U(s; t)) = a

1

(
(s;#(t)) = 


0

1

(s;#) = X

s

(s; t)

= X

s

(s; t) [U

s

(s; t) s

X

(X;Y ) + U

t

(s; t) t

X

(X;Y )℄ + Y

s

(s; t) [U

s

(s; t) s

Y

(X;Y ) + U

t

(s; t) t

Y

(X;Y )℄

= U

s

[X

s

s

X

+ Y

s

s

Y

℄ + U

t

[X

s

t

X

+ Y

s

t

y

℄

benutze die Relationen (6.95)

= U

s

� 1 + U

t

� 0 (6.98)

=

d

ds

U(s; t) =

d

ds

[


3

(s;#(t))℄ = #

0

3

(s;#(t)) = a

3

(
(s;#(t))

= a

3

(X(s; t); Y (s; t); U(s; t)) = a

3

(X;Y;�(X;Y ))

was die Erf�ullung der PDE zeigt.

Die L�osung ist au
h eindeutig. Denn seien � und 	 zwei L�osungen der PDE zur selben An-

fangskurve. Zu jeder Integral
�a
he korrespondieren L�osungen des 
harakteristis
hen Systems,

denn wenn man l�ost

�




0

1

(s)




0

2

(s)

�

=

�

a

1

(


1

(s); 


2

(s);	(


1

(s); 


2

(s))

a

2

(


1

(s); 


2

(s);	(


1

(s); 


2

(s))

�

; (6.99)

dann erf�ullt 


1

(s); 


2

(s); 


3

(s) mit




3

(s) := 	(


1

(s); 


2

(s) (6.100)

das 
harkteristis
he System. F�ur die L�osung zur Anfangskurve # s
hreiben wir also

0

�




1

(s;#(t))




2

(s;#(t))




3

(s;#(t))

1

A

=

0

�

X(s; t)

Y (s; t)

U(s; t)

1

A

: (6.101)

Da die Anfangskurve f�ur 	 mit der von � �ubereinstimmt und die L�osungen des 
harakteristis-


hen Systems eindeutig sind, folgt aber, da�

0

�

X(s; t)

Y (s; t)

U(s; t)

1

A

=

0

�

X(s; t)

Y (s; t)

U(s; t)

1

A

: (6.102)

Also

	(X;Y ) = 	(X(s; t); Y (s; t)) =: U(s; t) = U(s; t) = �(X(s; t); Y (s; t)) = �(X;Y ) : (6.103)

Das ist die Behauptung. �

Bemerkung 6.15

Die eindeutige L�osung existiert i.A. ni
ht global, sondern nur in einer lokalen Umgebung der

Anfangskurve. Selbst wenn die Au
�osung na
h X;Y in allen Punkten lokal geht, brau
ht es

ni
ht global eindeutig umkehrbar zu sein.

6.5 Die allgemeine ni
htlineare PDE 1. Ordnung

Wir studieren nun die L�osungstheorie zur allgemeinen ni
htlinearen PDE 1. Ordnung

F (x

1

; : : : ; x

n

; u(x

1

; : : : ; x

n

);ru(x

1

; : : : ; : : : ; x

n

)) = 0 ; x 2 
 � R

n

u((x

1

; : : : ; : : : ; x

n

) = g(x

1

; : : : ; : : : ; x

n

) auf x 2 � � �
 :

(6.104)

Die bisherige leitende Idee war, die L�osung entlang von Kurven zu bestimmen, die vom Rand

in das Innere laufen (die 
harakteristis
hen Kurven). Wie soll man nun im allgemeinen Fall die

Kurve 
 : R 7! R

n

w�ahlen, damit man u(
(s)) bestimmen kann? Wir de�nieren


(s) 2 R

n

;

z(s) := u(
(s)) 2 R ;

p(s) := ru(
(s)) 2 R

n

:
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Di�erentiation von p na
h s ergibt

p

0

i

(s) =

n

X

j=1

u

x

i

x

j

(
(s)) 


0

j

(s) : (6.105)

Partielle Di�erentiation na
h x

i

der PDE liefert

D

x

i

F (x; u;ru) 1 +D

z

F (x; u;ru)u

x

i

+ =

n

X

j=1

D

p

j

F (x; u;ru)u

x

i

x

j

= 0 ; i = 1 : : : n

)

n

X

j=1

D

p

j

F (x; u;ru)u

x

i

x

j

= �D

x

i

F (x; u;ru) 1�D

z

F (x; u;ru)u

x

i

: (6.106)

Nehmen wir weiter an, da�




0

j

(s) = D

p

j

F (
(s); z(s); p(s)) (6.107)

gilt, dann folgt entlang 
(s) unter Einsetzen von (6.106) in (6.105), da�

p

0

i

(s) =

n

X

j=1

u

x

i

x

j

(
(s))D

p

j

F (
(s); z(s); p(s))

= �D

x

i

F (
(s); u(
(s));ru(
(s))) 1�D

z

F (
(s); u(
(s));ru(
(s)))u

x

i

(
(s))

= �D

x

i

F (
(s); z(s); p(s))�D

z

F (
(s); z(s); p(s)) p

i

(s) : (6.108)

Zu letzt liefert di�erenzieren von z(s) = u(
(s)) die Beziehung

z

0

(s) = hru(
(s)); 


0

(s)i = hp(s); D

p

F (
(s); z(s); p(s))i ; (6.109)

wobei wir die Annahme �uber 


0

benutzt haben.

De�nition 6.16

Das 
harakteristis
he System der allgemeinen PDE 1. Ordnung (6.104) lautet f�ur das 2n+ 1-

Tupel 
; z; p




0

(s) = D

p

F (
(s); z(s); p(s)) 2 R

n

;

z

0

(s) = hD

p

F (
(s); z(s); p(s)); p(s)i

R

n

2 R ;

p

0

(s) = �D

x

F (
(s); z(s); p(s))�D

z

F (
(s); z(s); p(s)) p(s) 2 R

n

: (6.110)

Theorem 6.17

Sei u 2 C

2

(
;R) eine L�osung von (6.104). De�niere z(s) := u(
(s)); p(s) := ru(
(s)) und


 : I � R 7! R

n

l�ose die ersten n-Glei
hungen von (6.110). Dann l�osen p(s); z(s) die weiteren

n+ 1-Glei
hungen von (6.110).

Beweis. Das ist zusammengefasst gerade das Ergebnis der letzten Herleitung. �

Wir spezialisieren unsere

�

Uberlegungen im Folgenden wieder auf den Fall von 2 unabh�angi-

gen Variablen

De�nition 6.18 (Streifen)

Ein 5-Tupel t 7! (#

1

(t); #

2

(t)#

3

(t); p(t); q(t)) hei�t Streifen, falls die Streifenbedingung

#

0

3

(t) = p(t)#

0

1

(t) + q(t)#

0

2

(t) t 2 I � R (6.111)

identis
h erf�ullt ist. Die ersten drei Kompnenten #

1

; #

2

; #

3

stellen die Tr�agerkurve des Streifens

dar.

Motivation: Sei t 7! #(t) 2 R

3

eine Kurve, die ganz auf einer Fl�a
he (x; y; u(x; y)) liegt, d.h. es

gilt

#

3

(t) = u(#

1

(t); #

2

(t)) : (6.112)
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Dann folgt dur
h di�erenzieren na
h t, da�

d

dt

#

3

(t) = #

0

3

(t) = u

x

(#

1

(t); #

2

(t))#

1

0(t) + u

y

(#

1

(t); #

2

(t))#

2

0(t) : (6.113)

also ist (#

1

(t); #

2

(t)#

3

(t); p(t); q(t)) ein Streifen, falls p(t) = u

x

(#

1

(t); #

2

(t)) und q(t) = u

y

(#

1

(t); #

2

(t))

sind. Wir stellen uns vor, da� an der Tr�agerkurve # 2 R

3

kleine Fl�a
henst�u
ke angeheftet sind,

die in jedem Punkt tangential zur Fl�a
he liegen, falls man p = u

x

und q = u

y

w�ahlt.

Trotzdem bezieht si
h die De�nition des Streifens ni
ht auf eine Fl�a
he!

De�nition 6.19 (Integralstreifen)

Ein 5-Tupel t 7! (#

1

(t); #

2

(t)#

3

(t); p(t); q(t)) hei�t Integralstreifen zu F : R

5

7! R, falls es

ein Streifen ist und F = 0 entlang des Streifens gilt. Also falls

0 = F (#

1

(t); #

2

(t)#

3

(t); p(t); q(t)) ;

#

0

3

(t) = p(t)#

0

1

(t) + q(t)#

0

2

(t) t 2 I � R (6.114)

gilt.

De�nition 6.20 (Charakteristis
hes System zu F = 0)

Zur ni
htlinearen PDE 1. Ordnung in zwei Variablen

F (x; y; u; u

x

(x; y); u

y

(x; y)) = 0 ; F (x; y; z; p; q) 2 R ; (6.115)

de�nieren wir f�ur das 5-Tupel s 7! (


1

(s); 


2

(s); 


3

(s); p(s); q(s)) das 
harakteristis
he System




0

1

(s) = F

p

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s); p(s); q(s)) ;




0

2

(s) = F

q

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s); p(s); q(s)) ;




0

3

(s) = p(s)F

p

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s); p(s); q(s)) + q(s)F

q

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s); p(s); q(s)) ; Streifen ;

p

0

(s) = �F

x

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s); p(s); q(s)) � p(s)F

z

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s); p(s); q(s)) ; (6.116)

q

0

(s) = �F

y

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s); p(s); q(s)) � q(s)F

z

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s); p(s); q(s)) :

Wegen 


0

3

(s) = p(s)F

p

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s); p(s); q(s)) + q(s)F

q

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s); p(s); q(s)) =

p(s)


0

1

(t) + q(s)


0

2

(t) bestimmt dieses System einen ausgezei
hneten Streifen, den sogenannten


harakteristis
hen Streifen. (Dieser Streifen sollte transversal zum Anfangsstreifen liegen,

damit unsere L�osungstheorie klappen kann).

Bemerkung 6.21

Im quasilinearen Fall 0 = F (x; y; z; p; q) = a

1

(x; y; z) p+ a

2

(x; y; z) q = a

3

(x; y; z) erhalten wir

aus der obigen Beziehung gerade




0

1

= a

1

(


1

; 


2

; 


3

) ;




0

2

(s) = a

2

(


1

; 


2

; 


3

) ;




0

3

(s) = p(s) a

1

(


1

; 


2

; 


3

) + q a

2

(


1

; 


2

; 


3

) == a

3

(


1

; 


2

; 


3

) + q a

2

(


1

; 


2

; 


3

) ;

p

0

(s) = �F

x

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s); p(s); q(s))� p(s)F

z

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s); p(s); q(s)) ;

q

0

(s) = �F

y

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s); p(s); q(s))� q(s)F

z

(


1

(s); 


2

(s); 


3

(s); p(s); q(s)) ; (6.117)

das hei�t die �ubli
hen 
harakteristis
hen Glei
hungen f�ur 
 und 2 entkoppelte Glei
hungen f�ur

p und q. Hier spielen also p; q nur eine passive Rolle.

Korollar 6.22

Wenn das 5-Tupel s 7! (


1

(s); 


2

(s); 


3

(s); p(s); q(s)) ein 
harakteristis
her Streifen ist, dann

gilt

d

ds

F (


1

(s); 


2

(s); 


3

(s); p(s); q(s)) = 0, also ist F konstant entlang des 
harakteristis
hen

Streifens (aber es gilt ni
ht unbeding F = 0.)

Beweis.

d

ds

F = F

x




0

1

+ F

y




0

2

+ F

z




0

3

+ F

p

p

0

+ F

q

q

0

= F

x

F

p

+ F

y

F

q

+ F

z

(pF

p

+ q F

q

) + F

p

(�F

x

� pF

u

) + F

q

(�F

y

� qF

u

) = 0 : �
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Theorem 6.23

Die ni
htlineare PDE 1. Ordnung in zwei unabh�angigen Variablen

F (x; y; u(x; y); u

x

(x; y); u

y

(x; y)) = 0 (6.118)

sei gegeben. Die Anfangskurve t 7! #(t) 2 R

3

sei gegeben sowie die Funktionen t 7! (p

0

(t); q

0

(t)).

Die glatte Grundanfangskurve t 7! (#

1

(t); #

2

(t)) 2 R

2

sei ni
ht-
harakteristis
h, d.h.

det

�

#

0

1

(t) F

p

(#

1

(t); #

2

(t); #

3

(t); p

0

(t); q

0

(t))

#

0

2

(t) F

q

(#

1

(t); #

2

(t); #

3

(t); p

0

(t); q

0

(t))

�

6= 0 t 2 I � R (6.119)

und die Funktionen t 7! (p

0

(t); q

0

(t)) so bestimmt, da�

0 = F (#

1

(t); #

2

(t); #

3

(t); p

0

(t); q

0

(t)) t 2 I � R ;

#

0

3

(t) = p

0

(t)#

0

1

(t) + q

0

(t)#

0

2

(t) Anfangs-Streifenbedingung : (6.120)

Dann existiert eine Umgebung der Anfangskurve t 7! #(t) 2 R

3

und in dieser Umgebung genau

eine L�osung u : R

2

7! R zu F = 0 mit

u(#

1

(t); #

2

(t)) = #

3

(t) ;

u

x

(#

1

(t); #

2

(t)) = p

0

(t) ;

u

y

(#

1

(t); #

2

(t)) = q

0

(t) Anfangsbedingung : (6.121)

Beweis. Eine direkte Konstruktion, �ahnli
h dem quasilinearen Sonderfall. �

Bemerkung 6.24

Das hei�t ni
ht, da� F = 0 eine eindeutige L�osung besitzt, denn zu der eindeutig gegebe-

nen Anfangskurve # k�onnte es vers
hiedene Anfangs-Integralstreifen geben, d.h. vers
hiedene

Erg�anzungen p

0

; q

0

so da�

0 = F (#

1

(t); #

2

(t); #

3

(t); p

0

(t); q

0

(t)) t 2 I � R

#

0

3

(t) = p

0

(t)#

0

1

(t) + q

0

(t)#

0

2

(t) (6.122)

gilt. Dieses System stellt bei gegebenem # zwei Bedingungen an p

0

; q

0

, wel
he daraus aber

eventuell ni
ht eindeutig bestimmt sind. Sobald aber der Anfangs-Integralstreifen eindeutig

festgelegt ist, gibt es nur eine L�osung.

Das Problem, dur
h eine vorgegebene Kurve t 7! #(t) 2 R

3

eine L�osung zu F = 0 zu

bestimmen, kann nun wie folgt gel�ost werden:

1. Die vorgegebene Kurve wird zu einem Integral-Streifen von F = 0 erg�anzt, indem man

die dazu no
h erforderli
hen Funktionen p

0

(t) und q

0

(t) aus der Integralstreifenbedingung

bere
hnet. Eventuell gibt es dazu mehrere L�osungen, man mu� si
h f�ur eine L�osung

ents
heiden. Man hat also das 5-Tupel (#(t); p

0

(t); q

0

(t)) vorliegen.

2. Man l�ost das 
harakteristis
he System (6.20) f�ur das 5-Tupel (
(s); p(s); q(s)) unter der

Anfangsbedingung (
(0); p(0); q(0)) = (#(t); p

0

(t); q

0

(t)). Weil F = 0 f�ur (#(t); p

0

(t); q

0

(t))

folgt entlang (
(s); p(s); q(s)), da� F = 0 erf�ullt ist, als Konsequenz aus Korollar 6.22.

Somit hat man eine einparametrige S
har von Charakteristiken erhalten, die eine zwei-

parametrige Mannigfaltigkeit darstellen. Wir de�nieren


(s; �(t)) =

0

�

X(s; t)

Y (s; t)

U(s; t)

1

A

(6.123)

und l�osen lokal na
h s und t auf: s = s(X;Y ); t = t(X;Y ).

3. Die L�osung ergibt si
h, wie im quasilinearen Fall, aus

�(x; y) = U(s(x; y); t(x; y)) (6.124)
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Wir bemerken no
h, da� die Funktionen p(s); q(s) nur indirekt die L�osung bein
ussen, indem

sie die Komponenten 
 beein
ussen.

Beispiel: "Burgers-Glei
hung". Zu l�osen

u(x; y)u

x

(x; y) + u

y

(x; y) = 1; u(t; t) =

1

2

t ; 2 [0; 1℄ : (6.125)

In der gewohnten S
hreibweise:

h

0

�

u

1

1

1

A

;

0

�

u

x

u

y

�1

1

A

i = 0; a(�

1

; �

2

; �

3

) =

0

�

�

3

1

1

1

A

: (6.126)

Die Anfangskurve ist

#(t) =

0

�

t

t

1

2

t

1

A

; t 2 [0; 1℄ : (6.127)

Wir �uberpr�ufen zuerst, ob die Anfangsvorgabe ni
ht-
harakteristis
h ist:

det

�

#

0

1

(t) a

1

(#

1

(t); #

2

(t); #

3

(t))

#

0

2

(t) a

2

(#

1

(t); #

2

(t); #

3

(t))

�

= det

�

1 #

3

(t)

1 1

�

= det

�

1

1

2

t

1 1

�

= 1�

1

2

t 6= 0 t 2 [0; 1℄

(6.128)

Das 
harakteristis
he System lautet

0

�




0

1

(s)




0

2

(s)




0

3

(s)

1

A

=

0

�




3

(s)

1

1

1

A

; (6.129)

mit der L�osung

0

�




1

(s)




2

(s)




3

(s)

1

A

=

0

�

1

2

s

2

+ C

2

s+ C

3

s+ C

1

s+ C

2

1

A

: (6.130)

Eine spezielle L�osung, die dur
h die Anfangskurve geht, d.h. 
(0) = #(t) bestimmt die Kon-

stanten C

i

:


(0) =

0

�

C

3

C

1

C

2

1

A

= #(t) =

0

�

t

t

1

2

t

1

A

: (6.131)

Damit de�niert man die einparametrige S
har von Charakteristiken


(s;#(t) =

0

�

1

2

s

2

+

1

2

s t+ t

s+ t

1 +

1

2

t

1

A

=

0

�

X(s; t)

Y (s; t)

U(s; t)

1

A

: (6.132)

Die Relation

�

X

Y

�

=

�

1

2

s

2

+

1

2

s t+ t

s+ t

�

(6.133)

au
�osen na
h (s; t) liefert:

�

s

t

�

=

0

�

X�Y

Y

2

�1

X�

Y

2

2

1�

Y

2

1

A

: (6.134)

Die Au
�osung von s; t in die Darstellung f�ur U(s; t) einsetzen, liefert die L�osung

�(x; y) = U(s(x; y); t(x; y)) = s(x; y) +

1

2

t(x; y) =

2(x� y)� (x�

y

2

2

)

y � 2

: (6.135)

Die L�osung wird f�ur y ! 2 singul�ar. Das entspri
ht dem Wert #

2

(t) = 2; t = 2. F�ur t = 2 ist

die ni
ht-
harakteristiken Bedingung verletzt.
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7 Partielle Di�erentialglei
hungen zweiter Ordnung

7.1 Typeinteilung

Die allgemeine PDE zweiter Ordnung f�ur eine gesu
hte glatte Funktion u : 
 � R

n

7! R stellt

eine Relation der Art

F (x

1

; : : : ; x

n

; u(x

1

; : : : ; x

n

);ru(x

1

; : : : ; x

n

); D

2

u(x

1

; : : : ; x

n

)) = 0 (7.1)

dar, wobei F als stetige Funktion der 2n+1+

1

2

n (n+1) angenommen wird. D

2

u bezei
hne hier

die

1

2

n (n+1)-unabh�angigen Eintr�age in der symmetris
hen Matrix der zweiten Ableitungen von

u. F�ur den Fall von zwei unabh�angigen Ver�anderli
hen bea
hten wir folgende Klassi�zierung:

a

11

(x; y)u

xx

+ a

12

(x; y)u

xy

+ a

21

(x; y)u

yx

+ a

22

(x; y)u

yy

+ hb(x; y);ru(x; y)i+ 
(x; y)u(x; y) + f(x; y) = 0 linear (7.2)

a

11

(x; y)u

xx

+ a

12

(x; y)u

xy

+ a

21

(x; y)u

yx

+ a

22

(x; y)u

yy

+ f(x; y; u(x; y);ru(x; y)) = 0 semilinear (7.3)

a

11

(x; y; u;ru)u

xx

+ a

12

(x; y; u;ru)u

xy

+ a

21

(x; y; u;ru)u

yx

+ a

22

(x; y; u;ru)u

yy

+ f(x; y; u(x; y);ru(x; y)) = 0 quasiilinear (7.4)

F (x; y; u; u

x

; u

y

; u

xx

; u

xy

; u

yy

) = 0 ni
htlinear : (7.5)

Da f�ur u 2 C

2

gilt u

xy

= u

yx

, k�onnen wir die KoeÆzienten a

1

2 und a

21

als glei
h annehmen.

Die quasilineare PDE zweiter Ordnung sind dann so aus:

a

11

(x; y; u;ru)u

xx

+ 2a

12

(x; y; u;ru)u

xy

+ a

22

(x; y; u;ru)u

yy

+ f(x; y; u(x; y);ru(x; y)) = 0 :

(7.6)

Die symmetris
he KoeÆzienten-Matrix

A =

�

a

11

(x; y; u;ru) a

12

(x; y; u;ru)

a

12

(x; y; u;ru) a

22

(x; y; u;ru)

�

(7.7)

kann reell orthonormal diagonalisiert werden (Haupta
hsentransformation), d.h. es gibt eine

orthonormale Matrix Q, so da�

A = Q

T

DiagQ; Diag =

�

�

1

(x; y; u;ru) 0

0 �

2

(x; y; u;ru)

�

: (7.8)

Mit Hilfe dieser Transformation kann die quasilineare PDE punkt- und l�osungsweise (im Mo-

ment no
h formal) klassi�ziert werden. Sie hei�t im Punkt x; y und der L�osung u(x; y)

1. hyperbolis
h, falls kein Eigenwert �

1

; �

2

Null ist und die beiden Eigenwerte vers
hiedenes

Vorzei
hen haben.

2. parabolis
h, falls ein Eigenwert Null ist.

3. elliptis
h, falls beide Eigenwerte e
ht positiv sind.

Bemerkung 7.1

Im linearen und semilinearen Fall kann die Klassi�zierung unabh�angig von der L�osung u

vorgenommen werden, so da� man von einer elliptis
hen/parabolis
hen/hyperbolis
hen PDE

im Gebiet 
 spre
hen kann. Die Potentialglei
hung 0 = �u = u

xx

+ u

yy

ist im ganzen R

2

elliptis
h (Eigenwerte �

1

= �

2

= 1), w�ahrend die sogenannte "Tri
omi-Glei
hung"

y u

xx

+ u

yy

= 0 ) �

1

= y �

2

= 1 (7.9)

f�ur y > 0 elliptis
h, f�ur y < 0 hyperbolis
h ist und f�ur die Linie y = 0 parabolis
h ist. Die

Wellenglei
hung u

xx

� u

yy

= 0 ist hyperbolis
h und die W�armeleitungsglei
hung u

y

� u

xx

= 0

ist parabolis
h. Im Allgemeinen kann man sagen, da� PDE's die den Typ we
hseln k�onnen,

wesentli
h s
hwieriger zu behandeln sind als sol
he, die ihren Typ beibehalten.
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Wenn wir die Eigenwerte der Matrix A ausre
hnen, ergibt si
h die quadratis
he Glei
hung

�

2

� � (a

11

+ a

22

) + (a

11

a

22

� a

2

12

) = 0 ; (7.10)

mit der L�osung

�

1;2

=

1

2

0

B

�

(a

11

+ a

22

)�

s

(a

11

+ a

22

)

2

� 4 (a

11

a

22

� a

2

12

)

| {z }

D

1

C

A

; (7.11)

so da� die quasilineare PDE zweiter Ordnung

1. hyperbolis
h ist, falls D < 0 und a

11

a

22

> 0 oder a

12

6= 0 f�ur a

11

a

22

= 0.

2. parabolis
h ist, falls D = 0 und a

11

> 0 oder a

11

= a

12

= 0, aber a

22

6= 0.

3. elliptis
h ist, falls D > 0 (zwei positive EW's).

7.2 Charakteristis
he Kurven f�ur PDE zweiter Ordnung

Die vorhergehende Klassi�kation war erst einmal rein formal. Es ist ni
ht klar, da� damit au
h

qualitative Eigens
haften der PDE erfasst werden. Um dies nun einzusehen, untersu
hen wir

die lineare PDE

a(x; y)u

xx

+ 2b(x; y)u

xy

+ 
(x; y)u

yy

= f(x; y) ; (x; y) 2 
 : (7.12)

Wir betra
hten nun eine Kurve 
 : I � R 7! 
 � R

2

und geben entlang dieser Kurve die Werte

der L�osung u und ihrer beiden ersten partiellen Ableitungen vor, d.h. wir kennen

u(
(t)) ; u

x

(
(t)) ; u

y

(
(t)) : (7.13)

Wir fragen uns: wie mu� die Kurve 
 aussehen, so da� mit dieser Vorgabe der L�osung u entlang


 die L�osung der PDE in einem Streifen lokal um 
 s
hon eindeutig bestimmt ist? Eine sol
he

Kurve 
 nennen wir ni
ht-
harakteristis
h.

Um diese Frage zu beantworten, di�erenzieren wir entlang 
 na
h t, das ergibt z.Bsp

d

dt

u

x

(
(t)) = u

xx

(
(t)) 


0

1

(t) + u

xy

(
(t)) 


0

2

(t) ;

d

dt

u

y

(
(t)) = u

yx

(
(t)) 


0

1

(t) + u

yy

(
(t)) 


0

2

(t) : (7.14)

Glei
hzeitig gilt aber au
h die PDE entlang der Kurve 
, also k�onnen wir zusammenfassend

s
hreiben

0

�

a(
(t)) 2b(
(t)) 
(
(t))




0

1

(t) 


0

2

(t) 0

0 


0

1

(t) 


0

2

(t)

1

A

�

0

�

u

xx

(
(t))

u

yx

(
(t))

u

yy

(
(t))

1

A

=

0

�

f(
(t))

d

dt

u

x

(
(t))

d

dt

u

y

(
(t)) :

1

A

(7.15)

Falls die h�o
hsten partiellen Ableitungen (hier die zweiten) aus diesem System ni
ht eindeutig

bestimmbar sind (unter der Annahme da� es L�osungen der PDE gibt), mu� die Matrix

B =

0

�

a(
(t)) 2b(
(t)) 
(
(t))




0

1

(t) 


0

2

(t) 0

0 


0

1

(t) 


0

2

(t)

1

A

; detB(
(t)) = det

0

�

a(
(t)) 2b(
(t)) 
(
(t))




0

1

(t) 


0

2

(t) 0

0 


0

1

(t) 


0

2

(t)

1

A

= a(
(t)) (


0

2

(t))

2

� 2b(
(t))


0

1

(t) 


0

2

(t) + 
(
(t)) (


0

1

(t))

2

(7.16)

vers
hwindende Determinante haben. Das ist eine Bedingung an die Kurve 
. Wir nennen

Kurven 
 mit detB(
(t)) = 0 
harakteristis
he Grundkurven. Falls 


0

1

6= 0 l�a�t si
h die

Bedingung s
hreiben als

detB(
(t)) = 0, a(
(t))

�




0

2

(t)




0

1

(t)

�

2

� 2b(
(t))

�




0

2

(t)




0

1

(t)

�

++
(
(t)) = 0 ;

�




0

2

(t)




0

1

(t)

�

1;2

=

1

a(
(t))

0

B

�

b(
(t))�

s

b(
(t))

2

� a(
(t))
(
(t))

| {z }

�D(t)

1

C

A

; (7.17)

f�ur a(
(t)) > 0. Es gibt
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1. zwei 
harakteristis
he Ri
htungen, falls D(t) < 0 und a(t) 
(t) > 0 oder b(t) 6= 0 f�ur

a(t) 
(t) = 0.

2. eine 
harakteristis
he Ri
htung, falls D(t) = 0 und a(t) > 0 oder a(t) = b(t) = 0, aber


(t) 6= 0.

3. keine 
harakteristis
he Ri
htungen, falls D(t) > 0

und wir sehen, da� die Klassi�kation �uber Charakteristiken mit derjenigen �uber Eigenwerte

zusammenf�allt. Es ist die quasilineare PDE zweiter Ordnung

1. hyperbolis
h, falls es zwei 
harakteristis
he Ri
htungen gibt.

2. parabolis
h, falls es eine 
harakteristis
he Ri
htung gibt.

3. elliptis
h, falls es keine 
harakteristis
he Ri
htungen gibt.

7.3 Transformation auf Normalform

Wir betra
hten wieder die Glei
hung

au

xx

+ 2bu

xy

+ 
u

yy

= f : (7.18)

Auf ein anderes Koordinatensystem transformiert (wie gehabt: s
hreibe (u(x; y) = v(�(x; y); �(x; y)))

ergeben si
h die Umre
hnungen

u

x

= v

�

�

x

+ v

�

�

x

u

xx

= v

��

�

2

x

+ 2v

��

�

x

�

x

+ v

��

�

2

x

+ v

�

�

xx

+ v

�

�

xx

u

xy

= v

��

�

x

�

y

+ v

��

(�

x

�

y

+ �

x

�

y

)v

��

�

x

�

y

+ v

�

�

xy

+ v

�

�

xy

(7.19)

u

yy

= v

��

�

2

y

+ 2v

��

�

y

�

y

+ v

��

�

2

y

+ v

�

�

yy

+ v

�

�

yy

;

wobei wir den Satz von S
hwarz benutzt haben. Damit s
hreibt si
h die PDE (7.18) na
h

einsetzen der Terme f�ur die Ableitungen in der Form

�v

��

+ 2�v

��

+ 
v

��

= �

�

(�; �; v;v

�

;v

�

; �

x

; �

y

; �

xx

; �

xy

; �

yy

:; �

x

; �

y

; �

xx

; �

xy

; �

yy

) ; (7.20)

wobei Phi

�

alle bekannten Terme niedrigerer Ableitungsordnung in v beinhaltet sowie die re
hte

Seite f . Die Funktionen �; �; 
 sind

�(�; �) = a �

2

x

+ 2b�

x

�

y

+ 
�

2

y

� = a(x(�; �); y(�; �)) �

x

�

x

+ b(�

x

�

y

+ �

y

�

x

) + 
�

y

�

y


 = a �

2

x

+ 2b�

x

�

y

+ 
�

2

y

; (7.21)

wobei a = a(x(�; �); y(�; �)); b = b(x(�; �); y(�; �)); 
 = 
(x(�; �); y(�; �)) zu lesen ist. Aus

der urspr�ungli
h linearen PDE (7.18) ist somit eine semilineare PDE in den neuen Variablen

�; � geworden. Wir halten fest, da� die Klassi�zierung in lineare/ni
htlineare PDE's ni
ht

koordinatenunabh�angig ist!

Wir klassi�zieren jetzt den transformierten Haupteil. Dazu re
hnen wir

�
 � �

2

= : : : = (a
� b

2

) (�

x

�

y

� �

y

�

x

)

2

= (a
� b

2

) det

2

�

�

x

�

y

�

x

�

y

�

: (7.22)

Falls die Koordinatentransformation zul�assig ist, gilt det

�

�

x

�

y

�

x

�

y

�

6= 0, also stimmt die Klas-

si�kation bzgl. a
� b

2

mit der Klassi�kation bzgl �
 � �

2

�uberein.

Man kann nun versu
hen, die Koordinatentransformation (�; �) so ges
hi
kt zu w�ahlen, da�

die neuen KoeÆzienten (7.21) eine m�ogli
hst einfa
he Form haben, z.Bsp. so da� � = 0 wird.

Dies f�uhrt auf eine ni
htlineare partielle Di�erentiaglei
hungen 1. Ordnung f�ur � = �(x; y):

0 = a(x; y) �

2

x

+ 2b(x; y)�

x

�

y

+ 
(x; y)�

2

y

; (7.23)

die, in Abh�angigkeit von a; b; 
 L�osungen besitzt oder ni
ht. Es gilt f�ur die vers
hiedenen F�alle:
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1. hyperbolis
h: ist die PDE (7.18) im Gebiet 
 � R

2

hyperbolis
h, so gibt es eine Ko-

ordinatentransformation wel
he die PDE in den neuen Koordinaten �uberf�uhrt auf die

Gestalt

0 = v

��

+�

�

(�; �; v;v

�

;v

�

; �

x

; �

y

; �

xx

; �

xy

; �

yy

:; �

x

; �

y

; �

xx

; �

xy

; �

yy

) (7.24)

oder

0 = v

��

� v

��

+�

�

(�; �; v;v

�

;v

�

; �

x

; �

y

; �

xx

; �

xy

; �

yy

:; �

x

; �

y

; �

xx

; �

xy

; �

yy

) : (7.25)

2. elliptis
h: ist die PDE (7.18) im Gebiet 
 � R

2

elliptis
h, so gibt es eine Koordinaten-

transformation wel
he die PDE in den neuen Koordinaten �uberf�uhrt auf die Gestalt

0 = v

��

+ v

��

+�

�

(�; �; v;v

�

;v

�

; �

x

; �

y

; �

xx

; �

xy

; �

yy

:; �

x

; �

y

; �

xx

; �

xy

; �

yy

) : (7.26)

3. parabolis
h: ist die PDE (7.18) im Gebiet 
 � R

2

parabolis
h, so gibt es eine Koordina-

tentransformation wel
he die PDE in den neuen Koordinaten �uberf�uhrt auf die Gestalt

0 = v

��

+�

�

(�; �; v;v

�

;v

�

; �

x

; �

y

; �

xx

; �

xy

; �

yy

:; �

x

; �

y

; �

xx

; �

xy

; �

yy

) : (7.27)

Also k�onnen wir die Prototypen

1. hyperbolis
h: u

yy

= u

xx

+ f(: : :) Wellenglei
hung

2. elliptis
h: u

xx

+ u

yy

= f(: : :) Poissonglei
hung

3. parabolis
h: u

y

� u

xx

= f(: : :) W�armeleitungsglei
hung

unters
heiden.

7.4 Die Poissonglei
hung

Unser Ziel ist es jetzt, die Glei
hung

�u = 0 Lapla
e-Glei
hung

�u = f(x) Poisson-Glei
hung (7.28)

f�ur u : R

n

7! R und f : R

n

7! R auf dem R

n

zu l�osen (d.h. keine Randbedingungen). In den

Anwendungen tritt die Poisson-Glei
hung an prominenter Stelle auf.

7.4.1 Motivation

Betra
hten wir ein Gebiet des R

n

. In diesem Gebiet sei eine Flu�funktion (ein Vektorfeld)

F : R

n

7! R

n

de�niert. Dieser Flu� bes
hreibe das Ri
htungsfeld einer si
h �andernden skalaren

Variable u (Di
hte, 
hemis
he Konzentration, elektris
hes Potential, Temperetur et
.). Betra-


hten wir nun ein beliebiges Testvolumen V � R

n

im Gebiet, dann gilt na
h dem Satz von

Gau�

Z

�V

hF (x); ~ni dS =

Z

V

DivF dV (7.29)

Der Term

R

�V

hF (x); ~ni dS misst, was �uber den Rand von V hinaus und hinein str�omt. Falls

im Gebiet V keine Produktion von 
hem. Konzentration/Ladung, Di
hte, W�arme auftritt, so

str�omt genausoviel hinein wie heraus, also

0 =

Z

�V

hF (x); ~ni dS : (7.30)

In den einfa
hsten F�allen kann man den Flu� F in der Form

F (x) = �aru(x) (7.31)
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annehmen; das bedeutet, da� si
h die "Tr�ager" der Eigens
haft Di
hte/Temperatur et
. von

Regionen mit hoher Di
hte/hoher Temperatur weg bewegen (wollen). (Sti
hwort: der Gradi-

ent steht senkre
ht auf den H�ohenlinien und �ru zeigt in die Ri
htung des (lokal) steilsten

Abstiegs). Setzen wir diese konstitutive (physikalis
he) Annahme ein, so erhalten wir

0 =

Z

�V

hF (x); ~ni dS =

Z

V

Div F dV =

Z

V

Div�ru(x) dV = �

Z

V

�u(x) : (7.32)

Da das Testvolumen beliebig ist (insbesondere belibieg klein), k�onnen wir unter der Annahme,

da� �u glatt ist, lokalisieren, d.h. s
hlie�en, da�

0 =

Z

�V

hF (x); ~ni dS =

Z

V

Div F dV =

Z

V

Div�ru(x) dV = �

Z

V

�u(x)) �u = 0 : (7.33)

F�ur den Fall da�

1. u die Temperatur ist, ist (7.31) das Fouriers
he W�armeleitungsgesetz.

2. u die 
hemis
he Konzentration ist, ist (7.31) das Fi
ks
he Gesetz der Di�usion.

3. u das elektris
he Potential ist, ist (7.31) das Ohms
he Gesetz.

7.4.2 Herleitung der Fundamentall�osung

Bemerkung 7.2

Der Lapla
e-Operator ist invariant unter der Koordinatentransformation x 7! R:x wobei R 2

SO(3;R) eine eigentli
he Drehung ist. Das hei�t, da��u(x) = 0 impliziert da� au
h� [u(R:x)℄ =

0.

Es liegt deshalb Nahe, zuerst L�osungen zu �u = 0 zu su
hen, die invariant unter Drehungen

sind. Sol
herart sind z. Bsp. Funktionen u : R

n

7! R die die radiale Darstellung haben

u(x

1

; : : : ; x

n

) = v(k~xk) = v(r); r = k~xk (7.34)

mit einer eindimensionalen Funktion v : R 7! R, de�niert auf der L�ange des Vektors ~x. F�ur

dieses u gilt

u(R:x) = v(kR:~xk) = v(k~xk) = u(x) : (7.35)

Wir re
hnen

u

x

i

= v

0

(kxk) �

x

i

kxk

;

u

x

i

x

i

= v

00

(kxk) �

x

2

i

kxk

2

+ v

0

(kxk) �

�

1

kxk

�

x

2

i

kxk

3

�

;

u

x

i

= v

0

(r)

x

i

r

u

x

i

x

i

= v

00

(r) �

x

2

i

r

2

+ v

0

(r) �

�

1

r

�

x

2

i

r

3

�

;

�u =

n

X

i=1

u

x

i

x

i

= v

00

(kxk)

P

n

i=1

x

2

i

kxk

2

+ v

0

(r)

n

kxk

� v

0

(r)

P

n

i=1

x

2

i

kxk

3

= v

00

(r) +

n� 1

r

v

0

(r) (7.36)

Also haben wir zu l�osen:

v

00

(r) = �

n� 1

r

v

0

(r)

v

00

(r)

v

0

(r)

= �

n� 1

r

; setze u(s) := v

0

(s)

u

0

(r)

u(r)

= �

n� 1

r

ln ju(s)j = (1� n) ln s+ C

1

) ju(s)j = C

2

s

1�n

v(s) =

s

Z

C

2

s

1�n

ds) v(r) =

(

b ln r + C n = 2

b

r

n�2

+ C n � 3 :

(7.37)
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De�nition 7.3 (Fundamentall�osung)

Die Funktion

�(x) =

(

�

1

2�

ln kxk n = 2

1

n�(n)kxk

n�2

n � 3 :

(7.38)

hei�t die Fundamentall�osung zu �u = 0, wobei �(n) das Volumen der Einheitskugel im R

n

ist,

�(n) =

Z

kxk=1

1 dV : (7.39)

Es gelten die einfa
hen Abs
h�atzungen

kD�(x)k �

C

kxk

n�1

; kD

2

�(x)k �

C

kxk

n

; x 6= 0 ; (7.40)

f�ur beide F�alle n = 2 und n � 3 (na
hre
hnen!) mit einer positiven Konstante C > 0.

Na
h Konstruktion ist x 7! �(x) harmonis
h f�ur x 6= 0. Genauso ist x 7! �(x � y)

harmonis
h solange x 6= y f�ur ein festes y 2 R

n

. Desweiteren ist x 7! �(x� y) f(y) harmonis
h

f�ur x 6= y. Genauso ist die Summe von endli
h vielen sol
her Ausdr�u
ke wieder harmonis
h, i.e.

�

n

X

i=1

�(x� y

i

) f(y

i

) = 0 y

i

6= x : (7.41)

Man k�onnte nun versu
ht sein, von der endli
hen Summe auf ein Faltungsintegral �uberzugehen:

u(x) =

Z

y2R

n

�(x � y) f(y) dV = 0 ; (7.42)

und zu meinen, da� u harmonis
h ist. Das ist aber ni
ht der Fall, weil � ja f�ur x = y ni
ht

integrierbar ist.

Sei im folgenden f 2 C

2




(R

n

), d.h. f ist zweifa
h stetig di�erenzierbar und vers
hwindet

au�erhalb einer begrenzten Teilmenge. Dann gilt

Satz 7.4

Sei u(x) =

R

y2R

n

�(x� y) f(y) dV. Dann ist u 2 C

2

(R

n

) und u l�ost die Glei
hung

��u(x) = f(x); x 2 R

n

: (7.43)

Beweis. Es ist

u(x) =

Z

y2R

n

�(x� y)f(y)dy =

Z

�2R

n

�(�)f(x � �)d� =

Z

y2R

n

�(y)f(x� y)dy ; (7.44)

wobei man die Substitution � = x� y verwendet und nutzt das j det J

�

j = 1 ist. Wir s
hreiben

u(x+ he

i

)� u(x)

h

=

Z

y2R

n

�(y)

�

f(x+ he

i

� y)� f(x� y)

h

�

dy : (7.45)

Dann geht die e
kige Klammer f�ur h! 0 gegen f

x

i

(x� y), glei
hm�a�ig. Daher gilt

u

x

i

(x) =

Z

y2R

n

�(y)f

x

i

(x� y)dy : (7.46)

Genauso verfahren wir mit den zweiten partiellen Ableitungen von u, also ist u 2 C

2

.

Da � in der N�ahe der 0 unbes
hr�ankt ist, m�ussen wir in den folgenden Re
hnungen die

Singularit�at isolieren, indem wir einen Ball mit Radius " > 0 gesondert betra
hten:

�

x

u(x) = �

x

Z

y2R

n

�(x� y) f(y) dV = �

x

Z

y2R

n

�(y) f(x� y) dV

=

Z

B(0;")

�(y)�

x

f(x� y) dV +

Z

R

n

nB(0;")

�(y)�

x

f(x� y) dV = I

"

+ J

"

: (7.47)
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F�ur I

"

ergibt si
h die Abs
h�atzung

jI

"

j � CkD

2

fk

1

Z

B(0;")

j�(y)j dV ; (7.48)

und

Z

B(0;")

j�(y)j dV ; (7.49)

kann mithilfe expliziter Re
hnung und Transformation auf Polarkoordinaten ausgere
hnet wer-

den. Daher

jI

"

j � CkD

2

fk

1

Z

B(0;")

j�(y)j dV ;�

(

C"

2

j ln "j (n = 2)

C"

2

(n � 3)

(7.50)

und wir notieren s
hon, da� I

"

! f�ur "! 0. F�ur n = 2 s
hreibe "

2

j ln "j =

ln "

1="

2

und wende de

L'Hospital an. Wenden wir uns J

"

zu. Dazu erinnern wir an die Produktregel und den Satz v.

Gau� in der Form

Div(v�) = hv;r�i+�Div v; v : R

n

7! R

n

; � : R

n

7! R ;

Z




Div(v�) dV =

Z




hv;r�i dV +

Z




�Div v dV

Z




Div(v�) dV =

Z

�


h� v; ~ni dS ; (7.51)

wobei ~n der na
h au�en weisende Normalenvektor an den Rand des Gebietes 
 ist. Jetzt l�a�t

si
h s
hreiben

J

"

=

Z

R

n

nB(0;")

�(y)�

x

f(x� y) dV =

Z

R

n

nB(0;")

�(y)�

y

f(x� y) dV

=

Z

R

n

nB(0;")

�(y) Divr

y

f(x� y) dV (7.52)

= �

Z

R

n

nB(0;")

hr

y

�(y);r

y

f(x� y)i dV +

Z

�(R

n

nB(0;"))

�(y)hr

y

f(x� y); ~ni dS

= K

"

+ L

"

:

Wie oben s
hlie�en wir, da�

jL

"

j � CkDfk

1

Z

�B(0;")

j�(y)j dS �

(

C"j ln "j (n = 2)

C" (n � 3)

; (7.53)

und wir notieren s
hon, da� L

"

! f�ur "! 0. F�ur n = 2 s
hreibe "

2

j ln "j =

ln "

1="

2

und wende de

L'Hospital an.

Es bleibt K

"

zu untersu
hen. No
hmalige partielle Integration liefert (Satz v. Gau�)

K

"

= �

Z

R

n

nB(0;")

hr

y

�(y);r

y

f(x� y)i dV

=

Z

R

n

nB(0;")

Divr

y

�(y) f(x� y) dV �

Z

�(R

n

nB(0;"))

f(x� y)hr

y

�(y); ~ni dS

=

Z

R

n

nB(0;")

�

y

�(y) f(x� y) dV�

Z

�(R

n

nB(0;"))

f(x� y)hr

y

�(y); ~ni dS

= �

Z

�(R

n

nB(0;"))

f(x� y)hr

y

�(y); ~ni dS (7.54)
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weil � harmonis
h ist weg von der 0. Es ist r�(y) =

�1

n�(n)

y

kyk

n

f�ur y 6= 0 und der Normalenvek-

tor auf der Kugel mit Radius " ist ~n =

�y

kyk

= �

y

"

. Also gilt hr

y

�(y); ~ni = h

�y

kyk

�1

n�(n)

y

kyk

n

;=i

1

n�(n)"

n�1

auf �(R

n

nB(0; ")). Weil

1

n�(n)"

n�1

das Ma� der Ober
�a
he von �B(0; ") = �(R

n

nB(0; ")) ist,

folgt

K

"

= �

Z

�(R

n

nB(0;"))

f(x� y)hr

y

�(y); ~ni dS

= �

1

n�(n)"

n�1

Z

y2�(R

n

nB(0;"))

f(x� y) dS

= �

1

n�(n)"

n�1

Z

�2�(R

n

nB(x;"))

f(�) dS(�)! �f(x) as "! 0: (7.55)

In der letzten Zeile haben wir die Verallgemeinerung von

1

2"

R

x+"

x�"

f(s) ds ! f(x) f�ur " ! 0

benutzt. Insgesamt zeigt "! 0 da� ��u = f gilt.

7.5 Mittelwertformeln

Sei u eine harmonis
he Funktion auf einer o�enen Menge 
. Wir leiten jetzt wi
htige Mittelw-

ertformeln her, wel
he Aussagen, da� der Wert u(x) als Mittelwert von u �uber Kugelober
�a
hen

�B(x; r) zentriert in x mit Radius r oder als Mittelwert von u �uber Kugeln B(x; r) zentriert

in x mit Radius r bere
hnet werden kann, falls die Kugeln ganz im Gebiet liegen, in denen u

harmonis
h ist.

Satz 7.5 (Mittelwertformel f�ur die Lapla
e-Glei
hung)

Sei u 2 C

2

(
) harmonis
h, dann gilt f�ur jede Kugel B(x; r) � 


u(x) =

1

n�(n) r

n�1

Z

y2�B(x;r)

u(y)dS =

1

�(n)r

n

Z

y2B(x;r)

u(y) dV (7.56)

wobei n�(n) r

n�1

das Ober
�a
henma� der Kugel mit Radius r ist und �(n)r

n

das Kugelvolu-

men der Kugel mit Radius n ist. (N.B. n�(n) Ober
�a
henma� der Einheitskugel im R

n

, �(n)

Kugelvolumen der Einheitskugel im R

n

.

Beweis. Setze

�(r) =

1

n�(n) r

n�1

Z

y2�B(x;r)

u(y)dS(y) =

1

n�(n) r

n�1

Z

z2�B(0;1)

u(x+ rz) � r

n�1

dS(z)

=

1

n�(n)

Z

z2�B(0;1)

u(x+ rz)dS(z) ; (7.57)

wobei wir die Substitutionsformel bzgl. y = x+rz f�ur Ober
�a
henintegrale dS(y) = r

n�1

dS(z)

benutzt haben. Es folgt

�

0

(r) =

1

n�(n)

Z

z2�B(0;1)

hru(x + rz); zidS(z) =

1

n�(n)r

n�1

Z

z2�B(0;1)

hru(x+ rz); zir

n�1

dS(z)

=

1

n�(n)r

n�1

Z

y2�B(x;r)

hru(y);

y � x

r

ir

n�1

dS(z)

=

1

n�(n)r

n�1

Z

y2�B(x;r)

hru(y);

y � x

r

idS(y)

partielle Integration, Satz von Gau�:

y � x

r

ist Einheitsnormale auf der Kugelober
�a
he

(7.58)

=

1

n�(n)r

n�1

Z

y2�B(x;r)

hru(y); ~nidS(y)
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=

1

n�(n)r

n�1

Z

y2B(x;r)

Div

y

ru(y)dV =

1

n�(n)r

n�1

Z

y2B(x;r)

�

y

u(y)dV = 0 : (7.59)

Daher ist � konstant und wir k�onnen s
hreiben

�(r) = lim

s!0

= lim

s!0

1

n�(n) s

n�1

Z

y2�B(x;s)

u(y)dS(y) = u(x) (7.60)

weil u stetig ist (Mittelung �uber immer kleinere Ober
�a
hen von stetigen Funktionen liefert

den Funktionswert in der Grenze). Damit ist die erste Behauptung gezeigt. F�ur den zweiten

Teil bea
hten wir, da� (Polarkoordinaten und "Zwiebelintegration"/Satz v. Fubini)

Z

y2B(x;r)

u(y) dV =

r

Z

0

2

6

4

Z

y2�B(x;s)

u(y)dS(y)

3

7

5

ds

vorheriges Resultat f�ur u benutzen: Ober
�a
henmittel

=

r

Z

0

n�(n)s

n�1

u(x) ds = n�(n)u(x)

1

n

[s

n

℄

r

0

= �(n)r

n

u(x) (7.61)

womit der Beweis beendet ist.

Satz 7.6 (Umkehrung der Mittelwertformel)

Falls u 2 C

2

(
) f�ur jede Kugel B(x; r) � 
 die Glei
hung

u(x) =

1

n�(n) r

n�1

Z

y2�B(x;r)

u(y)dS(y) (7.62)

erf�ullt, dann ist u harmonis
h.

Beweis. Wir nehmen an, es gelte �u 6= 0 igendwo in 
. Dann gibt es eine ganze Kugel

B(x; r) � 
 so da� �u > 0 dort ist, weil u 2 C

2

(
). Die Funktion

�(r) =

1

n�(n) r

n�1

Z

y2�B(x;r)

u(y)dS(y) (7.63)

ist na
h Voraussetzung des Satzes konstant in r, also �

0

(r) = 0. Es gilt aber

�

0

(r) =

1

n�(n)r

n�1

Z

y2B(x;r)

�

y

u(y)dV > 0 (7.64)

ein Widerspru
h.

Es folgen nun weitere wi
htige Eigens
haften harmonis
her Funktionen, die wir aus den

Mittelwerteigens
haften folgern k�onnen.

Satz 7.7 (Starkes Maximumprinzip)

Sei u 2 C

2

(
) \ C(
) harmonis
h in 
.

1.

max




u = max

�


u und min




u = min

�


u

2. Falls 
 zusammenh�angend ist und es einen Punkt x

0

2 
 gibt (
 ist o�en, also x

0

im

Inneren von 
) mit

u(x

0

) = max




u ; (u(x

0

) = min




u) (7.65)

dann ist u konstant in 


Die min-Eigens
haften erh�alt man beim

�

Ubergang zu �u, wel
hes ja au
h harmonis
h ist.
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Beweis. Wir zeigen zuerst (2). Wir nehmen an es g�abe einen Punkt x

0

2 
 mit u(x

0

) =M =

max




u. Die Mittelwertformel sagt dann aus, da� f�ur ein r > 0 (x

0

liegt im Innern)

M = u(x

0

) =

1

�(n)r

n

Z

y2B(x

0

;r)

u(y) dV �M (7.66)

wobei Glei
hheit nur gelten kann, falls u � M in B(x

0

; r). daher mu� u(y) � M f�ur alle

y 2 B(x

0

; r). Wir k�onnen 
 mit (si
h �ubers
hneidenden) Kugeln vom Radius r > 0 �uberde
ken

(
 ist zusammenh�angend). u mu� jetzt von Kugel zu Kugel konstant sein, also ist u konstant

auf 
.

Zu Fall (1) bemerken wir, da� das auf dem Abs
hlu� von 
 stetige u sein Maximum auf

dem Abs
hlu� au
h annimmt. Nun gibt es entweder kein x

0

mit der Eigens
haft aus Fall (2).

Dann gilt Aussage (1). Falls umgekehrt sol
h ein x

0

existiert, dann ist u konstant in 
 und

wegen der Stetigkeit au
h konstant auf 
. Also gilt Aussage (1) dann au
h.

Bemerkung 7.8

Das starke Maximum-Prinzip impliziert im besonderen f�ur zusammenh�angendes Gebiet 
 und

einer L�osung u 2 C

2

(
) \ C(
) von

�u = 0 ; x 2 
 ; u = g ; x 2 �
 (7.67)

mit g � 0, da� u �uberall positiv ist falls g irgendwo positiv ist auf dem Rand �
.

Eine wi
htige Anwendung des Maximumprinzips ist die Eideutigkeit f�ur die Poisson-Glei
hung

zu implizieren.

Satz 7.9 (Eindeutigkeit)

Sei g 2 C(�
), f 2 C(
). Dann gibt es h�o
hstens eine L�osung u 2 C

2

(
) \ C(
) von

��u = f ; x 2 
 ; u = g ; x 2 �
 : (7.68)

Beweis. Falls es zwei L�osungen u

1

; u

2

zu der Glei
hung gibt, dann erf�ullt die Di�erenz die

Glei
hung

��u

1

� u

2

= 0 ; x 2 
 ; u

1

� u

2

= 0 ; x 2 �
 ; (7.69)

auf die Di�erenz k�onnen wir nun max =min-Aussagen anwenden und erhalten u

1

� u

2

= 0.

7.6 Das Diri
hlets
he Prinzip

Nun zeigen wir, da� L�osungen u der Poisson-Glei
hung ��u = f in 
 und u = g auf �
 als

Minimierer eines Funktionals betra
htet werden k�onnen.

Dazu betra
hten wir das Energie-Funktional

I(u) =

Z




kru(x)k

2

� f(x) � u(x) dV (7.70)

auf der Menge der zul�assigen Funktionen

A := fw 2 C

2

(
) : u(x) = g(x)x 2 �
g (7.71)

Satz 7.10 (Diri
hlets
hes Prinzip)

Sei u 2 C

2

(
) eine L�osung von

��u = f; x 2 
 ; u = g ; x 2 �
 ; (7.72)

dann gilt

I(u) = min

w2A

I(w) : (7.73)

Umgekehrt gilt: falls u ein Minimum von I ist, dann l�ost u die Poisson-Glei
hung.
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Beweis. Sei w 2 A und u erf�ulle die Poisson-Glei
hung. Dann gilt

0 =

Z




(��u� f)(u� w) dV : (7.74)

Partielle Integration liefert

0 =

Z




hru;ru� wi � f (u� w) dV (7.75)

wobei keine Randterme auftreten da u� w = g � g = 0 auf �
. Also ergibt si
h

Z




hru;rui � uf dV =

Z




hru;rwi � wf dV

Z




kruk

2

� fu dV =

Z




hru;rwi � wf dV

�

Z




1

2

kruk

2

+

1

2

krwk

2

� wf dV : (7.76)

Hierbei haben wir die Unglei
hung f�ur Vektoren

h�; �i � jh�; �ij � k�k k�k �

1

2

k�k

2

+

1

2

k�k

2

(7.77)

benutzt. Weiter gilt daher

Z




1

2

kruk

2

� fu dV �

Z




1

2

krwk

2

� wf dV ; (7.78)

also

I(u) � I(w) w 2 A : (7.79)

Nun nehmen wir an, wir h�atten einen Minimierer u des Funktionals I . Wir betra
hten irgen-

deine Funktion v 2 C

1

0

(
) und s
hreiben

j(t) = I(u+ t v); t 2 R : (7.80)

Es ist u + t v 2 A da v am Rand vers
hwindet. Die skalare Funktion j : R 7! R nimmt ihr

Minimum f�ur t = 0 an, daher

d

dt

j

t

=0

j(t) = j

0

(0) = 0 ; (7.81)

falls diese Ableitung existiert. Wir re
hnen formal und s
hreiben die Taylorenwi
klung bzgl. t

auf:

j(t) =

Z




1

2

kru+ trvk

2

� (u+ tv)f dV

=

Z




1

2

krk

2

+ thru;rvi+

t

2

2

krvk

2

� (u+ tv)f dV : (7.82)

Daraus

0 = j

0

(t) =

Z




hru;rvi � fv dV =

Z




(��u� f)v dV : (7.83)

Weil v beliebig ist und u 2 C

2

angenommen wurde, mu� die Klammer identis
h vers
hwinden,

also

��u = f : (7.84)
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7.7 Die W�armeleitungsglei
hung

Wir betra
hten die W�armeleitungsglei
hung

u

t

(x; t) = �

x

u(x; t) x 2 
 (7.85)

(7.86)

sowie die inhomogene W�armeleitungsglei
hung

u

t

(x; t) = �

x

u(x; t) + f(x; t) x 2 
 (7.87)

(7.88)

zu geeigneten Anfangs- und Randbedingungen.

7.7.1 Die Fundamentall�osung

Ist u L�osung zu (7.85), dann au
h f�ur � 2 R die Funktion

v(x; t) := u(�x; �

2

t) : (7.89)

Die Gr�o�e

kxk

2

t

ist ebenfalls invariant unter der Skalierung (x; t) 7! (�x; �

2

t), denn

k�xk

2

�

2

t

=

�

2

kxk

2

�

2

t

=

kxk

2

t

; (7.90)

eventuell spielt also die Gr�o�e

kxk

2

t

eine wi
htige Rolle. Wir su
hen im Folgenden L�osungen

von (7.85) in der Form

u(x; t) := w(t) � v

�

kxk

2

t

�

t > 0; x 2 R

n

; (7.91)

wobei v; w skalarwertige Funktionen sind. Re
hnung zeigt:

u

t

(x; t) = w

0

(t) v

�

kxk

2

t

�

� w(t) v

0

v

�

kxk

2

t

�

kxk

2

t

2

;

u

x

i

= w(t) � v

0

v

�

kxk

2

t

�

2x

i

t

;

u

x

i

x

i

= w(t) � v

00

v

�

kxk

2

t

�

4x

2

i

t

2

+ w(t)v

0

v

�

kxk

2

t

�

2

t

; (7.92)

so da�

u

t

��u = w

0

v � wv

0

kxk

2

t

2

� wv

00

4kxk

2

t

2

� wv

0

2n

t

: (7.93)

Also ist u L�osung von (7.85) wenn wir v; w so w�ahlen k�onnen, da� gilt

w

0

v �

w(t)

t

�

v

00

4kxk

2

t

+ v

0

kxk

2

t

+ v

0

2n

�

= 0 : (7.94)

Dazu w�ahlen wir

v(z)e

�

z

4

; (7.95)

d.h. v l�ost die ODE 4v

00

(z) + v

0

(z) = 0. Damit reduziert si
h (7.94) auf

0 = w

0

v �

w(t)

t

v

0

2n = w

0

v �

w(t)

t

n

2

: (7.96)

Eine L�osung dieser Glei
hung ist

w(t) = t

�

n

2

: (7.97)
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Daher s
hlie�en wir, da�

u(x; t) = w(t) � v

�

kxk

2

t

�

=

1

t

n

2

e

�

kxk

2

4t

(7.98)

bzw. allgemeiner

u(x; t) =

a

t

n

2

e

�

kxk

2

4t

+ b ; (7.99)

f�ur beliebige Konstanten a; b L�osungen von (7.85) sind.

De�nition 7.11 (Fundamentall�osung)

Die Funktion

�(x; t) =

(

1

(4�t)

n=2

e

�

kxk

2

4t

x 2 R

n

; t > 0

0 x 2 R

n

; t = 0

(7.100)

hei�t die Fundamentall�osung der W�armeleitungsglei
hung u

t

= �u.

Die Normalisierungskonstante (4�)

�n=2

hat zur Folge das

Lemma 7.12

F�ur jedes t > 0 ist

Z

R

n

�(x; t) dV = 1 : (7.101)

Beweis.

Z

x2R

n

�(x; t) dV =

1

(4�t)

n=2

Z

x2R

n

e

�

kxk

2

4t

dV

Substitution z =

x

2

p

t

(eindimensional

dz

dx

=

1

2

p

t

also dx = 2

p

t dz f�uhrt mehrdimensional auf

=

1

(4�t)

n=2

Z

z2R

n

e

�z

2

(2

p

t)

n

dV(z)

=

1

�

n=2

Z

z2R

n

e

�z

2

dV(z)

=

1

�

n=2

Z

z2R

n

e

�

P

n

i=1

z

2

i

dV(z)

=

1

�

n=2

Z

z2R

n

�

n

i=1

e

�z

2

i

(dz

1

; : : : ; dz

n

)

iterierte Integration

=

1

�

n=2

�

n

i=1

Z

z

i

2R

e

�z

2

i

dz

i

=

1

�

n=2

�

n

i=1

1

Z

z=�1

e

�z

2

dz = 1 : (7.102)

Wir verwenden �, um eine Darstellungsformel f�ur die L�osung des Anfangswertproblems (Cau
hy-

Problem) zu erhalten:

u

t

(x; t) = �

x

u(x; t) x 2 R

n

; t > 0

u(x; 0) = g(x) x 2 R

n

: (7.103)

Da �(x; t) L�osung von (7.85) ist, ist au
h f�ur y 2 R

n

fest die Funktion x 7! �(x� y; t) L�osung,

desweiteren ist dann au
h x 7! �(x � y; t)g(y) sowie f�ur abz�ahlbar viele y

i

2 R

n

wegen der

Linearit�at der W�armeleitungsglei
hung au
h

P

i

�(x � y

i

; t)g(y

i

) eine L�osung und somit sollte

au
h die Faltung

u(x; t) =

Z

R

n

�(x� y; t) g(y)dy =

1

(4�t)

n=2

Z

y2R

n

e

�

kx�yk

2

4t

g(y) dV(y) (7.104)

eine L�osung sein.
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Theorem 7.13 (L�osung des Cau
hy-Problems)

Es sei g 2 C

0

(R

n

) \ L

1

(R

n

) (g ist stetig und bes
hr�ankt) und u sei f�ur x 2 R

n

; t > 0 gegeben

dur
h

u(x; t) =

Z

R

n

�(x� y; t) g(y)dy =

1

(4�t)

n=2

Z

y2R

n

e

�

kx�yk

2

4t

g(y) dV(y) : (7.105)

Dann ist

1. u 2 C

1

(R

n

� (0;1)), d.h. u ist beliebig oft di�erenzierbar.

2. u

t

(x; t) ��u(x; t) = 0 f�ur x 2 R

n

; t > 0.

3. lim

(x;t)!(x

0

;0)

u(x; t) = g(x

0

), die Anfangswerte werden stetig angenommen.

Beweis. Zun�a
hst bemerken wir, da� die Funktion t

�n=2

e

�

normx

2

4t

f�ur x 2 R

n

und t > 0 be-

liebig oft di�erenzierbar ist. Ausserdem sind ihre Ableitungen beliebiger Ordnung glei
hm�assig

bes
hr�ankt auf jeder f�ur t von der Null-wegbes
hr�ankten Menge. Also ist na
h einem Satz aus

der Theorie der Faltungen u beliebig oft di�erenzierbar f�ur t > 0. Desweiteren gilt f�ur x 2 R

n

und t > 0 dass

u

t

(x; t)��u(x; t) =

Z

y2R

n

�

t

(x � y; t)g(y)��

x

�(x� y; t)g(y) dV(y)

=

Z

y2R

n

[�

t

(x� y; t)��

x

�(x� y; t)℄ g(y) dV(y) = 0 ; (7.106)

da die Di�erentiation f�ur glatte Integranden in das Integral hineingezogen werden darf.

Nun wollen wir zeigen, da� die Anfangswerte stetig angenommen werden. Dazu �xieren wir

ein x

0

2 R

n

und eine (kleine) Zahl " > 0 und w�ahlen ein Æ > 0 passend, so dass gilt

jg(y)� g(x

0

)j < " falls jy � x

0

j < Æ : (7.107)

So ein Æ > 0 gibt es immer, da g als stetig Vorausgesetzt ist.

F�ur jx� x

0

j <

Æ

2

folgt dann

ju(x; t)� g(x

0

)j = j

Z

y2R

n

�(x � y)g(y) dV(y)� g(x

0

)j

= j

Z

y2R

n

�(x � y)g(y) dV(y)� g(x

0

)

Z

y2R

n

�(x� y) dV(y)j

weil

Z

y2R

n

�(x� y) dV(y) = 1 ist

= j

Z

y2R

n

�(x � y) [g(y)� g(x

0

)℄ dV(y)j

�

Z

y2R

n

�(x � y)jg(y)� g(x

0

)j dV(y)

weil � positiv ist.

�

Z

ky�x

0

k<Æ

�(x� y)jg(y)� g(x

0

)j dV(y) +

Z

ky�x

0

k�Æ

�(x � y)jg(y)� g(x

0

)j dV(y)

Annahme f�ur ky � x

0

k < Æ nutzen

� "

Z

ky�x

0

k<Æ

�(x� y) dV(y) +

Z

ky�x

0

k�Æ

�(x� y)jg(y)� g(x

0

)j dV(y)

� "

Z

y2R

n

�(x� y) dV(y) +

Z

ky�x

0

k�Æ

�(x� y)jg(y)� g(x

0

)j dV(y)
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weil � positiv ist wird der erste Term dur
h Vergr�o�erung des Integrationsberei
hes h�o
hstens gr�o�er

= " 1 +

Z

ky�x

0

k�Æ

�(x� y)jg(y)� g(x

0

)j dV(y)

� " 1 +

Z

ky�x

0

k�Æ

�(x� y)(jg(y)j+ jg(x

0

)j) dV(y)

� " 1 +

Z

ky�x

0

k�Æ

2 sup

�2R

n

�(x� y) dV(y)

� " 1 + 2 sup

�2R

n

Z

ky�x

0

k�Æ

�(x� y) dV(y)

� "+

K

t

n=2

Z

ky�x

0

k�Æ

e

�

kx�yk

2

4t

dV(y) : (7.108)

Wir analysieren den zweiten Teil genauer: wegen

ky � xk = ky � x

0

+ x

0

� xk � ky � x

0

k � kx

0

� xk

unsere Betra
htung l�auft f�ur kx� x

0

k �

Æ

2

, daher

� ky � x

0

k �

Æ

2

auf dem Integrationsberei
h ist Æ � ky � x

0

k, also folgt

� ky � x

0

k �

1

2

ky � x

0

k =

1

2

ky � x

0

k : (7.109)

Das Integral wird gr�o�er, falls wir den Integranden vergr�o�ern, daher

K

t

n=2

Z

ky�x

0

k�Æ

e

�

kx�yk

2

4t

dV(y) �

K

t

n=2

Z

ky�x

0

k�Æ

e

�

1

2

ky�x

0

k

2

4t

dV(y)

=

K

t

n=2

Z

ky�x

0

k�Æ

e

�

ky�x

0

k

2

16t

dV(y)

Polarkoordinaten einf�uhren =

K

t

n=2

Z

r�Æ

e

�

r

2

16t

r

n�1

dr

Substitution s =

r

4

p

t

liefert

= K

2

Z

s�

Æ

4

p

t

s

n�1

e

�s

2

ds

(7.110)

Es gilt, dass

R

1

0

s

n�1

e

�s

2

ds endli
h ist, also mu�

lim

t!0

Z

s�

Æ

4

p

t

s

n�1

e

�s

2

ds = 0 : (7.111)

Insgesamt k�onnen wir f�ur jx� x

0

j �

Æ

2

und f�ur hinrei
hend kleine t > 0 die Abs
h�atzung

ju(x; t)� g(x

0

)j � 2" (7.112)

errei
hen. Da " beliebig klein gew�ahlt werden kann, folgt, das die L�osungsformel die Anfangs-

daten stetig annimmt.
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Satz 7.14 (Eindeutigkeit der W�armeleitungsglei
hung)

Es gibt h�o
hstens eine L�osung u 2 C

2

1

(
� (0; T ℄) des Anfangswertproblems

u

t

(x; t) = �u(x; t) + f(x; t) ; x 2 
; 0 < t � T ;

u(x; t) = g(x; t) ; x 2 
; t = 0 ;

u(x; t) = g(x; t) ; x 2 �
; 0 < t � T ; (7.113)

wobei C

2

1

(
� (0; T ℄) alle Funktionen u : 
� (0; T ℄ 7! R bezei
hne, f�ur die gilt

u(x; t); r

x

u(x; t); D

2

x

u(x; t) 2 C

2

(
) f�ur jedes 0 < t � T

u(x; t); u

t

(x; t) 2 C

1

(R) f�ur jedesx 2 
 : (7.114)

Hier beinhaltet g die Anfangstemperaturverteilung im K�orper g(x; 0), sowie die Randtemper-

aturverteilung.

Beweis. Seien u

1

; u

2

zwei L�osungen zu (7.113). Dann l�ost die Di�erenz w = u

1

� u

2

die

Glei
hung

w

t

(x; t) = �w(x; t) ; x 2 
; 0 < t � T ;

w(x; t) = 0 ; x 2 
; t = 0 ;

w(x; t) = 0 ; x 2 �
; 0 < t � T : (7.115)

Wir de�nieren

e(t) :=

Z




w

2

(x; t) dV 0 < t � T : (7.116)

Dann folgt

d

dt

e(t) = 2

Z




w(x; t)w

t

(x; t) dV

= 2

Z




w(x; t)�w(x; t) dV

partiell integrieren bzgl. x: zu jeder Zeit t hat w(x; t) Randwerte null

= �2

Z




hr

x

w(x; t);r

x

w(x; t)i dV = �2

Z




kr

x

w(x; t)k

2

dV � 0 : (7.117)

Also folgt na
h Integration von e bzgl. t

e(t) � e(0) =

Z


w(x; 0) dV = 0 ;) e(t) � 0 0 � t � T ; (7.118)

weil w(x; 0) = 0 und damit w(x; t) � 0 f�ur alle 0 � t � T . �

Bemerkung 7.15

Die Darstellung der L�osung des Ganzraumproblems erlaubt uns, eine interessante S
hlussfol-

gerung zu ziehen: ist die Anfangsvorgabe f�ur die Temperatur g irgendwo (z.Bsp. nur in einem

bes
hr�ankten Teilgebiet des R

n

) e
ht positiv (irgendwo eine W�armequelle), so ist die Temper-

atur f�ur jeden Zeitpunkt t > 0 und in jedem Punkt des R

n

(z.Bsp. beliebig weit weg von der

W�armequelle) s
hon positiv. Man sagt dazu, dass die W�armeleitungsglei
hung eine undendli
he

Ausbreitungsges
hwindigkeit besitzt. Das ist nat�urli
h unphysikalis
h, es zeigt die Grenzen der

vereinfa
hten Glei
hung zur W�armeleitung.

7.8 R�u
kw�artige Eindeutigkeit

Eine etwas s
hwierigere Frage betri�t die r�u
kw�artige Eindeutigkeit der W�armeleitungsgle-

i
hung. Damit ist folgendes gemeint: Wir betra
hten den K�orper 
 und geben die Temper-

aturverteilung g am Rand des K�orpers vor:

u

t

(x; t)��u(x; t) = 0 x 2 
; 0 � t � T

u(x; t) = g(x; t) x 2 �
; 0 � t � T (7.119)
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Satz 7.16 (R�u
kw�artige Eindeutigkeit)

Seien u

1

; u

2

zwei glatte L�osungen des Problems (7.119) mit der Eigens
haft, dass zu einer

gewissen Zeit T > 0

u

1

(x; T ) = u

2

(x; T ) x 2 
 : (7.120)

Dann gilt

u

1

(x; t) � u

2

(x; t) x 2 
 0 � t � T : (7.121)

In anderen Worten: wenn zwei Temperaturverteilungen zu denselben Randtemperaturen zu

einer gewissen Zeit im K�orper �ubereinstimmen, dann waren sie s
hon zu allen fr�uheren Zeiten

t � T glei
h. Das ist eigentli
h ni
ht klar. No
hmal anders formuliert: es ist ni
ht m�ogli
h, zwei

ansonsten glei
he K�orper, die zu einem Zeitpunkt unters
hiedli
he Temperatur haben, dur
h

glei
he Vorgabe der Randtemperatur auf die glei
he innere Temperatur zu bekommen.

Man bea
hte, dass ni
ht angenommen wird, dass u

1

= u

2

zum Startzeitpunkt t = 0 gilt,

denn dann w�urde uns die vorherige Eindeutigkeit dieses Resultat s
hon liefern. Beweis. Wie

vorher de�nieren wir die Funktion

e(t) :=

Z




w

2

(x; t) dV 0 < t � T : (7.122)

Dann folgt

d

dt

e(t) = 2

Z




w(x; t)w

t

(x; t) dV

= 2

Z




w(x; t)�w(x; t) dV

partiell integrieren bzgl. x: zu jeder Zeit t hat w(x; t) Randwerte null

= �2

Z




hr

x

w(x; t);r

x

w(x; t)i dV = �2

Z




kr

x

w(x; t)k

2

dV � 0 : (7.123)

Genauso aber

e

00

(t) = �4

Z




hrw(x; t);rw

t

(x; t)i dV

partiell integrieren

= 4

Z




h�w(x; t); w

t

(x; t)i dV

= 4

Z




(�w(x; t))

2

dV (7.124)

Wegen w = 0 auf �
 gilt widerum

Z




kruk

2

dV =

Z




hrw;rwi dV =

Z




(�w)�w dV

H�olders
he Unglei
hung:

Z




f(x) g(x) dV �

2

4

Z




f(x)

2

dV

3

5

1=2

2

4

Z




g(x)

2

dV

3

5

1=2

�

2

4

Z




w

2

(x; t) dV

3

5

1=2

2

4

Z




(�w(x; t))

2

dV

3

5

1=2

: (7.125)
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Also folgt

(e

0

(t))

2

= 4

2

4

Z




kruk

2

dV

3

5

2

�

2

4

Z




w

2

(x; t) dV

3

5

2

4

4

Z




(�w(x; t))

2

dV

3

5

= e(t) e

00

(t) ; (7.126)

also

e

00

(t) e(t) � (e

0

(t))

2

0 � t � T : (7.127)

Falls e(t) = 0 f�ur 0 � t � T , dann sind wir fertig. Wir wissen: e(T ) = 0 und e(t) ist monoton

fallend und positiv. Also gibt es andernfalls ein 0 � t

2

� T mit e(t) > 0; 0 � t < t

2

und

e(t

2

) = 0. Wir s
hreiben jetzt

f(t) := log e(t) 0 � t < t

2

; (7.128)

und erhalten

f

00

(t) =

e

00

(t)

e(t)

�

(e

0

(t))

2

(e(t))

2

� 0 ; (7.129)

wegen (7.127). Das heisst, das f konvex auf (0; t

2

) ist. Daher gilt f�ur � 2 (0; 1) und t 2 [0; t

2

)

f(� t) = f((1� �) 0 + � t) � (1� �) f(0) + � f(t) : (7.130)

Die Exponentialfunktion erh�alt Unglei
hungen, also gilt au
h

exp f(� t) � exp ((1� �) f(0) + � f(t)) = exp ((1� �) f(0)) exp (� f(t)) )

e(� t) � e(0)

1��

e(t)

�

: (7.131)

Aus der Stetigkeit von e folgt aber weiter

e(� t

2

) � e(0)

1��

e(t

2

)

�

; � 2 (0; 1) : (7.132)

Na
h Konstruktion ist e(t

2

) = 0, also

e(� t

2

) = 0 ; � 2 (0; 1) ; (7.133)

womit �uber variables � folgt, dass e(t) = 0 f�ur alle t 2 (0; t

2

) und mithin au
h (Stetigkeit

no
hmal) e(t) = 0 f�ur alle t 2 [0; T ℄. Ein Widerspru
h zum angenommen Fall.

7.9 Fouriertransformation

Bekanntli
h ist die Fouriertransformation f�ur glatte Funktionen g 2 C

1

0

(R

n

) mit bes
hr�anktem

Tr�ager de�niert als

g

^

(�) = (2�)

�n=2

Z

x2R

n

e

�ihx;�i

g(x) dV ; � 2 R

n

; (7.134)

so dass bg : R

n

7! C widerum wenigstens glatt ist. Die Fouriertransformierte von g kann

komplexwertig sein, au
h wenn g rellwertig ist.

Die inverse Fouriertransformation ist formal de�niert dur
h

f

_

(x) = (2�)

�n=2

Z

�2R

n

e

+ih�;xi

f(�) dV ; x 2 R

n

(7.135)
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Es ist lei
ht zu sehen, dass

sup

�2R

n

ju

^

(�)j � (2�)

�n=2

Z

x2R

n

je

�ih�;xi

j ju(x)j dV � (2�)
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Z
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n

ju(x)j dV = (2�)
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n

)

sup

x2R

n

ju

_

(x)j � (2�)
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�2R

n

ju(�)j dV = (2�)

�n=2

kuk

L

1

(R

n

)

:

(7.136)

Wir erinnern au
h an einige elementare weitere Eigens
haften der Fouriertransformation: Im

folgenden seien der Einfa
hheit halber u; v 2 C

1

0

(R

n

). Dann gilt

1. (D

�

u)

^

(�) = (i�)

�

u

^

(�) = i

j

�j�

�

1

1

: : : �

�

n

n

; u

^

(�) f�ur einen Multiindex � = (�

1

; : : : ; �

n

)

mit j�j = �

1

+ : : : �

n

.

2. (u � v)

^

(�) = (2�)

n=2

u

^

(�) v

^

(�), wobei u � v das Faltungsprodukt von u und v ist, d.h.

(u � v)(x) :=

Z

�2R

n

u(x� �)v(�) dV : (7.137)

3. u(x) = (u

^

)

_

(x).

Beweis.

(�

x

k

u)

^

(�) = (2�)

�n=2

Z

x2R

n

e

�ihx;�i

�

x

k

g(x) dV

partielle Integration, keine Randwerte

= (2�)
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Z
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n

��

x

k

h

e
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i

g(x) dV
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Z
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n
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k

e
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k
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Z

x2R

n

e

�ihx;�i

g(x) dV

= �i �

k

u

^

(�) : (7.138)

Mehrfa
he partielle Ableitungen, ges
hrieben in Multiindex-Notation ergeben das allgemeine

Resultat.

Desweiteren

(u � v)
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Z
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e
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Integrationsreihenfolge vertaus
hen
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�2R

n

Z
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n
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�ihx��;�i
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= (2�)
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Z

�2R

n
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(�)u
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(�) : (7.139)

7.10 Anwendung der Fouriertransformation

Wir betra
hten das Anfangswertproblem f�ur die W�armeleitungsglei
hung im Ganzraum. Sie

lautet

u

t

(x; t)��u(x; t) = 0 ; x 2 R

n

; t > 0 ;

u(x; 0) = g(x) ; x 2 R

n

: (7.140)

Fouriertransformation der PDE bzgl. der r�aumli
hen Variablen x

i

liefert
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��u)
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(�) = 0 ) u
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(�; t)� i

2
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X
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( ; 0) = g

^

(�) ; (7.141)

also die ODE f�ur u

^

u

^

t

(�; t) + k�k

2

u

^

(�; t) = 0 ;

u

^

( ; 0) = g

^

(�) (7.142)

mit der L�osung

u

^

(�; t) = e

�tk�k

2

g

^

(�) : (7.143)

Somit ist die L�osung u gegeben dur
h inversion
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_
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: (7.144)

Da die Fouriertransformation einer Faltung das Produkt der Fouriertrabsformationen ist, w�are

u(x; t) =

g � F

(2�)

n=2

; (7.145)

falls

F

^

(�) = e

�t k�k

2

: (7.146)

Dann ist aber
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Wir untersu
hen f�ur a; b 2 R mit b > 0 gesondert das Integral

1

Z

�1

e

ia s�b s

2

ds : (7.148)
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Mit

z =

p

bs�

a

2

p

b

i; z

2

= bs

2

� ais�

a

2

4b

; dz =

p

bds ; (7.149)

folgt
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ds =

e
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=4b

b

1=2

Z
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e

�z

2

dz ; (7.150)

wobei � = fz 2 C : Im(z) = �

a

2

p

b

g (Transformationsformel). Wir betra
hten einen endli
hen

Teil von �, symmetris
h zur komplexen A
hse mit L�ange 2R und vervollst�andigen ihn zu einem

Re
hte
k wel
hes die reelle A
hse eins
hliesst. Das ges
hlossene Wegintegral dar�uber ist 0,

was aus dem Cau
hys
hen Integralsatz folgt. Der Beitrag der beiden Seiten wird f�ur gro�es R

beliebig klein, woraus folgt
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Wie aber bekannt ist, gilt

1

Z

�1

e

�x

2

dx =

p

� : (7.152)

Daher gilt insgesamt
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Einsetzen liefert
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Daraus ergibt si
h die (s
hon bekannte) L�osungsdarstellung
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46


