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1 Zusammenfassung ODE

Eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung ist eine Relation der Form

G(x,y(:c),y’(a:), e 7y(n)(x)) =0

mit G: I x R" — R und I = [ay, as] C R, zusammen mit Anfangsbedingungen

y'(@) =y, ...y V(@) =yi " a € (a1,a2),

zur Bestimmung einer unbekannten Funktion y : I — R. Der explizite Fall 1. Ordnung schreibt
sich besonders einfach. Zu 16sen ist

y'(x) = fz,y(x), yla)=yg, (1.1)
mit einer Funktion
f:IxR—R.

Man kann sich die Differentialgleichung geometrisch veranschaulichen. Dazu ordnet man je-
dem Punkt der (z,y)-Ebene den Vektor (1, f(z,y)) zu; so entsteht das Richtungsfeld der
Differentialgleichung. Eine Losung der Differentialgleichung ist dann eine Kurve y(z), so daf
das Richtungsfeld in jedem Punkt ihres Graphen tangential an die Kurve liegt. Mittels der An-
fangsbedingung y(a) = y wird im giinstigen Fall eine eindeutige Kurve mit dieser Eigenschaft
ausgewahlt.

Wir geben nun Standardresultate aus der Theorie der gew6hnlichen Differentialgleichungen
an.

Satz 1.1 (Peanoscher Existenzsatz)
Sei f : I x R — R stetig. Dann besitzt (1.1) mindestens eine Losung y : I — R und y ist
differenzierbar.

Satz 1.2 (Existenz und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof)
Sei f : I xR +— R stetig und f erfiille beziiglich der zweiten Variablen eine Lipschitzbedingung,
d.h.

AL>0Vzel: Yy,yo €R:  |f(z,y1) — flz,y2)| < L|y1 — yo| -

Dann besitzt (1.1) lokal eine eindeutige Losung y : I — R und y ist differenzierbar. Lokal meint
hier: es gibt eine Umgebung des Punktes (a, y(a))subset] x R, so dass die Losung dort definiert
ist.

Die Beweise dazu finden sich z. Bsp. in Walter, Gewohnliche Differentialgleichungen, Springer.
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2 Populationsmodelle

In diesem ersten Paragraphen wollen wir die zeitliche Entwicklung der Populatiosgréfie verschie-
dener Spezies beschreiben. Die Modelle werden mit Hilfe gewohnlicher Differentialgleichungen
formliert sein. Die Losungen der Differentialgleichungen geben die zeitliche Entwicklung der
Grofle der jeweiligen Population, d.h. deren Anzahl an. Wie noch oft in dieser Vorlesung ver-
wenden wir die Kontinuumsnéherung an die Wirklichkeit. Die Grofie der einzelnen Population
ist natiirlich ganzzahlig und unstetig als Funktion der Zeit. Wir ndhern die Gréfle nun durch
eine stetige Funktion an, die wir als Losung einer Differentialgleichung gewinnen wollen. Grund-
legende Resultate zu gewohnlichen Differentialgleichungen (Existenz von Losungen, Eindeutig-
keit der Losungen, stetige Abhéngigkeit von den Daten etc. finden sich in vielen klassischen
Abhandlungen (Walter, ODE) und sind Gegenstand eigener Vorlesungen im Fachbereich.

2.1 Lineare Wachstumsmodelle, Zeitskalen und Dimensionsanalyse

Es sei p(t) die Grofle der Population zum Zeitpunkt ¢, (z.Bsp. die Erdbevolkerung, eine Bak-
terienkultur oder die Karpfen in einem Teich) in der Kontinuumsn#herung. Wir wollen einen
Ausdruck fiir die zeitliche Anderung p’ = <p (die absolute Anderungsrate) der Population
finden. Dabei machen wir die Vorraussetzung, dafl das System abgeschlossen ist, d.h. es gibt
keine Zu- und Abwanderung. Ist die absolute Anderungsrate allein eine Funktion der Zeit und
der Populationsgrofle, so gilt

P(t) =r(t,p(t)),
wobei
T(tap) = g(tvp) - S(tap)

mit der absoluten Geburtsrate g(¢,p) und der absoluten Sterberate s(¢,p). Sind p und s
bekannte Funktionen, so ist eine Funktion

p:I—R (I CR ein Intervall)
gesucht, so daf die gewohnliche Differentialgleichung
p'(t) =r(t,p(t))

erfiillt ist. Ist die Grofle der Population zu einem Zeitpunkt ¢ = ty bekannt, so weifl man aus
der Grundvorlesung, dafi das Anfangswertproblem

p'(t) =r(t,p(t), p(to) =po

eine Losung besitzt, falls r eine stetige Funktion ist (Satz v. Peano). Ist auerdem r Lipschitz-
stetig, beziiglich der Variablen p, d. h. es gibt eine Konstante L > 0 mit der Eigenschaft

Vo,yeR: |r(t,z) —r(t,y)| < Llz—yl,
so ist die Losung sogar eindeutig (Satz von Picard-Lindelof).
Im einfachsten Fall ist die absolute Wachstumsrate proportional zu p selbst (die Population

wichst umso schneller, je grofler die Population schon ist). In diesem Fall ist die spezifische
Wachstumsrate p’(t)/p(t) konstant. Dann lautet die Differentialgleichung

p'(t) = ap(t) mit a € R, a konstant

Die Zahl « ist die auf die Population bezogene Wachstumsrate (spezifische Wachstumsrate).
Dann gilt, falls p(to) = po #0

d
& Sloglp(t)] = a

& log [p(t)] = a(t — to) + log |pol
& p(t)] = ea(t—to)+log|po| _ Ipo] pal(t—to)



Da die rechte Seite immer verschieden von Null ist, gilt

p(t) = |po| 1)

Es gilt also

p(t) — oo fiir t — oo, falls & > 0 (unbeschrinktes Wachstum) ,
p(t) — 0 fiir t — oo, falls & < 0 (Ausssterben).

Fiir Bakterienkulturen, radioaktiven Zerfall und selbst fiir die Entwicklung der Erdbevélkerung
liefert eine konstante Wachstumsrate fiir grofle Bereiche der Gréfle p ein brauchbares Modell.
Die Entwicklung der Erdbevolkerung bis zum heutigen Tag geniigt dabei diesem Gesetz recht
gut mit a ~ 0.02.

Um eine Vorstellung fiir typische Zeitspannen zu bekommen, in denen Wichstumsphénomene
ablaufen, wollen wir eine geeignete Zeitskala einfiihren. Der Begriff Zeitskala (oder auch der
Lingenskala) ist fundamental in der Angewandten Mathematik und er wird uns noch einige
Male begegnen. Wir suchen eine Grofe ¢, die eine typische Zeitspanne beschreibt, iiber welche
die signifikanten Veriinderungen stattfinden. Wir definieren ¢ als die Zeit, die fiir eine Anderung
der Gesamtpopulation um den Faktor e benétigt wird. Wiirden wir den Faktor 2 wihlen, so
wire t die Halbwertzeit, falls o < 0 ist.

Ohne Einschrankung sei nun ¢y = 0, dann gilt fiir p(t) = e

@—e a szﬂ e (a - L
o(0) ~ (a>0) bzw. (a<0) &t .

p(d) o]

Die Grofe t = ﬁ ist also eine geeignete Zeitskala fiir den linearen Wachstumsprozefl. Hétten

at.

wir ¢ so gewihlt, da sich die Population verdoppelt bzw. halbiert, so wire ¢ = 12, d.h. wir

Tal
hétten bis auf den Faktor In2 die gleiche Abhingigkeit von a. Es ergibt sich z.Bsp., daf§ sich
die Erdbevilkerung ungefiahr alle 35 Jahre verdoppelt.

2.2 Einheiten

Die Grofle t = ﬁ hat tatséichlich die Dimension der Zeit, da [o] = & (hier steht T fiir die
Dimension der Zeit). Jede naturwissenschaftliche GroBe hat eine Dimension. Fiir jede Dimen-

sion wahlt man eine Basiseinheit, um diese Grofie zu messen. Naturwissenschaftliche Gesetze
sind unabhingig von der Wahl der Einheit (sogenanntes Kovarianzprinzip). Diese Tatsache
hat einige wichtige Konsequenzen. So miissen z.Bsp. in einer Gleichung alle Terme die gleiche
Dimension haben (klar: Apfel kann man nicht zu Birnen addieren) und es miissen gewisse Ho-
mogenitéitsbeziehungen gelten.
Wir verwenden in dieser Vorlesung die folgenden Dimensionen:

o T': Zeit (Einheit: Sekunde)

e A: Anzahl (Einheit: eine gewisse Anzahl eines Stoffes oder einer Population)

e L: Linge (Einheit: m)

e M: Masse (Einheit: Kilo)

e O: Temperatur (Einheit: Kelvin)
Zu jeder Dimension haben wir eine Einheit gewihlt. Diese sind allerdings beliebig und wir

hitten statt Sekunde auch Minute oder Stunde wihlen konnen.

Die Dimension einer GroBe f bezeichnen wir mit [f]. Daher gilt

1]

[p]

T,
A,

und weiter

, p— Dif ferenzen A
[p'] =[=] = |lim - =,
dt t — Dif ferenzen T




P =ap, (2.1)
folgt
'] = [o] - [p],
und somit
_p AT 1
[a}—m—j—f- (2.2)

Es gibt zwei weitere Moglichkeiten die relevante Zeitskala zu bestimmen. Diese benétigen keine
explizite Losungsformel.

1. Entdimensionieren der Gleichung: Es sei p(tg) = po. Dann fithren wir dimensionslose
Grolen ein. Dabei messen wir die Grofle der Population und die Zeit unter Benutzung
gewisser intrinsischer Referenzgrofien, d.h. wir messen Groflen in Bezug auf eine feste
Referenzgrofle, die typisch ist fiir das auftretenden Problem. Diese Groflen benutzen wir
als neue intrinsische Einheiten. Fiir die Grofie der Population benutzen wir die Grofle der
Population zum Zeitpunkt ¢ als Referenzgrofle und fiir die Zeit benutzen wir eine noch
zu bestimmende Zeit ¢. Hier machen wir uns die unmittelbar einleuchtenden Tatsache
zu nutze, dafl es sinnvoller ist, Linge und Zeit mittels intrinsischer Referenzgréfien zu
messen, statt mit einem fest vorgegebenen Standard (wie dem Meter oder der Sekunde).
Wir definieren also

g=p/po und T=(t—1t9)/t,

dabei sei t eine typische Zeitspanne, iiber den der Vorgang (Wachstum, Abnahme der
Population) stattfindet.

Wir erhalten mit g(7) = £ (7¢ 4+ to) sofort

0

0

~-q(7)

o (tt+ty) =taq(r).

Die Wahl t = é bringt die Gleichung auf eine einfache Form. Es gilt dann

d=q q0)=1.

Dieses Vorgehen hat einen grofien Vorteil: ich brauche nur die Lésung des Anfangswertpro-
blemes ¢’ = ¢, ¢(0) = 1 zu kennen und ich kenne schon alle Lésungen des urspriinglichen
Problems fiir alle moglichen Parameter (setze p(t) = po q(*5)). Das mag hier trivial
erscheinen, ist aber bei komplexen Situationen sehr wichtig. Der Vorteil ist, dafl nur eine
Losung berechnet werden muf. Diese Vereinfachung ist dann interessant, wenn die Losung

nicht mehr explizit berechnbar ist (was meistens der Fall ist).

Die Losung q definiert eine normalisierte Losung. Insbesondere ist die Zeit so skaliert,
dafl relevante Verdnderungen auf der Zeitskala der Ordnung 1 ablaufen. In der dimensi-
onsbehafteten Gleichung laufen Vorgéinge in der Zeitvariablen

=TT+t =L +1to
«

ab. Relevante Verdnderungen laufen also in der Zeitskala é ab.

2. Dimensionsanalyse: Wir nehmen an, es gibe ein Gesetz, das die Zeit ¢, mit der sich die
Grofle der Population um einen festen Faktor d&ndert, mit den Parametern des Problems
in beziehung setzt. Genauer: wir nehmen an, die Zeit £ in der sich die Population um den
Faktor e dndert, sei eine Funktion der auftretenden Parameter von der folgenden Form:

t=a"pl’, nmeZ.
Damit die Dimensionen iibereinstimmen, d.h. damit

(] = [a" pg'] = [a]" [po]™



ist, gilt notwendigerweise
n=-1,m=0

und damit

_ 1
t=—.
@
Wieder ist dies ein ganz einfaches Beispiel. Es soll demonstrieren, wie man bei der Di-
mensionsanalyse vorgeht, um fiir komplexe Situationen geriistet zu sein.

2.3 Beschrinktes Wachstum und lineare Stabilitédtsanalyse

Wird die Population zu grof}, so ist eine konstante Wachstumsrate nicht mehr realistisch. Durch
Beschréankung des Lebensraums, Nahrungsknappheit oder andere Mechanismen sind dem un-
beschrankten Wachstum Grenzen gesetzt. Nehmen wir also a, dafl es eine gewisse Kapazitit &£
gibt, fiir die die Ressourcen des Lebensraums ausreichen. Fiir Werte von p kleiner als £ kann die
Population noch wachsen und fiir Werte grofler als € nimmt die Population ab. Dies bedeutet
fiir die spezifische Wachstumsrate, die wir R(¢, p) nennen wollen, daf3

R(t,p) >0, 0<p<E&,
R(t,p) <0, p>¢.

Im einfachsten Fall machen wir einen linearen Ansatz fiir R, d.h.

R(t,p) = B(§ —p),

mit einer Zahl 8 > 0 (typischerweise ist 8 klein). Mit diesem Ansatz erhalten wir

p=BE-pp=a—pBp°, a=pE.

Der Term —fp? kann auch wie folgt interpretiert werden. Er ist proportional zur Wahrschein-
lichkeit fiir die Anzahl der Kontakte zweier Exemplare der Population pro Zeiteinheit. Dieser
Term beschreibt die zunehmende Konkurrenzsituation bei zunehmender Populationsgréfe (so-
zialer Reibungsterm).

Die Gleichung
P =ap—pp’

wurde vom holldndischen Mathematiker Verhulst vorgeschlagen und sie wird als logistische
Differentialgleichung oder als Gleichung des beschrinkten Wachstums bezeichnet.

Bei der Analyse von zeitabhangigen Differentialgleichungen sollte man zunéchst nach zeitun-
abhéngigen (stationéren) Losungen suchen. Diese sind Lésunen, fiir die die rechte Seite der
Differentialgleichung verschwindet. Im Fall der logistischen Differentialgleichung erhalten wir
p(t) = 0 (keine Population) und p(t) = a/f = £ (Grenzpopulation) als stationdre Losungen.

Um die logistische Differentialgleichung im allgemeinen Fall zu 16sen, kann die Methode der
Trennung der Variablen benutzt werden. Aus

/

p

7
(v = Pp)p
folgt, daf
d
—F(p(t)) =1
L) =1,
falls F'(p) = m. Wir erhalten also

Fpt)=t+c, ceR.



Mittels Partialbruchzerlegung sehen wir, dafl

p
F(p) =1
(p) = log|—

E
fp
Auflésen nach p liefert dann (mit p(to) = po)

p(t) = 220 :
Bpo + (o — Bpg) e~ (t—to)

Die ausfiihrliche Rechnung ist Teil der Ubung. Wir stellen fest, daf

p(t) =& fiir t—o0 0<po<E,
p(t) =& fiir t—o00 po>¢.

Wie sieht der Graph von p aus? Es gilt
P =) = (a—28p)(a—pBp)p.
Es gilt also
p" >0 pe(0,£/2)U (& 00) konvex gebogen
p’ <0 pe(£/2,€) konkav gebogen .

Diese Aussage iiber die Losung haben wir hergeleitet ohne die Losung explizit zu kennen! Ubung:
Stellen Sie die Losungen der logistischen Differentialgleichung dar.

Betrachten wir nun allgemeinere Situationen der Form

P =7(p),

so bestimmen wir zunéchst Nullstellen von r. Dies sind zeitunabhingige (stationédre) Losungen.
Die Frage ist nun: Ist eine stationiire Losung p* stabil gegen kleine Stérungen? Eine erste
Antwort gibt die lineare Stabilitidtsanalyse. Dazu linearisieren wir um p*, d.h. wir suchen
eine Funktion

q(t) = p(t) —p",
als Losung eines linearen Ndherungsproblems
P=rp) = vl +a) = r) 407 g+ 0(g"),
=0
(wir nehmen an, da8 r € C?(R)). Wegen p = p* + ¢ folgt p’ = (p*)’ + ¢’ = ¢'. Also gilt
¢ =r'(p")q,
mit der Losung
q(t) = ce”" Pt ceR.
Daraus folgt: In der linearen Naherung wéchst oder fallt die Stérung ¢ je nachdem, ob
r'(p*) >0 oder +'(p*) <0

(
(

gilt. Wir sagen dazu: p* ist linear stabil, falls r’

r'(p*) > 0. Es kann gezeigt werden, daf} fiir p mit p

p*) < 0 und p* ist linear instabil, falls
to) nahe p* gilt:

p(t) — p*, fallsr’(p*) < 0
p(t) 4 p*, fallsr’(p*) > 0.

Ablesen konnen wir das qualitative Verhalten der Losungen einer Differentialgleichung auch
an einem Phasenportrait: wir tragen in jedem Punkt (p,0) einen Vektor (r(p),0) an. Das
entsprechende Vektorfeld nennt man Richtungsfeld. Es zeigt in welche Richtung sich die
Losung entwickelt und die Lange des Vektors gibt an, wie schnell sich p &ndert. Mit Hilfe des
Richtungsfeldes sieht man auch sehr schon, welche Ruhepunkte (das sind die Nullstellen von
r) stabil und welche instabil sind. Dies hiingt davon ab, ob das Vektorfeld in der Nihe der
Nullstelle in Richtung der Nullstelle zeigt oder nicht. Die letzten Uberlegungen zeigen sehr
deutlich, daf§ man ein sehr gutes Bild von der Losungsvielfalt und dem qualitativen Verhalten
von Losungen erzielen kann, ohne die Differentialgleichung explizit gelost zu haben.



2.4 Réauber-Beute Modelle und Phasenportraits

Wir wollen nun ein einfaches Modell betrachten, das die zeitliche Entwicklung zweier Popu-
lationen beschreibt. Jedem mathematischen Modell liegen Modellannahmen zu Grunde und
es beschreibt eine Vereinfachung (Idealisierung) der Wirklichkeit. Die Modellannahmen geben
die wesentlichen Charakteristika an, die erfiillt sein miissen, damit ein Modell die Wirklichkeit
zumindest anndhernd beschreiben kann. Bei der Formulierung eines mathematischen Modells
sollten daher stets die Modellannahmen mit angegeben werden.

Im weiteren gehen wir von den folgenden Modellannahmen aus: Es kommen zwei Populationen
vor. Eine ist eine Rduber- und die andere eine Beutepopulation, z.Bsp. Hechte und Karpfen,
Fiichse und Hasen, Lowen und Antilopen. Es sei

x(t) : Grofe der Beutespezies zur Zeit ¢,
y(t) :  Grofle der Réuberspezies zur Zeit ¢ .

Die Rauberpopulation ernihrt sich ausschliefilich von der Beutespezies. Ist keine Beute
vorhanden, so sterben die Réuber mit der konstanten spezifischen Wachstumsrate —y (y > 0),
d.h. dann wére

y'(t) = —yy(t).

Ist nun Beute vorhanden, so ernéhren sich die Rduber von der Beute und es kommt nicht so
hiufig zum Tod durch Verhungern. Wie hiufig Rduber Beute machen ist nun proportional zur
Grofle der Rduberpopulation und zur Grofie der Beutepopulation, d.h. ein Term

dxy

muf zur Gleichung addiert werden. Dies ist Ausdruck der folgenden Tatsache: Sind viele Rauber
da, so machen sie insegasamt mehr Beute (doppelt so viele Riber reifien doppelt so hiufig
Beute). Ist viel Beute da, so trifft die gleiche Anzahl Réuber hiufiger auf Beute - ist doppelt
soviel Beute vorhanden, so ist die Wahrscheinlichkeit auf einen Réuber zu treffen doppelt so
hoch. Damit vervierfachen sich die Begegnungen zwischen Rauber und Beute, wenn sich sowohl
Réuber als auch Beute verdoppeln. Dies driickt das gemischte Produkt § zy aus. Insgesamt
erhalten wir

! —

Y =—vy+dzy=yl0x—r).

Die Beutespezies hat stets ausreichend Nahrung zur Verfiigung und die Geburtenrate ist (falls
kein Réuber vorhanden ist) hoher als die Sterberate, d.h. ist y = 0 (keine Réuber), so gilt

2 (t) = ax(t).

Sind Rauber da, so vermindert sich die Beutepopulation durch Rauber-Beute Kontakt durch
den Term

—Bzxy.

Anolog zu den Raubern ist die Anzahl der Kontakte proportional zu x und y. Insgesamt ergibt
sich folgendes System von Differentialgleichungen

o =(a-Byz, y=>0x-7)y.

Wieder betrachten wir zunéchst die Ruhepunkte des Systems. Wir suchen also Nullstellen des
Gleichungssystems

0=(a—pByz
0=(z—-7)y.

()= (/8)

Es ergeben sich zwei Losungen



Das sind die beiden konstanten Losungen. Im weiteren wollen wir versuchen, die Losungsvielfalt
des Differentialgleichungssystems zu bestimmen. Dazu bietet es sich zunéchst an, die Anzahl
der Freiheitsgrade durch Entdimensionalisierung zu reduzieren. Folgende Dimensionen ergeben
sich:

la] =[] =1/T, [f] = [6] = 1/AT .

Wiéhlen wir die Gleichgewichtslosung (v/d, /) als intrinsische Referenzgrofie, so bietet sich
folgende Entdimensionalisierung an

T Y _t—1

T M Y

Es zeigt sich, dafl £ = 1/a eine gute Wahl ist und wir erhalten folgendes entdimensionalisiertes
System

W=>1-vu, v=a(u—1)v mit a=~v/a.
Hilfreich bei der Analyse eines Systems von zwei Differentialgleichungen

u’:f(u,’u), v/:g(uav)

ist, sich das Richtungsfeld anzusehen. Dabei heften wir jedem Punkt in der (u,v)-Ebene den
Vektor (f(u,v), g(u,v)) an. Eine Losung des Differentialgleichungssystems ist dann eine parame-
trisierte Kurve im R?, die in jedem Punkt den Vektor (f(u,v), g(u,v)) als Tangententialvektor
besitzt. Zeichnen Sie das Richtungsfeld dieses Differentialgleichungssystems.
In einigen ausgezeichneten Fillen existiert fiir ein System von zwei Differentialgleichungen
ein sogenanntes erstes Integral H. Dies ist eine Funktion H, so daf
d

S H (), 0(t) = 0 (2.3)

fiir alle Losungen des (u,v) des Differentialgleichungssystems. In unserem Fall ist
H(u,v) = —au—v+Inu®+Inv

ein erstes Integral auf der Menge (0,00)2. Die Funktion H hat ein Maximum im Ruhepunkt
(1,1) und strebt gegen —oo, wenn u oder v gegen 0 konvergieren. Zeichnen Sie die Niveaulinien
von H und machen Sie sich die Beziehung zum Richtungsfeld klar.

Nichtkonstante Losungen des Differentialgleichungssystems durchlaufen Niveaulinien von
H. Die Gesamtheit der durch Losungen eines Differentialgleichungssystems parametrisierten
Kurven nennt man auch das Phasenportrait der Differentialgleichung. Das Phasenportrait
vermittelt einen schnellen Uberblick iiber das Losungsverhalten.

Es 148t sich zeigen, dafl Losungen des behandelten Systems periodisch sind. Die Populationen
durchlaufen also periodische Schwankungen. Sind viele Réduber und wenig Beute da, so nimmt
die Rauberpopulation ab, da nicht genug Nahrung vorhanden ist. Wenn dann wenig Réuber da
sind, kann die Beutepopulation wieder zunehmen, da sie nicht soviel gejagt wird. Uberschreitet
die Beutepopulation einen gewissen Schwellenwert, so ist wieder geniigend Beute fiir die Rduber
da, so dafl die Anzahl zunehmen kan. Sind dann aber zuviele Rduber da, so nimmt die Beute
wieder ab und wir sind wieder in der Situation wie am Periodenanfang.

2.5 Rauber-Beute-Modelle mit beschrinktem Wachstum

Fiithren wir in dem Modell aus dem vorhergehenden Abschnitt nun soziale Reibungsterme ein,
die zunehmende Konkurrenz beschreiben, so erhalten wir

¢ =(a—By)z—Aa®=(a—By)z—Az)z,
Y =0z —y)y—py’ =0z —v—py)

mit positiven Konstanten «, 3,7, d, A, u. Zur Bestimmung des Richtungsfeldes nutzen wir, daf3
entlang der Geraden

Gy:a—Fy—Az=0



die rechte Seite der ersten Gleichung verschwindet und entlang der Geraden
Gy:0x—v—py=0

die rechte Seite der zweiten Gleichung verschwindet. Die Gerade G, hat negative Steigung (als
Funktion von z) und die Gerade G, hat positive Steigung (auch als Funktion von z). Falls die
Geraden keinen Schnittpinkt impositiven Quadranten haben, so ist das Richtungsfeld wie in
Abb. 677 gegeben. In diesem Fall gibt es zwei im Sinne der Anwendungen sinnvolle stationére
Losungen, ndmlich (0,0) und («/4,0). Es 148t sich zeigen, daf} alle Losungen mit Anfangswerten
(z0,90), (o > 0,90 > 0) gegen («/d,0) konvergieren (fiir ¢ — oo).D.h. die Réduberpopulation

stirbt stets aus. Das werden Sie in der Ubung zeigen. Die stationiiren Losungen in (0, 00)? sind
(0,0), (a/A,0) und der Schnittpunkt

(€ )_(au+ﬁ7 aé—)vy)
W\ N+ 8,8 A+ 7))

, der Geraden G, und Gy.

Wir wollen nun untersuchen, ob die stationéiren Losungen stabil sind, d.h. wir miissen un-
tersuchen, wie sich die Losung verhilt wenn wir in der Nihe von (&,7) starten. Wir wollen
bestimmen, ob jede Losung, die zu einem Zeitpunkt nahe bei (£, 1) liegt, auch zu allen spiiteren
Zeiten nahe bei (£,7) liegt. Um diese Frage zu beantworten, wollen wir das Prinzip der lineari-
sierten Stabilitdt verwenden.

2.6 Prinzip der linearisierten Stabilitit
Es sei ein System von Differentialgleichungen
P =fp), f:Q—R"feC?%QCR" Qoffen, (2.4)

gegeben. Uns interessiert in diesem Abschnitt die Stabilitit von stationdren Losungen, d.h.
von Lésungen p* von (11.7) die zeitunabhingig sind. Es gilt daher f(p*) = 0. Das Studium
der Stabilitdt von Gleichgewichtslosungen ist ein wichtiger Teil der sogenannten qualitativen
Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen. Wir wollen die Stabilitit von stationdren
Losungen studieren ohne die Differentialgleichung explizit zu losen (was in den meisten Fillen
sowieso nicht moglich ist). Es zeigt sich, dafl es ausreicht, die um p* linearisierte Differential-
gleichung zu betrachten, um schon gute Resultate {iber das Stabilitdtsverhalten der stationiren
16sung zu erhalten. Zunéchst aber miissen wir den Begriff der Stabilitdt prézise formulieren.

Definition 2.1 (Stabilitit)
Eine stationidre Lésung p* der Differentialgleichung p’ = f(p) heif3t

1. stabil, wenn zu jeder Umgebung U von p* eine Umgebung V' von p* existiert, so da# fiir
jede Losung der Anfangswertprobleme

p'=fp), p(0)=peV
gilt:
p(t) e U fiirallet >0,

2. instabil, falls sie nicht stabil ist.

3. Eine stationédre Losung heifit asymptotisch stabil, falls eine Umgebung W von p* exis-
tiert, so daf fiir jede Losung der Anfangswertprobleme

P =fp), p(0)=peW
gilt:

lim p(t) =p*.

t—o0

Beispiele:



1. Die stationédre Losung ¢ der Gleichung des beschriankten Wachstums

p=r(p):=06E&-p)p

ist stabil und die stationire Losung 0 des gleichen Systems ist instabil. Wie wir schon
anschaulich im Abschnitt 1.2 gesehen haben, bestimmt das Vorzeichen von r/(p*), ob eine
stationdre Losung p* stabil oder instabil ist. Die Beobachtung, dafl die erste Ableitung
fiir die Stabilitét wichtig ist, werden wir in Kiirze verallgemeinern.

2. Der Ruhepunkt (1,1) des entdimensionalisierten Rauber-Beute Modells
w=(1-v)u
v v

ist stabil, aber nicht asymptotisch stabil, da nicht jede Losung, die in der Nihe der (1,1)

startet, fiir grofie Zeiten gegen (1,1) konvergiert.

Das Prinzip der linearsierten Stabilitdt beruht nun darauf, daff man die Differentialgleichung
bzgl. p* linearisiert. Wir suchen

als Losung eines linearen Néherungsproblems. Es gilt

P =fp)=fla+p")=f®")+Df(p*)q+0().

Wir suchen nun ¢ als Lésung von

¢ =Df(p)q.

Das ist ein System von linearen Differentialgleichungen. Der Ursprung (die Null-Lésung) ist
stationéire Losung dieses Differentialgleichungssystems und wir koénnen die Stabilitét dieser
Losung untersuchen.

Definition 2.2 (Lineare Stabilitét)
Wir sagen p* ist linear stabil (linear instabil oder linear asymptotisch stabil), falls 0 stabile
(instabile oder asymptotisch stabile) Losung der linearisierten Gleichung ist.

Das Prinzip der linearisierten Stabilitéit lautet nun:
1. p* ist linear asymptotisch stabil = p* ist asymptotisch stabil.
2. Df(p*) besitzt Eigenwerte A mit re(\) > 0 = p* ist instabil.

Analoge Aussagen des obigen Prinzips lassen sich fiir allgemeine Evolutionsgleichungen for-
mulieren (z. Bsp. auch fiir partielle Differentialgleichungen und fiir Integralgleichungen). Diese
Aussagen sind allerdings oft schwierig zu beweisen. Fiir gewohnliche Differentialgleichungen gilt
allerdings die folgende Aussage:

Satz 2.3
Das Prinzip der linearisierten Stabilitit ist in der oben formulierten Fassung giiltig.

Beweis. Siche das Buch von Amman. [ |

2.7 Stabilitit linearer Systeme

Die Aufgabe, die Stabilitéit stationdrer Losungen zu bestimmen, ist nun also im wesentlichen
darauf zuriickgefiihrt, die Stabilitéit der Null-Losung von linearen Differentialgleichungsystemen
zu untersuchen.

Gegeben sei nun das lineare Differentialgleichungssystem

' =Ax mitAe C*™.
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In diesem Abschnitt betrachten wir Differentialgleichungen, deren Losungen Werte im Raum
C™ besitzen. Dies fiihrt dann auf eine Gleichung fiir den Real- und Imaginérteil.
Sei nun Z eine Eigenvektor von A zum Eigenwert A, d.h.

Az =)\17.
Dann ist
2(t) = M7
Losung von
2 =Ax,

da
Pty = Mz = A ME = Ax(t).
Sei nun |z| die euklidische Norm von z € C", dann gilt
()] = [N & = [e(reM MOt 3] — et |3

Das Vorzeichen von re(\) legt fest, ob "Mt gegen Null oder gegen unendlich strebt.

Annahme: A ist diagonalisierbar (z.Bsp. falls A symmetrisch wire), d.h. es existiert eine
Basis {z1,...,2,} aus Eigenvektoren zu Eigenwerten {A1,...,A,} (eventuell alles komplex).
Sei nun xg € C™ beliebig. Dann finden wir eine Darstellung von z( in dieser Basis

n
xro = E o Ty, a; € C.
i=1

Dann 16st
n
z(t) = Zai M,
i=1

das Anfangswertproblem

2'(t) = Ax(t), x(0)=uz0.
(jedes w; ist ja Eigenvektor). Gilt nun

re(N;) <0 fiiri=1,...,n
so schliefen wir

lz(t)] < zn: g |em Ptz — 0 fiirt — oco.

i=1

Dies zeigt, dal der Punkt 0 in diesem Fall asymptotisch stabil ist. Gilt andererseits
re(A;) >0 fiir ein j,
so gilt fiir zop = ax;, « #0
lz(t)] = |alem* Pt || — 0o fiirt — co.

Dies zeigt, dal der Punkt 0 in diesem Fall instabil ist. Es gilt der folgenden Satz

Satz 2.4
Es sei A € C**" beliebig. Insbesondere ist in i) und i) nicht vorausgesetzt, dai A diagonali-
sierbar ist.

1. Der stationéire Punkt 0 ist asymptotisch stabile Losung von ¥’ = A.x genau dann wenn
re(\) < 0 fiir alle Eigenwerte von A.

11



2. Gilt re(\) > 0 fiir einen Eigenwert A von A, so ist der stationéire Punkt 0 instabile Lésung
von ' = A.x.

3. Ist A zusiétzlich diagonalisierbar, so gilt: der stationdre Punkt O ist stabile Lésung von
a2’ = A.x genau dann wenn re(\) < 0 fiir alle Eigenwerte von A.

Fiir diagonalisierbare Matrizen A haben wir den Satz oben gezeigt. Falls A nicht diago-
nalisierbar ist, ist der Beweis der Aussagen 4) und ii) etwas aufwendiger. Wir verweisen auf
das Buch von Amann. Zusammen mit dem Prinzip der linearisierten Stabilitdt erlaubt dieser
Satz die Analyse des Stabilitdtsverhaltens von stationdren Punkten nichtlinearer Systeme. Wir
weisen aber darauf hin, dafl wir im Fall

re(A) <0 fiir alle Eigenwerte A der Linearisierung,

re(A) =0 fiir mindestens einen Eigenwert A\ der Linearisierung,

im allgemeinen keine Aussage iiber die Stabilitit von Ruhepunkten machen kénnen.

2.8 Stabilitit der Ruhepunkte im Riuber-Beute-Modell
Das System

Z'(t)=(a—By)z
y'(t) =0z —v)y

besitzt die stationdren Losungen (0,0) und (v/d, a/3). Setzen wir

o= (G 235)

so erhalten wir fiir die Jacobimatrix D f

Ditwy) = ((a Evﬁy) (5;ﬁ—xv)) '

Insbesondere gilt

D£(0,0) = (‘8‘ _07) .

D.h. der Punkt (0,0) ist instabil, da Df(0,0) den negativen Eigenwert —v besitzt. AuBlerdem
gilt

prsaid =55 0"%) -

Die zugehorigen Eigenwerte lauten

)\1,2 = :l:i\/Ol"}/ .

Da re(A1) = re(A2) = 0 konnen wir aus dem Prinzip der linearisierten Stabilitdt keine Aussage
iiber das Stabilitétsverhalten des stationdren Punktes (v/d,a/8) erhalten.

Im Fall des Rduber-Beute-Systems mit beschrinktem Wachstum
¥ =(a—PBy— )z
y' =0z —v—py)y,

wollen wir die Stabilitdt der stationdren Losung

(€m) = (au—i—ﬁ’y aé—/\fy)
W=\ NG 58,0 A+ By

untersuchen. Wir berechnen

_fa—=By -2\ —0Bx
Df(x,y)—( Sy 5x’y2uy>
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und

pren =5 o).

Fiir die Eigenwerte von D f(£,n) errechnet man

My = ZOE ) £ VO F pm)® — 4En(Aa + 50)
, : _

Fir £ > 0 und n > 0 ist En(Ap + 08) > 0 und damit erhalten wir
re(A) <0, i=1,2.

D.h. falls die Geraden G, und Gy sich im positven Quadranten schneiden, so erhalten wir, daf
der Punkt (£, 7) stabil ist. Das Phasenportrait kann man dann skizzieren. Bemerkung: Qualita-
tiv sehen die Losungen in der Nihe des Ruhepunktes (£, n) aus wie die Losungen des zugehérigen
linearisierten Systems. Ubungsaufgabe: Berechnen Sie die Losungen des linearisierten Systems
und zeichnen Sie das Phasenportrait.

3 Dimensionen, Skalierungen und Stérungsrechnung

In diesem Paragraphen wollen wir uns nochmal mit mit der Dimensionsanalyse beschéftigen. In
vielen Problemen der Angewandten Mathematik tauchen kleine Parameter auf. Betrachten wir
eine Gleichung in dimensionsbehafteter Form, so kénnen Terme beliebig klein werden, indem
die Einheiten geéindert werden. Uns interessieren in diesem Zusammenhang daher nur kleine
dimensionslose Parameter. Wir betrachten nur kleine Parameter, denn falls ein Parameter
D grof} sein sollte, betrachten wir den kleinen Parameter ¢ = %.

Schon im ersten Paragraphen haben wir versucht, so zu entdimensionieren, daf} die resultie-
renden Gréfien von der Ordnung 1 sind. Dies fiihrte auf das Problem intrinsische Referenzgrofien
als neue Einheiten zu finden. Ein solches Vorgehen nennt man skalieren einer Gleichung. Wir
zitieren: “In the process of scaling one attempts to select intrinsic reference quantities so that
each term in the dimensional equations transforms into the product of a constant dimensio-
nal factor which closely estimates the term’s order of magnitude and a dimensionless factor of
unit order of magnitude.” Hat man nun einen kleinen Parameter ¢ in der entdimensionalisierten
Gleichung identifiziert, so bietet sich eine Stérungsrechnung an, die auf einem Reihenansatz

in € beruht. Dieses Vorgehen wollen wir zum Abschlufl dieses Paragraphen diskutieren.

Beispiel 1: Ein Korper der Masse m wird von der Erdoberfliche senkrecht mit der Geschwin-
digkeit v in die Hohe geschleudert.

Beispiel 2: Ein Pendel, das aus einem gewichtslosen Stab der Lange £ und einer Punktmasse
m am Endpunkt besteht, wird aus einem Winkel ) (zwischen Stab und Gravitationsrichtung)
losgelassen. Die Bewegung wird dann durch 0(t), dem Winkel zwischen Stab und der Gravita-
tionsrichtung zur Zeit ¢, beschrieben.

3.1 Dimensionslose Variablen und Parameter

Grundlegend bei der mathematischen Beschreibung von Naturvorgéngen sind die beiden fol-
genden Tatsachen:

1. Physikalische Groflen haben Dimensionen,

2. Physiklische Gesetze miissen unverdndert bleiben, wenn die Mafeinheiten veréndert wer-
den.

Dabei meint die letzte Aussage, dafi die Vorhersagen physikalischer Abldufe unabhéingig von
dem verwendeten Einheitensystem sein miissen.! Nun haben wir schon gesehen, daf es oft hilf-
reich ist, Gleichungen in eine entdimensionierte Form zu bringen. Das sogenannte Buckingham
IT Theorem besagt, dafl dies im wesentlichen stets moglich ist. Grob gesprochen besagt das
Theorem: Jede vollstindige Gleichung impliziert eine Gleichung, in der alle Variablen in dimen-
sionsloser Form vorliegen.

1Es ist z.Bsp. egal, ob man die Zeit in Stunden oder Sekunden angibt, die Zeitdauer selbst ist dieselbe.
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Eine vollsténdige Gleichung ist dabei eine Gleichung, die bzgl. allen Einheiten richtig ist.
Will man ein mathematisch formuliertes Gesetz auf eine dimensionslose Form bringen, so ist es
wichtig, Kombinationen der Parameter zu finden, die dimensionslos sind, oder die Dimen-
sion der auftretenden Variablen haben.

Wir betrachten zunéchst Beispiel 1:

Annahme: Die Hohe iiber dem Erdboden z(t) hingt von der Masse m, der Anfangsgeschwin-
digkeit v, der Gravitationsbeschleunigung g und dem Erdradius R ab. Die auftretenden Grofien
und ihre Dimension sind:?

[z] = L,[t] =T,[m] = M ,[v] = L/T,[g] = L/T*,[R] = L.
Welche dimensionslosen Parameter in der Produktform
H=m%’¢°RY, a,be,deZ,

konnen auftreten? Folgende Dimension ergibt sich

b c
L L
= (T) (:rz) L4 = Mo ptetdpbo2e,

Damit IT dimensionslos ist, muss gelten®
a=0, b+c+d=0, b+2c=0.

D.h.

Es folgt

Ein Zahlenbeispiel:
v=10m/s, g~ 10m/s*>, R=~10"m
Dann gilt
e=1075.

Jetzt suchen wir eine Kombination X der Parameter, die dieselbe Einheit wie die Variable x
(Hohe iiber dem Erdboden) besitzt, d.h.

X =m*v"¢°R?, a,becdel,
und
[X] = L = Mo pbtetd p-b-2c,
Daraus folgt
a=0, 1=b+c+d, 0=0b+2c
und damit

a=0, d=14¢, b=-2c.

2Machen Sie sich klar, da8 es sinnlos wiire, irgendeine nichtlineare Funktion auf dimensionsbehaftete Gréfien
anzuwenden, z.Bsp. sin(1m) ist sinnlos!

3Beliebige nichtlineare Abhingigkeiten kénnen aber auf dimenslose Argumente angewendet werden: sin(1m/¢)
ist moglich!
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Nun suchen wir eine intrinsische Referenzgroe ¢ (Referenzlénge), die einem typischen Wert fiir
die Hohe z entsprechen soll. Auflerdem soll £ Kombination der Parameter sein. Es ergibt sich

2 d 2 c
= () 5 ren () n

Suchen wir nun desgleichen eine Referenzgrofie 7 fiir die Zeit, die sich aus den Parametern
berechnet, so erhalten wir

= mavbgcRd,

und damit

Daraus folgt
a=0, b+c+d=0, b+2c=-1
und
d=c+1, b=-1-—2c.

Fiir 7 ergibt sich

v [ Rg ¢ v _4 R (Rg ¢ R —c
T=-|—) === (—) =—¢"¢.
g \ v2 g v \ v2 v

Es ergeben sich die zwei Moglichkeiten fiir 7

r=2 oder T=2=
g v
Beispiel 2(das Pendel) Wir suchen eine Formel, die die Periode ¢* der Oszillation des Pendels

mit den Parametern des Problems in Verbindung bringt. Folgende Parameter nehmen wir als
relevant an: (Masse m, Erdbeschleunigung g, Pendelliinge ¢

[m] =M, [g]=L/T? (=0L.
Wir machen den Ansatz
=50 mb e
wobei § eine dimensionslose Konstante ist. Fiir die Dimension erhalten wir
[t*] = 8] [ [m)* [9]° & T = L* M® LT >,

und damit

Das heif}t, die einzige Formel, die dem gemachten Ansatz geniigt ist

r=sft.
g

Dabei mufl die Zahl § durch Experimente bestimmt werden (aber es zeigt sich, dal § = 2«
ist). Diese Formel fiir die Schwingungsdauer ¢* des Pendels ist eine gute Néherung fiir nicht zu
schnelle Bewegungen des Pendels.
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3.2 Skalierungen

Beriicksichtigt man in mathematischen Modellen sémtliche in Frage kommenden Einfliisse, so
werden die Problemstellungen h#iufig zu komplex. Daher versucht man ”kleine” Terme zu ver-
nachléssigen. Um diese ”kleinen” Terme zu identifizieren, mufl man die Gleichung moglichst auf
eine dimensionslose Form bringen, und zwar so, dafl die Groenordnung der Terme in der ent-
dimensionierten Form durch dimensionslose Vorfaktoren beschrieben werden. Diese Form der
Entdimensionierung nennt man auch Skalierung. Wir diskutieren die Skalierung anhand von
Beispiel 1.

Unter Vernachldssigung von Reibungskriften wird die Bewegung eines Korpers, der senkrecht
von der Erdoberfliche mit der Anfangsgeschwindigkeit v in die Hohe geschleudert wird, durch
folgendes Anfangswertproblem beschrieben:

g R?

NGRS

z(0)=0, 2'(0)=vwv.

Dabei gibt z(t) die Hohe des Koérpers iiber der Erdoberfliche zur Zeit ¢ an. Die obige Differen-
tialgleichung folgt aus dem Newtonschen Gesetz: Beschleunigung = Kraft - Masse, wobei die
Kraft gegeben ist durch die Identitét

Gm1 mao

Kraft = ———— .
ra. ((L‘—‘,—R)Q

(z + R) : Abstand der Schwerpunkte der beiden Kérper, m, mg Gewicht der beiden Kérper, G
Gravitationskonstante. Aulerdem gilt

Kraft(x =0) = —my1 g, ¢ : Gravitationsbeschleunigung,
so daf
R%g=Gms,

und insgesamt die Differentialgleichung folgt. Wenn wir zuniichst versuchen das Problem zu
entdimensionalisieren, ohne unsere physikalische Intuition zu nutzen, so bietet sich folgendes
allgemeines Verfahren an:

T=t/t", y(r) ==2(t)/¢

wobei t* und ¢ Referenzgrofien sind, so dafl 7 und y dimensionslos sind (d.h. [t*] = T und
[¢/] = L). Wir wollen ¢* und ¢ in Abhéngigkeit der Parameter des Problems wihlen, d.h.

t*=t*(v,9,R), £={(v,g,R).

Es folgt nach umrechnen der entsprechenden Ableitungen (Kettenregel):

14 g '
GHAGRR e R U { O
R
oder
¢ " o 1 B ) B i
(t*)zgy (1) = (y%—l—l)?’ y(0) =0, ¢'(0) 7U£ )

Wir wollen jetzt £ und t* so wéhlen, dass moglichst viele der Koeffizienten

e
Ry ®T

gleich eins sind.

Folgende Moglichkeiten bestehen (dabei ist wieder e = ”—;)
g

a) Gl =L k== = Rt =By = — o y(0) = 0, 5/(0) = S = VE.
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b) =1 Lv=1=(=Rt"=Rjv= %y =L y(0) =0,y (0) = 1.

(y+
* 2
C') (t*€)2g 17%7) =1l=1t = ’U/g = %;fR = R/’U,E = 1)2/9 = y// = 7may(0) =
0,y(0)=1

Im Fall ¢.) gilt

V2 _vz/g_ /

““"R¢_ R R’

d.h. ¢ 148t sich schreiben als Quotient zweier Léngenskalen. Ist ¢ (und ¢ sollte intrinsische
Lingenskala fiir « sein) klein im Vergleich zum Erdradius, so ist € klein. In diesem Fall (wenn
2 /¢ wirklich von der GréBenordnung 1 ist und wenn ¢ < R), kénnen wir den Term ey als kleinen
Term identifizieren.

Jetzt wollen wir versuchen die Gleichungen zu l6sen, die entstehen, wenn wir € = 0 setzen.

a.) y"’ = —ﬁ, y(0) =0, ¥’(0) = 0. Daraus folgt daf y(7) < 0 fir 7 > 0 was offensichtlich
unsinnig ist. In diesem Fall sind die Raum und Zeitskalen schlecht gewé&hlt. Der Korper ist
schon wieder auf dem Boden, bevor die gewéhlte Zeitskala tiberhaupt bemerkt hat, dafl
er in der Luft war und er fillt dann weiter zum Erdmittelpunkt. Fiir unser Zahlenbeispiel
(v=10m/s,g ~ 10m/s?, R ~ 10"m) erhalten wir:

¢ =10"m (keine typische Linge im Problem, zu grofi!),

IR
t* =/ — ~10%s (keine typische Zeit im Problem, zu grof!).
g

b.) 0= —ﬁ, y(0) = 0,3(0) = 1. Dieses Problem besitzt keine Losungen. Wieder sind die
Zeit-und Raumskalen ungiinstig. Fiir das Zahlenbeispiel erhalten wir:

(=10"m, t* = R/v = 10%s.
c.) In diesem Fall erhalten wir eine sinnvolle Lésung:

y'=-1,94(0)=0,y0)=1=

1,
y(r)=71-— 57’
gt?
t) = vt — =
z(t)=v 5
Das Maximum von z wird zur Zeit
=Y
g b

angenommen und es gilt

Die Vereinfachung die zu ¢.) fithrte, setzt voraus, daf3
ekl

und z/ (ﬁ) von der GréBenordnung 1 (oder kleiner) ist. Die obige Losung des vereinfachten
Problems zeigt, dafi die zweite Voraussetzung erfiillt bleibt, falls ¢ <« 1 ist. Auflerdem sehen
wir, daf} die

Zeitskala * = 2 ,
g

U2

Langenskala (= —,
)

gut gewihlt sind (¢* ist die Zeit zu der der Korper seine maximale Hohe annimmt, ¢ ist die
doppelte Hohe die der Korper erreicht). Sie sind im besten Sinne intrinsische Referenzeinheiten.
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4 Regular gestorte Probleme und asymptotische Entwick-
lungen
Tauchen in einer Gleichung Terme mit einem kleinen Parameter ¢ auf, so ist es moglich
Né#herungslosungen zu konstruieren, indem man die Gleichung 16st, in der alle Terme die €
enthalten, vernachléssigt werden. Nun kann man versuchen die Ndherung zu verbessern, indem
man Terme hoherer Ordnung in € hinzuaddiert. Diese Korrekturwerte wollen wir als Losungen
von Gleichungen erhalten, die sich ergeben, wenn die urspriingliche Gleichung zu einer gewissen
Ordnung in ¢ erfiillt sein soll. Wir wollen dieses vorgehen, d.h. die Methode der asymptotischen

Entwicklung zunéchst an einem einfachen algebraischen Beispiel diskutieren.
Wir betrachten die quadratische Gleichung

22 +0.0022 —1=0. (4.1)
Der zweite Summand hat einen kleinen Vorfaktor. Setzen wir € = 0.001 < 1, so erhalten wir
2?4+ 22 —-1=0. (4.2)
Wir nehmen an, dafl die Losungen dieser Gleichung eine Reihenentwicklung der Form
T =x0+e% +e % +...,a>0,
besitzen. Wir setzen diese Entwicklung nun in die Gleichung ein und erhalten
x3+25°‘x0x1 +...+2(xzo+e“z1+...)—1=0.

Wenn diese Identitdt richtig sein soll, muf} sie insbesondere fiir kleine € richtig sein. D.h. alle
Terme, die keinen Faktor € oder € besitze, miissen sich zu Null addieren. Solche Terme nennt
man von der Ordnung 1. Wir schreiben O(1) bzw. O(e) und sammeln dabei nur die Terme, die
genau von der Ordnung 1 bzw. € sind. Der entsprechende Koeffizientenvergleich liefert fiir den
Absolutterm

O(1): 23-1=0.

Die Losungen sind zp = +1. Insbesondere hat die Gleichung zur Ordnung O(1) genau soviele
Losungen wie das urspriingliche Problem. Dies ist eine Voraussetzung, um von einem regulér
gestorten Problem zu sprechen.

Jetzt betrachten wir die Terme zur nichsthoheren Ordnung in . Hier héngt es davon ab, ob
a<l,a>1oder a=1gilt. Ist a < 1, so folgt 0 = x1 = zo = x3 = .... Dies scheint also kein
verniinftiger Ansatz zu sein. Es ist allerdings auch nicht moglich o > 1 zu wéhlen. Warum?

Somit bleibt nur die Moglichkeit @ = 1 zu wéhlen und wir erhalten zur Ordnung e die
Gleichung

O(e): 2xpx1+229=0.

Die einzige Losung dazu ist 1 = 1. Beriicksichtigen wir auch die Terme zur n#chsthoheren
Ordnung in der Identitét, so ehalten wir

:Cg + 2exg 11 + 5239% + 222900+ ... + 2e(xo +ex1 + 2y + .. )=0
und die Terme von der Ordnung €2 ergeben die Identitit
O(e?) : o3 + 2w9mg + 211 =0,
und damit ergibt sich

1 1
Xro = 5(1’0)71 = :|:§ .

Wir erhalten unsere urspriingliche quadratische Gleichung indem wir € = 1072 setzen und wir
erwarten, dafl die Zahlen

2
To, To +EX1, To +€T1 +E7 X, ...
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gute Niherungen der Losung zu 22 +2ex—1 = 0 sind, falls wir ¢ = 1073 setzen. Das funktioniert
tatséchlich. Fiir die positive Losung gilt z.Bsp.

9 =1,
xo +exy = 0.999,
xo + exy + 20 = 0.9990005
Texake = 0.9990005. . .

D.h. die Reihenentwicklung liefert also schon bei der Beriicksichtigung weniger Terme sehr gute
Naherungen. Interessant wird dieses Vorgehen natiirlich erst bei komplexen Problemen.

Wir wollen die Methode der asymptotischen Entwicklungen nun auf das Beispiel 1 anwenden.
Wir suchen Naherungslosungen des Differentialgleichungsproblems

1

y' = —ma y(0) =0, y'(O) =1, (4.3)

fiir kleine Zahlen € > 0. Wir machen einen formalen Reihenansatz fiir y der Form (in der
Differentialgleichung gesucht ist eine Funktion y, also sind die Glieder des Ansatzes nun auch
Funktionen)

y(1) = yo(7) +eya(7) + %2(T) + ... . (4.4)

Wir setzen voraus, dafl Ableitungen von y sich durch termweises Differenzieren berechnen las-
sen (das muf i. Allgemeinen nicht richtig sein). Jetzt setzen wir die Reihenentwicklung in die
Differentialgleichung und in die Randbedingung ein und erhalten

-1
(1 +e(yo +eyr +e2y2 +...))2
—1+ 2eyg + 2€%y; — 352y§ +...

W) eyl (7) + () + =

Hier haben wir die Reihenentwicklung (Taylorentwicklung um den Nullpunkt)

fl@)=f0+2) = _ %f(0)+f’(0)x+%f”(o)x2+...

(1+x)
=1-2z+32" +...

ausgenutzt. Fiir die Anfangsbedingung ergibt sich entsprechend

Y0(0) + ey1(0) + %y2(0) + ... =0,

v (0) 4 €91 (0) +2y5(0) + ... =1.
Koeffizientenvergleich liefert zu hochster Ordnung in € das Anfangswertproblem

O1): yo/(r) = —1, yo(0) = 0, y(0) = 1.
Desweiteren zu den folgenden Ordnungen aus dem Koeffizientenvergleich
O<E) : yi/(T) = 2y0<7-)7 W (0) =0, yll (0) =0,
O(e%) : y5(1) = 2y1(7) — 3y5(7), ¥2(0) = 0, y5(0) = 0.

Diese Gleichungen lassen sich nun sukzessive (der Reihe nach, unabhéingig voneinander) 16sen
und wir erhalten:

1
yo(T):T—§T27

Y (1) =21 — 12 = (1) = 173 — i74
1 1 3 12 )

2 3

5 (1) = §T3 S . . Pk R
11, 11 .
= - e
v =357 *57 17



und als Reihenentwicklung in € ergibt sich
1 1 1 11 11
y(t) = 71— 72—1—5(73—74) + &2 <_4T4+6075_360T6+“'> +..

Natiirlich kann man das Verfahren weiter fortfithren und auch Terme hoherer Ordnung berech-
nen.

Wir stellen uns die Frage: Wann ist die Hohe des in die Luft geworfenen Koérpers maximal?
Dazu machen wir fiir den Zeitpunkt 7.« an dem die Hohe maximal ist:

2
Tmax = T0 +ET1 +E°T2 + ...

Wir wollen .y approximativ bestimmen, indem wir die Gleichung 3'(7) = 0 niiherungsweise
losen (ist die Hshe maximal, verschwindet die erste Ableitung von y natiirlich). Wir erhalten

0=y'(7) =yp(7) +evi(r) + ...

1
21—7'—|—6(7'2—§7'3)—|—...

1
:1—70—571+ET§—6§T3+...

Losen wir die Gleichungen der Ordnung 1 und €, so erhalten wir

O(l) T()Zl,
1 2
O(e): leTgngg’:g.
Wir erhalten
1+2 +
Tmax & —e4...
3
und damit als Naherung fiir die maximale Hohe
2 1 2 1 1
max ~ max,) — 1 o - -(1 Ze)? 5 T4
e & Y(max) = (14 26) = S(1+ 2 +e(5 — 75) +
1 2 2 1
=1—-= ——=4+-)+...
2+5(3 3+4)+
—1+€+
=5t gt

Das heif3t, falls wir beriicksichtigen, daf} sich die Schwerkraft erniedrigt, wenn der Koérper sich
von der Erde entfernt, so erhalten wir, daf sich die maximale Hohe vergroflert was physikalisch
gesehen sinnvoll ist.

Das Vorgehen bei der Bestimmung der asymptotischen Entwicklung kann nun auch allgemei-
ner formuliert werden. Wir formulieren das Vorgehen in Banachrdumen um auch asymptotische
Entwicklungen mit einzuschlieflen, in denen Funktionen gesucht werden, wie im letzten Beispiel.

Es seien Bj, B Banachriume (z.Bsp. Funktionenrdume differenzierbarer Funktionen etc.) und
es sei die Abbildung

F Bl X [0,50) d B2

glatt, d.h. so oft differenzierbar, wie es fiir die folgenden Uberlegungen notwendig ist. Wir
suchen fiir € € [0,&¢) eine Losung y° der Gleichung

F(y,e)=0.

Wir machen dazu den Ansatz
oo
yE = Z 52?/1‘ )
i=0

und entwickeln € — G(e) = F(y°,e) um € = 0 in seine Taylorreihe:

F(y®,e) = G(e) = G(0) + eG'(0) + %G”(o) +oy
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wobel
G(0) = F(yo,0)
d
G'(e) = e (Fyo+eyi + ey +...,¢))
=DiF(yo+ey+eya+...,6).[y1 +2ey2+...| + DaF(yo +ey1 +€%y2 +...,¢) - 1
G'(0) = D1F(y0,0). [y1] + D2F (yo,0)
G"(e) = D3F(yo + ey1 + €%yo + ..., €). [y1 + 22 + .. .}2 + D1 Fyo+eyr +e%ya +...,6). 2y + .. ]
—|—D12F(y0—|—6y1—|—62y2—|—...75) [y1—|—26y2—|—]
+ Do F(yo +eyi +€%y2 +...,8) [y1 +2ey2 + .| + D3F(yo + ey + ey +...,€) - 1
G"(0) = D}F (y0,0). [y1]* + D1F (y0,0). [2y2] + 2D1 F(yo,0) [y1] + +D3F (y0,0) - 1

Nach sortieren der Koeffizienten nach der Ordnung von ¢ ergeben sich die (voneinander un-
abhéngigen) Gleichungen (Gleichungssysteme)

G(0)=0< F(yo,0)) =0,
G'(0) = 0 < D1F(y0,0).[y1] = —D2F(yo,0)

1
G"(0) = 0 & D1F(yo,0)-[ya] = =5 DIF (y0,0)-[11]* = D21 F(y,0)-91 — D3F (30,0),

Falls die lineare Abbildung Dy F(yo,0) : By — By eine Inverse besitzt, so kénnen die Werte
Y1, Y2, Y3, ... iterativ berechnet werden.

Definition 4.1 (Asymptotische Entwicklung)
Sind die Werte yo,y1, Y2, - - -,yn Losungen der obigen Gleichungen, so heifit die Reihe

oo
yN = Z £'Yi
i=0

formale asymptotische Entwicklung der Ordnung N.

Frage: Wann liefern durch einen kleinen Parameter € “gestorte” Probleme eine gute Ndherung
fiir das Ausgangsproblem?

Definition 4.2 (Konsistenz)
Die Gleichungen

F(y,e) =0, e>0 gegeben, aber beliebig
heien konsistent zu
F(y,0) =0,
falls fiir alle Losungen yo von F(yg,0) = 0 gilt:

lim F(yp,e) =0.

Bemerkung 4.3
Aus Konsistenz folgt i. Allgemeinen nicht Konvergenz, d.h. fiir Lésungen y* von F(y,e) = 0
muf} nicht unbedingt

Y* — Yo

gelten fiir e — 0.

Manchmal zeigt es sich, daB sich der Charakter von Gleichungen entscheidend &ndert, wenn
man vermeintlich kleine Terme wegléisst. In einem solchen Fall spricht man von einer singuléren
Storung.
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Beispiele:

1. Die Gleichung ex? —1 = 0 &ndert fiir ¢ — 0 seine Ordnung. Insbesondere ist die Gleichung

fiir £ = 0 unlosbar und die Losungen x von e2? — 1 = 0 konvergieren fiir ¢ — 0 gegen

unendlich.
2. eyl = m,yE(O) =0, y.(0) = 1 &ndert seinen Charakter, falls man ¢ = 0 setzt. Fiir

€ > 0 betrachtet man eine Differentialgleichung und fiir € = 0 erhélt man eine unlosbare
algebraische Gleichung.

3. Eine der bekanntesten singuldren Storungen taucht in der Stromungsmechanik auf und
wir wollen diese im néchsten Paragraphen diskutieren.

5 Mathematische Modellierung von Stromungen

In diesem Paragraphen wollen wir einige Grundprobleme der Stromungsmechnaik behandeln.
Dies dient dazu, einige wichtige Fragestellungen zu formulieren.

Wir betrachten folgendes Beispiel: Ein Korper K (Schiff) wird von einem Fluid (z.Bsp.
Wasser) umstromt. Der Korper hat die charakteristische Groie ¢ (Schiffslinge und Breite). Wir
interessieren uns fiir das Geschwindigkeitsfeld

v:REXxR—R, v=u(zt)

des Fluids in jedem Ortspunkt z € R® und zu jeder Zeit ¢t € R. Wir nehmen an, daf} weit
drauflen die Geschwindigkeit gegen eine konstante Geschwindigkeit konvergiert

v(z,t) -V eR3 |z| — o0

Frage: Konnen wir die Geschwindigkeitsverteilung v mittels eines mathematischen Modells be-
schreiben?

Aus Erhaltungsprinzipien und unter gewissen konstitutiven Annahmen (d.h. Annahmen
an die Eigenschaften des Fluids) kann man die Navier-Stokes Gleichungen herleiten. Fiir ein
inkompressibles Fluid mit konstanter Dichte gg gilt bei Vernachlassigung duflerer Kréfte

©o (Ut(xat) + Vv(x,t).v(x,t)) = 7VP(xat) + HAU(T/,t) ) (51)
Dive =0,

wobei p : R? x R — R der Druck und 5 die dynamische Viskositéit des Fluids ist. Die Viskositt
beschreibt die Z#ahigkeit des Fluids. Sie ist hoch fiir Honig und niedrig fiir Gase. Weiterhin ist

Divv =v1 4 +v2y +v34 €R,
A¢ = ¢m1,m1 + ¢m2,m2 + ¢m3,m3 )

A’Ul
Av=|Avy | €R3,
AU3
Vixy Vlze Ul,as U1
Vow = |v2z, V2, V2, vy | €R3 ,
V3,27 U3,xzo U3 a3 U3

Frage: Sind die Dimensionen aller Terme in (5.1) gleich? Es gilt

v Geschwindigkeit [v] = L/T
00 Massendichte [gg] = M/L?
p Druck=Kraft/Fliche (ML/T?)/L*= M/LT?,

weiter gilt (es muss wegen Konsistenz gelten)
[n] = M/LT.

das liefert dann, daff alle Terme in der Gleichung (5.1) dieselbe Dimension haben und zwar
M/L*T?.
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Frage: Wir mochten das Verhalten bei der Umstromung eines groflen Schiffes verstehen, indem
wir Experimente mit einer um den Faktor 100 verkleinerten Nachbildung durchfithren. Wann
koénnen wir von Ergebnissen fiir Experimente mit der Nachbildung auf das Verhalten des grofien
Schiffes im Wasser schlieflen?

Dazu miissen wir die Gleichung (5.1) auf dimensionslose Form bringen. D.h. wir nehmen
Kombinationen der Parameter (hier ¢, v, 99,7, V') und bilden dimensionslose Gréfien, z.Bsp.

X
==, T=—
Y=1 7

wobel t* = t*(¢, v, 09, n) ein noch zu bestimmender intrinsischer Zeitmassstab ist. Weiter setzen
wir

v(z,t)
wy, ) =~
Vi
und
_ pla,t) . . . )
q(y, ) = ,  wobei der Referenzdruck pg ist noch zu bestimmen ist .
Po

Jetzt sind u, g selbst dimensionslose Groéf3en, definiert auf dimensionslosen Variablen.
Wir miissen jetzt die Differentialgleichung angeben, die u, ¢ erfiillen, wenn v, p die Gleichung
(5.1) erfiillen. Das geschieht so: jede Ableitung in (5.1) mufl durch Ableitungen von wu, ¢ nach
ihren Argumenten ausgedriickt werden. Wegen

v(x,t)
V|

z 1
0t

uly, ) = S ul(7, ) V= v(z,1)

folgt mit der Kettenregel

r t
Opv(a,t) = V|- 0,u(F. )

)

|

also

duv(e,t) = L oyu(y, 7).

Auf diese Weise werden alle auftretenden Ableitungen umgerechnet (Ubung) und es ergibt sich

t*
O-u + %Vyu.u =

pot* nt*
— —A,u.
2ol[V] VI Gt

Wir wihlen t* = %, po = V200 und v = 1/go (dies ist die kinematische Viskositit) und wir
erhalten somit

1
O-u+ Vyuu = —-Vyq+ EAyu,

v

u(y,7) — — fir |y| — oo.
V]

Dabei ist Re := ﬁ die Reynoldszahl und wir bemerken, daf} fiir grofie |y| die entdimensuio-

nalisierte Geschwindigkeit u im Betrage gegen 1 konvergiert. Aulerdem gilt natiirlich

Divu =0.

Stromungssituationen mit unterschiedlichem ¢ fithren nur dann auf dieselbe dimensionslose
Form (d.h. die Ergebnisse sind vergleichbar), wenn nur die Reynoldszahl dieselbe ist. D.h.
wenn ich die Grofle des Schiffes um den Faktor 100 verkleinere, kann ich z.Bsp. die An-
stromgeschwindigkeit V' um den Faktor 10 vergréflern und die kinematische Viskositdt um
den Faktor 10 verkleinern um Ergebnisse zwischen wirklichem Schiff und Modell vergleichen zu
konnen.
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6 Partielle Differentialgleichungen

Eine partielle Differentialgleichung (PDE: partial differential equation) ist eine Gleichung fiir
eine unbekannte Funktion u von mindestens zwei oder mehr (unabhéngigen) Variablen und fiir
gewisse partielle Ableitungen dieser Funktion. Im Gegensatz dazu bestimmt eine gewohnliche
Differentialgleichung (ODE: ordinary differential equation) eine unbekannte Funktion u, die nur
von einer unabhéngigen Variablen x oder ¢ abhingt.

So ist

F(z,y,u(z,y), ug(z,y), uy(x,y)) = F(x,y, U, Uy, uy) =0 (6.1)
die allgemeinste Form einer PDE erster Ordnung in den zwei unabhéngigen Variablen (z,y) €
R2.

Die Ordnung einer PDE ist der Grad der hochsten auftretenden Ableitung. Entsprechend ist

F(LL‘, yvu7uzauy7uxm7umy7uyy) =0 (62)

die allgemeinste Form einer PDE zweiter Ordnung in zwei unabhéngigen Variablen. Ist allge-
meiner 2 C R” offen und

F:OxRxR"xR” x...x R" —R (6.3)
eine gegebene Funktion, so nennt man den Ausdruck
F(x,u(x), Du(z), D*u(z), ..., D*u(z)) =0, x=(21,...,2,) €Q (6.4)

eine PDE k-ter Ordnung fiir die unbekannte Funktion w : Q C R™ +— R. Hierbei bezeichnet
D'u(z), | € N die Menge der partiellen Ableitungen der Ordnung I.

Das Losen (Integrieren) einer PDE besteht darin, daf§ man alle Funktionen w findet, die alle
partiellen Ableitungen besitzen die in der Gleichung (6.4) auftreten (klassische Losung) und die
der Gleichung (6.4) geniigen und eventuellen gewissen zusitzlichen (sogenannten) Randbedin-
gungen auf einer Teilmenge des Randes I' C 992 von . Ziel ist es, falls moglich, eine einfache,
explizite, geschlossene Formel fiir die Losung zu finden, oder, weil dies im allgemeinen nicht
moglich ist, Eigenschaften der Losungen zu beschreiben, ohne die Losung explizit zu kennen.
Natiirlich mufl man zuerst kldren, ob es {iberhaupt Losungen der PDE gibt, das ist die soge-
nannte Existenzfrage.

Beispiele fiir partielle Differentialgleichungen:
1. uy + cuy = 0, lineare Transportgleichung, Konvektionsgleichung
2. up + cuy = f(x,t,u), nichtlineare Konvektions-Reaktionsgleichung

Uy + u Uy, nichtlineare Transportgleichung, Burgers-Gleichung (Stofiwellen)

- W

Au = Uyy + uyy = 0, Laplace-Gleichung, Potentialgleichung

ot

Au = f(x), Poisson-Gleichung
Ust = Ugy, eindimensionale lineare Wellengleichung (schwingende Saite)
Ut = Uge — u>, eindimensionale nichtlineare Wellengleichung mit Riickkopplung

uyr = Au, allg. Wellengleichung im R™, im R? Schwingung einer Membran

© »®» N @

Up + U Uy + Ugre = 0, Dispersionswelle

10. ut = Uy, eindimensionale Warmeleitungsgleichung/Diffusionsgleichung
11. Uy = Ugger = Otu, schwingender Stab

12. uy = i ug,, eindimensionale Schrodinger-Gleichung

13, (14 u2) Uze — 2Ug Uy Uy + (1 + u2) uy, = 0, Minimalflichengleichung
14. us + H(Du) =0, H : R™ — R, Hamilton-Jacobi Gleichung
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15. |Du|? = 1, Eikonalgleichung der geometrischen Optik

Beispiele fiir partielle Differentialgleichungssysteme: (die gesuchte Funktion u selbst hat
mehrere Komponenten, i.A. braucht man dann soviele partielle Differentialgleichungen wie u
Komponenten hat, um eine Losung zu bestimmen:

1. uy = vy, uy = —v, Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen, zwei Gleichun-
gen fiir zwei unbekannte Funktionen u, v : R — R.

2. pAu+(pu+AN)VDivu—uy = f(x,t), x€R3 u:R3xR — R? die Lamé-Gleichungen,
elastisches System, beschreibt die elastische Verschiebung u eines Korpers unter der Ein-
wirkung von Kréften f. Die Parameter u, A sind gegebene Konstanten die das Material
beschreiben (Glas, Metall)

3. Au+ k?u = 0 stationire Schwingung im R", Helmholtzsche Schwingungsgleichung

4. uy + Vuu+ Vp —vAu = f, Divu = 0 gesuchte Funktionen: Geschwindigkeitsvektor
u: R? x R — R3 und skalarer Druck p : R?® x R — R. Insgesamt also vier Gleichungen
fiir vier unbekannte Funktionen u = (u1,us,us),p. Die Navier-Stokes Gleichungen
beschreiben Stromungen z.Bsp. von Luft und Wasser. Wieder ist die sogenannte Viskositéit
v ein Materialparameter

5. uy + Vuu + Vp —vAu = f, Divu = 0, die Euler-Gleichungen der Gasdynamik
entstehen formal fiir v = 0 aus den Navier-Stokes Gleichungen

6. Essei E,H,D,B : R3 x R — R3 die elektrische, magnetische Feldstirke sowie die Ver-
schiebungsdichte und die magnetische Induktion. Die Maxwellschen Gleichungen der
Elektrodynamik lauten

rot £+ By =0
rot H — Dy =3
DivB=0, DivD=p
B=B(H), D=DE) j=jE),
mit der Stromdichte j : R3 — R? und der skalaren Ladungsdichte o : R? x R — R.
Es handelt sich um ein PDE System 1. Ordnung von 17 Gleichungen fiir 15 unbekannte

Funktionen F,, Es, Es, Hy, Hy, Hs, B1, Bo, Bs, D1, Do, D3, 71, j2, 3. Obwohl anscheinend
zwei Gleichungen zuviel auftreten, ist das System nicht {iberbestimmt.

7 Notation

Ein n-Tupel o = (a1, ..., ay) mit a; € Ny heift Multiindex der Ordnung
ol = a1 + ... + . (7.1)

Fiir einen festen Multiindex o setzen wir

lodyy (2
D%u(z) = _9%ulz) =0y} ... 0p u(x). (7.2)

ot ...05"

Fiir ein k € Ny setzen wir D¥u(z) := {D“u||a| = k}, also die Menge aller partiellen Ableitun-
gen von u der Ordnung k. SchluBlendlich sei

[D*ul> = > |D)?. (7.3)
|| =k

Mit diesen Definitionen ist es nun moglich, PDEs néher zu klassifizieren.
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8 Klassifikation: formal

Eine PDE heifit linear, wenn die gesuchte Funktion u sowie alle ihre partiellen Ableitungen
D%y nur linear auftreten. Sie hat dann die allgemeine Form

Z aq(x) D%u = a(x), (8.1)

|l <k

wobei a,, a gegebene Funktionen sind.
Falls die PDE nicht linear in diesem Sinne ist, bietet es sich an, die auftretende Nichtlinea-
ritdt nochmal zu untergliedern.

Eine PDE heiflit semilinear, wenn die hochsten auftretenden partiellen Ableitungen linear
vorkommen. Sie hat also die allgemeine Form

Z ao(z) D = a(D*tu,. .., Du,u, ). (8.2)
la|=k

Eine PDE heifit quasilinear, wenn die hochsten auftretenden partiellen Ableitungen bei €in-
gefrorenen” Koeflizienten noch linear vorkommen. Sie hat dann die allgemeine Form

Z ao(D*Yu, ..., Du,u,x) D®u = a(D* u,..., Du,u,z). (8.3)
|| =k

Eine PDE heifit voll nichtlinear, wenn sie nichtlinear von den partiellen Ableitungen hoéchster
Ordnung abhéngt.

9 Linearitat

In vielen Féllen kann man die gegebene PDE in der Form L.u = 0 schreiben, wobei L ein
sogenannter Differentialoperator ist. Eine gegebene Funktion v wird durch den Operator in
eine neue Funktion L.u iiberfiihrt:

1. Lz%@L.u:%u:ugp
2. L=37, % = A, Laplace-Operator
3. L= g—; — A := [0, Box-Operator, Wellenoperator L.u = 0 = uy = Au.
Der Operator L heifit linear, wenn gilt
L(u+v)=Lu+Lwv, L.(cu)=cLu (9.1

wobei u, v aus einem geeigneten Funktionenraum sind und c eine reelle Zahl ist. Man nennt die
Gleichung

Lau=0 (9.2)

linear, wenn L ein linearer Operator ist. Die Gleichung (9.2) heifit dann homogene lineare
Gleichung. Fiir eine gegebene Funktion f # 0 heifit dann

Lu=f (9.3)

inhomogene lineare Gleichung.

Beispiel. Obwohl cos(zy?) u; — y® u, = tan(z? 4+ y?) kompliziert aussieht, handelt es sich um
eine inhomogene lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung.

Als eine Folgerung aus der Linearitét ergibt sich das Superpositionsprinzip: Seien uq, .. ., uy,
Losungen der linearen Gleichung L.u = 0 und seien ¢y, ..., ¢, Konstanten, dann ist auch
n
clul + ...cpl, = Z CjU; (9.4)
j=1
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eine Losung von L.u = 0. Wie im Falle der linearen Algebra gilt: kennt man alle Losungen einer
homogenen Gleichung und eine Losung der inhomogenen Gleichung, so kennt man schon alle
Losungen der inhomogenen Gleichung, denn

Lvi=g, Lva=g=L(vi—v3)=g—g=0 (9.5)

Einfache Beispiele fiir PDEs und deren Lésungen:

Bestimme alle Funktionen mit u,, = 0. Die Gleichung liefert, dal u,(z,y) = const.. genauer:
u, ist konstant auf jeder Geraden parallel zur z-Achse, d.h. es gilt u.(z,y) = f(y). Nochmalige
Integration liefert die Losungsformel u(x,y) = x f(y) + g(y). Hierbei beobachten wir, daf zwei
beliebige Funktionen f, g auftreten, typisch fiir die PDE zweiter Ordnung.

Bestimme alle Funktionen mit u,, + u = 0. Betrachte zuerst die ODE y(®(t) = —y(t). Deren
allgemeine Losung ist y(t) = a cost + b sint. Wir bekommen also die allgemeine Losung zur
PDE mit u(x,y) = f(y) cosz + ¢g(y) sinz. Wieder beobachten wir, daf zwei beliebige Funktio-
nen f, g auftreten, fiir die gegebene PDE zweiter Ordnung.

Bestimme alle Funktionen mit ug, = 0. Wir integrieren zuerst nach y, betrachten x als Kon-
stante, was u,(z,y) = g(x) liefert. Jetzt integrieren wir nach  und betrachten y als Konstante,
woraus u(x,y) = G(x) + F(y) folgt, mit G'(z) = g(x) und die Funktion G ist also differenzier-
bar. Wieder beobachten wir, dafy zwei beliebige Funktionen F,G auftreten. Will man u zuerst
nach y differenzieren (der Satz von Schwarz iiber die Vertauschung der Differentiationsreihen-
folge muss nicht gelten), dann muss F' differenzierbar gewihlt werden.

Genau dann sind u, v Losungen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen u, = vy, u, =
—vg, wenn die komplexwertige Funktion w(z +1iy) = u(z,y) +iv(z,y) holomorph (i.e. komplex
differenzierbar) ist. Dann gilt Au = Av = 0. Losungen der Potentialgleichung Au = 0 nennt
man harmonische Funktionen.

Bestimme alle Losungen der linearen homogenen Konvektions/Transportgleichung 1. Ordnung

ou ou
auw—l—buy::a%—i—ba—y:(), (9.6)

mit reellen, positiven Konstanten a,b > 0. Zuerst fithren wir neue Koordinaten ein, d.h.

§(z,y) = br —ay
n(z,y) = ax + by . (9.7

Offensichtlich ist das ein Diffeomorphismus (umkehrbar eindeutig, glatt) des R? in sich (Jaco-
bimatrix, Jacobi-Determinante), mit

a&m)  (E&(zy) &zy)\ (b —a . aEn) 2

Ausgehend von der gesuchten Losungsfunktion v : R? +— R definieren wir nun eine neue
Funktion v(&,n), indem wir setzen

v(f(:c,y),n(:c,y)) = u(:c,y) : (99)

Wir beachten, dafl der Wert der Funktion v an einem gegebenen geometrischen
Ort (es ist egal, wie wir den Ort bezeichnen, ob mit (¢,7) € R? oder mit (z,y) € R?)
mit dem Wert der Funktion u iibereinstimmt; trotzdem sind u,v unterschiedliche
Funktionen. Die partiellen Ableitungen ergeben sich mit der Kettenregel so

Uy (7,y) = dpu(x,y) = 0x[v(&(x,y), n(,y))]
= 9cv(&(z,y),n(z,y)) - &l y) + Oyv(&(z,y),n(z, y)) - nu(2, y)
= ve (€, n)b+vn(€ n)a
uy(z,y) = Oyu(x,y) = 9ylv(&(z,y), n(z,y))]
= dev(§(z,y),n(z,y)) - §y(x,y) + Opv(&(z, y), n(x,y)) - ny(,y)
= ve(§,m)(—a) + vy (&, )b (9.10)
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Bemerkung 9.1
Diese kleine Rechnung kénnte fiir Sie der Anlaf3 sein, die Kettenregel der Differentialrechnung
zu wiederholen.

Wegen au, + bu, = 0 bekommen wir fiir v die PDE

alve(&,mb+ vy(&,m)a] +b[ve(§,m)(—a) + vy (€, Mb] = (¢ + %) vy (&) =0, (9-11)

Also muss gelten v(€,n) = f(§). Nach Riicksubstitution sieht man, dass die allgemeine Losung
u(z,y) = v(&(z,y),n(z,y)) = f&(z,y)) = f(bx — ay) ist, mit einer beliebigen Funktion f,
typisch fiir die PDE 1. Ordnung.

Bestimme alle Losungen der linearen homogenen Konvektions/Transportgleichung 1. Ordnung
im R”

up(z, t) + (b, Vyu(z,t)) =0,z € R", (9.12)

mit gegebenem b € R", wobei (v,w) = >, v; w; das Skalarprodukt auf R™ bezeichne. Ausge-
hend von einer (angenommenen glatten) Losung u : R™ x R betrachten wir die Funktion

z:R—R, z(s):=ulx+sbt+s) (=u((z,t)+s(b1))). (9.13)

Dann gilt 2/(s) = (Vu(z + sb,t + s),b) + u(z + sb,t + s) - 1 = 0 unter Benutzung der PDE.
Also ist z(s) eine konstante Funktion. Fiir jeden Punkt (z,t) ist u konstant auf der Geraden
durch (z,t) mit Richtung (b, 1). Falls es auf jeder dieser Geraden einen Punkt gibt, auf dem wir
u kennen, so ist u auf dem gesamten R™*! bekannt.

Bestimme alle Losungen u : R” x R +— R des homogenen Anfangswertproblems (Cauchy-
Problems)

ug(z,t) + (b, Vyu(z,t)) =0, (z,t) € R" x (0,00)
u(z,0) = g(z), (9.14)

mit gegebenem b € R™ und einer bekannten Funktion g : R™ — R. Fiir (x,t) mit ¢t > 0 ist die
Gerade durch (x,t) mir Richtung (b, 1) gegeben durch

s+ (x+ sb,t+3). (9.15)

Diese Gerade schneidet die (Hyper-)Ebene I' := R™ x {t = 0} bei s = —t im Punkte (z —tb,0).
Da u konstant auf dieser Geraden ist und ausserdem gilt, dal u(xz — tb,0) = g(x — tb), so folgt
also die Losung

u(z,t) = gz —tb) . (9.16)

Ein u in dieser Form heifit auch travelling wave solution und der Konstante Vektor b ist
die verallgemeinerte Transportgeschwindigkeit, mit der die Ausgangsinformation transportiert
wird. Wenn also die Gleichung (9.14) eine glatte Losung besitzt, so ist sie durch (9.16) gegeben.
Daher der Name Transportgleichung: die Werte von ¢g auf dem Rand werden in das Innere des
Gebietes transportiert. Umgekehrt ist fiir jede Funktion g € C! die Funktion u aus (9.16) eine
klassische Losung (alle notwendigen partiellen Ableitungen existieren).

Falls ¢ ¢ CY(R",R), so besitzt (9.14) offenbar keine C'-Losung (klassische Losung) wu.
Trotzdem ist natiirlich u aus (9.16) der einzige verniinftige Kandidat fiir eine Losung von
(9.14). Fiir g € C! oder sogar unstetiges g nennt man

u(z,t) = gz —tb) . (9.17)
daher eine schwache Lésung (die partiellen Ableitungen brauchen nicht zu existieren).

Bestimme alle Losungen u : R” xR +— R des inhomogenen Anfangswertproblems (Cauchy-
Problems)

ug(z,t) + (b, Vyu(z,t)) = f(z,t), (x,t) € R™ x (0,00)
u(z,0) = g(x), (9.18)



mit gegebenem b € R™ und bekannten Funktionen f : R"™! — R, g : R® — R. Wie oben
betrachten wir fiir festes (z,t) wieder die Funktion

2(8) :=u(x + sb,t +s) (=u((x,t)+s(b,1))). (9.19)
Jetzt gilt aber
2'(s) = f(z + sb,t +s), (9.20)

also nach Integration

0 0 ¢
z(O)—z(—t):/z’(s)ds:/f(gc—i—sb,t—i—s)ds:/f(x+(s—t)b7s)ds,
—t —t 0

2(0) = u(z,t), z(—t) =u(z —tht—1t) =u(x —1tb,0) = g(x —tb). (9.21)

Daher erhalten wir fiir (9.18) die Losung
t
(e, t) = g(z — th) + / F@+ (s — )b, 5) ds. 9.22)
0

Bestimme alle Losungen v : R x R +— R der eindimensionalen Wellengleichung (Schwingung
einer Saite)

ug(2,0) = uy () . (9.23)

Wir fithren wieder neue Koordinaten ein: diesmal (z,y) = z +t, n(x,y) = x —t und definieren
die neue Funktion

v(&(x,y), n(z,y)) == u(z,y) . (9.24)
Wie oben folgt leicht mit der Kettenregel
Upg =Ve-1+wv,-1, up=ve-1—-wy,-1
Ugy = Ugg + ey + Upy  Ugt = Vgg — Vg + Uy - (9.25)
Ausnutzen der PDE fiir u liefert
0= Uy — Uy = —4dvgy . (9.26)

Diese PDE fiir v haben wir bereits weiter oben gelost mit dem Resultat, dafl

v=uv(n) = f()+gn) (9.27)

mit willkiirlichen Funktionen f,g : R — R. Damit ergibt sich als allgemeine Losung der Aus-
gangsdifferentialgleichung

u(z,t) = flx+t) +g(x—1t), (9.28)

wobei wir aber beachten, dafl f,g zweimal differenzierbar sein miissen, damit diese Losung
eine klassische Losung sein kann. Der Anteil g(z — t) definiert eine nach rechts laufende Welle,
f(x +t) dagegen eine nach links laufende Welle. In beiden Féllen bleibt die Gestalt der Welle
erhalten.

Damit v die Anfangsbedingungen erfiillt, muss gelten

uo(z) = u(z,0) = f(x) + g(z) = ugp(x) = f'(z) +9'(x)
u(z) = w(@,0) = pul@, th=o = [f'(@ + 1) + ¢'(z = ) (=1)];— (9.29)
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Daraus ergibt sich eindeutig

1 1
J= ), g = () (9:30)

und mit Integrationskonstanten fy, go € R also

x

£@) = un(e) + 5 [wilo)ds+ o
0

g(x) = %uo(x) - %/ul(s) ds + go . (9.31)
0

Mit f+g = up von oben muss fo+go = 0 gelten. Somit kénnen die Integrationskonstanten (u =
f+ g+ fo+go) in der Losungsformel weggelassen werden. Wir erhalten die d’Alambertsche
Losungsformel

r+t
u(z,t) = % (ug(x +t) +up(z —t)) + / ui(s)ds. (9.32)

Eine Probe zeigt, dass dies fiir ug € C? und u; € C! tatsichlich eine Lésung des Anfangswert-
problems liefert.

10 Wohlgestelltheit im Sinne von Hadamard

Eine partielle Differentialgleichung L.uw = f, mit Randwerten R(u) = g und gegebenenfalls
Anfangswerten A(u) = ug heifit wohlgestellt im Sinne von Hadamard, falls die folgenden
drei Eigenschaften erfiillt sind:

1. Die PDE besitzt mindestens eine Losung u (Existenz) fiir die Daten f, g, uo.
2. Zu gegebenen Daten f, g, uo gibt es hichstens eine Losung (Eindeutigkeit).

3. Die Losung héngt stetig von den Daten f, g, ug ab, d.h. werden die Daten nur gerinfiigig
gedindert, dann #ndert sich auch die Lésung nur wenig (stetige Abhéngigkeit, Stabilitéit).

Die Erfiillung dieser Forderungen héngt nun entscheidend davon ab, welche Klasse von Daten
und welche Funktionenrdume man betrachtet. Vom physikalischen Standpunkt aus ist Stabilitét
eine wichtige Eigenschaft: Messungen der Daten kénnen immer nur approximativ sein. Falls
nun die PDE nicht stabil ist, kénnte man zu approximativen Daten vollig andere Ergebnisse
bekommen. Vorhersagen wéren nicht moglich!

Beispiel: wir betrachten wieder die lineare Transportgleichung u; + cu, = 0 zusammen mit dem
Anfangswert u(x,0) = ug(x). Die Gleichung hat die eindeutige Lésung

u(z,t) = up(z — ct) . (10.1)

Ohne hier priziser zu werden, liefert uns die Losungsformel auch die Stabilitét: kleine Anderungen
an ug dndern auch die Losung v nur wenig. )
Jetzt betrachten wir die Transportgleichung mit der Anfangsbedingung”

u(es, s) =up(s), seR, (10.2)

auf der sogenannten charakteristischen Kurve (cs,s). Man sieht sofort, dafl die Gleichung
u; + cu, = 0 iiberhaupt nur lésbar ist, wenn wg konstant ist, da u entlang der Charakte-
ristik (cs, s) konstant sein muss. Dariiberhinaus gibt es unter dieser Voraussetzung unendlich
viele Losungen, denn entfernt von der Charakteristik kann u jeden Wert annehmen. Wie man
sieht, ist das Problem nicht wohlgestellt. Wir werden den Grund fiir den Unterschied bzgl. der
Anfangsvorgabe bei der Behandlung der Charakteristikenmethode untersuchen.
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11 Partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung

11.1 Homogene lineare PDE’s 1. Ordnung
Jede lineare PDE 1. Ordnung kann in der Gestalt

(a(z),Vu(z)) + b(x)u(z) +c(z) =0, z€QCR",q,b:R*"—R", c:R*"—R  (11.1)

geschrieben werden. Die Koeffizientenfunktionen a : R™ — R", b, ¢ : R™ — R seien in einem Ge-
biet 2 C R"™ stetig und in keinem Punkt des Gebietes gleichzeitig Null. Wir studieren zunéchst
die homogene, ”verkiirzte” PDE

(a(x), Vu(z)) =0. (11.2)
Offenbar besitzt (11.2) die Losungen u(x1, ..., z,) = const.

Definition 11.1
Die Losungen u = const von (11.2) heiflen triviale Losungen. Jede andere Lésung heifit nicht-
trivial. |

Zunichst betrachten wir den Fall zweier unabhéngiger Variablen, also

(a(x), Vu(z)) =0,
a(x) = (a1(z1,22), az(z1,22))", V(@) = (0, ul@r, 22), gy ular, 22))"
ay(z1, 22) Op, u(xy, 22) + ag(x1, 2)0p,u(x1,22) =0, (11.3)

der sich durch besondere Anschaulichkeit auszeichnet.

11.1.1 Das charakteristische System

In dem Gebiet © C R? sei uns eine nichttriviale Losung u : € R? — R von (11.3) bekannt.
Diese Losung u konnen wir uns geometrisch als (krumme) Fliche iiber € in der Ebene vorstellen.
Aus Q denken wir uns alle stationéren Punkte , i.e. (z1,22) € Q mit Vu(z1, z2) = 0 entfernt.

Die Gleichung (11.3) bleibt erhalten, wenn wir sie mit m multiplizieren (nach Vor. ist
lla(z)]| > 0 in Q. Wir kénnen also auch annehmen, dal a € R? Einheitslinge hat. Wenn wir uns
die Losung u als ein Flichenstiick (Berg) iiber der Ebene vorstellen (Integralfliiche), so sagt die
PDE (11.3) nichts anderes, als da8 a = (a1, a2) in jedem Punkt senkrecht auf Vu steht. Also
ist a ein Tangenteneinheitsvektor an die Hohenlinien von u ("Der Gradient Vu steht senkrecht
auf Hohenlinien”).

Eine H6henlinie von u besitzt die Darstellung

y: T CR— R wu(y(s)) = u(y1(s),v2(s)) = const (11.4)

wobei der Parameter s ein Intervall I C R durchlaufe. Ausserdem sei v so gewiihlt, daB ||¥(s)|| =
1 (das geht immer, falls nétig nach Umparametrisieren). Fiir differenzierbares v gilt in I

06 = (Tuln (). 560 = (g 2N (B ) =0, i)

weil u(y(s)) = const. fiir alle s € I. Andererseits gilt fiir eine Losung v der PDE aber

81111(71(5),72(3)) al(fyl(s),fm(s)) _
<(3xzu(’71(5)772(3))> ’ ( )> =0. (11.6)

Fiir nicht-verschwindenden Gradienten Vu = (9;,u, 0,,u) € R? folgt aus (11.5) und (11.6) im
R? aber, dafl

Y(s) = aly(s)). (11.7)

Dieses Gleichungsystem enthélt die Funktion u nicht mehr, es kann aber trotzdem als der PDE
(11.2) zugeordnet angesehen werden. Es heifit das sogenannte charakteristische Dgl. System der
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PDE (11.2). Nach der Theorie der Losungen von ODE-Systemen besitzt das System (11.7) in
dem Intervall I -zumindest lokal- eine zweiparametrige Schar

e _ (501, Cy)
v = ’Y(S,Cl,CQ) = (’}/2(8;01,02) R Cl,CQ c R, (118)

von Lésungskurven, wobei die Konstanten C7,Cy (und damit die Losungskurven) z.Bsp. durch

Anfangswerte
71(0; C1,C2) To
= €N 11.9
<71(0; C1,C2) Yo (11.9)
festgelegt sind. Nach Konstruktion ist klar, dafl
u(y1(s; Cr, C2),72(s; C1, Ca)) = const. (11.10)
ist. Man erwartet nun, dafl die Schar der rdumlichen Kurven

7(s;C1,Ca)
S = ’}/2(8;01,02) (11.11)
((s;C1,Co) = ((0; Cy, Ca) = const.

auf einer Integralfliiche (x,y,u(z,y)) € R3 liegen, diese Integralfliche mithin also #ufspannen”.
Dafl das stimmt, beweisen wir unten fiir den allgemeineren Fall des R™.

Definition 11.2
Das der PDE (11.2) zugeordnete System gewdhnlicher Differentialgleichungen 1. Ordnung
(ODE) fiirv: I C R+— R"”

4 71(s) a1 (71(8); -+, ()
) =a0() = : : (11.12)
Y (8) an(71(8), -+ 1n(s))

heifit charakteristisches System zu (11.2).

Definition 11.3

Jede Losung v : I C R — R" heifit charakteristische Grundkurve oder Grundcharakte-
ristik von (11.2). Als Charakteristik bezeichnet man dagegen jede Kurve 7 : [ C R — R"T!
mit

71(8)

s = |- (11.13)
e
const.

Fiir den Fall zweier unabhéingiger Variablen haben wir gezeigt, dal die Hohenlinien jeder Inte-
gralfliche Charakteristiken und deren Projektionen in die (x1, z2)-Ebene Grundcharakteristiken
von (11.3) sind. Umgekehrt kann man beweisen, dafi jede Funktion u(z,y) mit stetigen parti-
ellen Ableitungen 1. Ordnung eine Losung von (11.3) ist, wenn die Hohenlinien ihrer Fléiche
Charakteristiken sind, d.h. wenn die Funktionenswerte von u entlang jeder Grundcharakteristik
konstant sind. Diese Aussagen sind iibertragbar auf die allgemeinere PDE (11.2).

Theorem 11.4

Sind die Koeffizientenfunktionen a;(x1,...,2,), © = 1...n stetig in dem Gebiet 2 C R™ und
verschwinden in keinem Punkt von Q gleichzeitig, so ist jede Funktion u = u(z1,...x,) mit
stetigen partiellen Ableitungen 1. Ordnung genau dann eine Ldsung von

(a(z),Vu(z)) =0, zeR",u:R"—R, a:R"—R" (11.14)

falls u konstant ist entlang jeder Grundcharakteristik.
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Beweis. Die Grundcharakteristik erfiillt
i) =alrs)), sel, (11.15)
also gilt
d d
Sulr(s)) = (Vuly(s)), 1(3)) = (Vulr(s)), al(s) =0 (11.16)

und u ist konstant entlang ~. Fiir die Riickrichtung: Sei u konstant entlang der Grundcharak-
teristiken, d.h. u ist eine Funktion, so daf} gilt

u(¥(s)) = u(1(5),s ., 7n(s)) = const (11.17)

Differenzieren nach s liefert

0= Sulr() = (Vu(r(s)), SA(s)) = (Vu(r(s), alx() =0, (11.18)

weil 4 Grundcharakteristik ist. Durch jeden Punkt x = (z1,...x,) € R™ fiihrt eine Grundcha-
rakteristik v mit v(0) = (z1,...2,) (nach Voraussetzung iiber stationére Punkte sogar genau
eine). Fiir diese Grundcharakteristik folgt aber dann, dafl

0= Cur() = (Vulr(s)), <3 = (Vulr(s),a(x(s)) =0 firs=0= (1119

0= (Vu(zy,...zn),a(r1,...25)) =0.

Also erfiillt u die PDE im Punkt (x1,...x,). Weil (z1,...2,) beliebig war, ist u eine Losung
der PDE. n

Um Lésungen von (11.2) zu finden, hat man demnach zuerst die allgemeine Losung des cha-
rakteristischen Systems zu berechnen und dann Funktionen u zu suchen, die einen konstanten
Wert annehmen, wenn man fiir ihre Variablen die allgemeine Grundcharakteristik einsetzt. Wir
demonstrieren diesen sehr allgemeinen Lésungsweg anhand mehrerer Beipiele.

1. Die PDE zu, + yu, = 0 ist zu lésen fiir y > 0. Es ist also a(z,y) = (z,y)7. Das
zugeordnete charakteristische System lautet daher

oy () _ _ _ (m(s)
' (s) = (75(3)) =a(y(s)) = a(y1(s),72(s)) = (72(8)> . (11.20)

Die allgemeine Losung des Systems mit zwei Konstanten ist
m(s) =Cre®, 7a(s)=Cqe’. (11.21)

Eine Kombination davon, die immer konstant ist (unabhéngig von s € I) ist z.Bsp.

ns) G
s),v2(8)) = = — = const. 11.22
C(r1(8),72(s)) ) O (11.22)
Also ergibt sich eine spezielle Losung ug(x,y) = 5~ Weitere Losungen sind u(z,y) =

g(u1(z,y)) mit beliebigem differenzierbarem ¢ : R — R, da natiirlich auch g(uq(z,y))
konstant auf den Grundcharakteristiken ist, wenn u; das ist.

Es ist auch mdoglich, die direkte Losung des charakteristischen Systems geschickt zu ver-
meiden. Dazu multiplizieren wir die erste Gleichung des charakt. Systems mit v, und die
zweite mit v, und subtrahieren die beiden Gleichungen dann. Das liefert

M(s)72(8) = 711(s)v2(s) = 0, (11.23)

fiir y2(s) > 0 aber dann auch

71(8)12(s) —1(s)ya(s)  d {71(8)] LG

0= 30) T & e e

woraus wieder uj(x,y) = % als spezielle Losung folgt.

= const. , (11.24)
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2. Die PDE z u, +y?u, = 0 ist zu lésen fiir z > 0,y > 0. Es ist also a(z,y) = (z,3?)T. Das
zugeordnete charakteristische System lautet daher

7= (1) = atated = atn (s ato = (38 (1125

Y2 'Y%(S)

Also folgt z.Bsp.

ne e T
% <log |v1(s)] + 721(8)> = const. (11.26)

Eine spezielle Losung ist daher ui(x,y) = log |x| + % und die allgemeine Losung ist
1
u(z,y) = g(log || + ;). (11.27)

3. Die PDE yu, — zu, = 0 ist zu lésen fiir (z,y) # (0,0). Es ist also a(z,y) = (y, —z)7.
Das zugeordnete charakteristische System lautet daher

v = (U0) = atrn = atnimen = (20)) . vy

Die allgemeine Losung des Systems mit zwei Konstanten ist
71 (s) = Cy sin(s+ Ca), 72(s) = C1 cos(s + Cs). (11.29)

Die Grundcharakteristiken sind also Kreise um (0, 0) mit Radius C beliebig. Charakteris-
tiken sind daher alle Kreise in zur (z, y)-Ebene parallelen Ebenen mit Mittelpunkt auf der
z-Achse. Nach Theorem (11.4) ist die Integralfliche konstant entlang den Grundcharak-
teristiken. Eine Kombination der gefundenen Grundcharakteristiken, die immer konstant
ist (unabhéngig von s € I) ist z.Bsp.

C(m(s),72(5)) = 77 (5) + 73 (s) = CF = const. (11.30)

Also ergibt sich eine spezielle Losung uq (r,y) = 22 + y?. Weitere Losungen sind u(x,y) =
g(u1(z,y)) mit differenzierbarem g : R — R, also vermuten wir, dafl die allgemeine Losung
gegeben ist durch u(z,y) = g(z? + y?). Das sind Rotationsfliichen um die z-Achse.

Schneller geht es wieder, wenn wir die erste Gleichung mit 1 und die zweite Gleichung mit
~2 multiplizieren und beide Gleichungen addieren. Das liefert v; (s) v1(s) +75(s) v2(s) = 0,
was equivalent zu

< (33(5) +23() = 0 (1131)

ist. Also ist vZ(s) +73(s) = const. eine gesuchte Kombination der Grundcharakterstiken,
die konstant ist.

4. Die PDE zu, + yuy + (22 + y*)u, = 0 ist zu lésen fiir z > 0. Es ist also a(z,y,2) =
(z,y,22 +y*)T. Das zugeordnete charakteristische System lautet daher

71(s) 71(s)
V' (s) = | 7a(s) | = al(v(s)) = a(n(s),72(s),73(s)) = 2(s) (11.32)
Y3(s) Vi (s) +73(s)
Das liefert (direkt gelost fiir 1, v2)
Y1(s) Ci e
Y2(s) | = Cy e’ (11.33)
is))  \otertcyen
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also vy3(s) = a +C? e?* + C3. Wir suchen wieder konstante Kombinationen der Grundcha-

rakteristiken. Es bietet sich an

U, (Cy,Cs) =

Uy (Cy,Cy,C3) = y3(s) — = C5 = const. (11.34)
Die Kombination ¥, fiithrt auf die spezielle Lésung uy(x,y, z) = %, wihrend die Kombi-
nation Wy auf die spezielle Losung us(x,y, 2) = z2— x242ry2 fithrt. Aus diesen zwei speziellen
Losungen ergeben sich beliebig viele weitere Losungen, indem man mit einer differenzier-
baren Funktion G : R? — R ansetzt

u(z,y, z) = G(ur (z,y, 2), uz(z,y, 2)) . (11.35)

In diesem Falle liefert z. Bsp. G(§,n) = £ - n die weitere spezielle Losung us(z,y,2) =

y 2’ 4y?

z (Z - T)
Wie wir im letzten Beispiel gesehen haben, konnen wir uns unter Umsténden eine ganze Reihe
von speziellen Losungen der PDE (11.2) verschaffen und sogar durch Kombination derselben
beliebig viele spezielle Losungen erhalten. Trotzdem stellt sich die Frage, ob wir entscheiden
konnen, ob wir schon alle moglichen Losungen so gewinnen kénnen, oder ob uns noch speziel-

le Losungen ”fehlen”, die wir nicht aus den anderen, schon bekannten Losungen kombinieren
konnen. Dazu studieren wir weiter unten den Begriff der Abhéngigkeit von Funtionen.

Fiir das Auffinden von Losungen der homogenen, verkiirzten PDE (11.2) mittels der sogenann-
ten Charakteristikenmethode haben wir bis jetzt folgende Moglichkeiten kennengelernt:

1. Berechnung der allgemeinen Losung des charakteristischen Systems, welche von n Kon-
stanten C1, ..., C, abhingt: v = ~v(s;Cy,...,Cy). Also

Y1(s;C1,...,Cp)
v(s;C1,...,Cp) =
Yn(8;C1,y ..., Ch).
Diese n-Gleichungen ~; = 7;(s; Cy, . .., C,) kann man unter Umstéinden (Satz iiber impli-
zite Funktionen) lokal nach Ci, ..., C, auflésen (wobei man sich jetzt die Konstanten als

Variablen denken muss), das heifit, man kann schreiben

C, = Cl(’Yla-ua’Yn)

Cn=Cn(v,--,Vn) - (11.36)

Dann betrachtet man in den Ausdriicken fiir C; eine Funktion ¥ : R"™ — R die die explizite
Abhingigkeit von s eliminiert (implizit iiber die «y; ist s immer vorhanden) und schreibt

const. = V(Cq,...,Cy)
=V (C1(Y15-+5Vn)y - Cn(V15 -, 0)) =2 F(01, -+, 7n) (11.37)

mit einer so definierten Funktion f : R™ — R. Daraus folgt dann die klassische Losung

w1, ... xn) = f(x1,...,20), (11.38)
falls f differenzierbar ist

2. Oder man manipuliert das charakteristische System so, dafl man Ausdriicke der Form

CF (), () =0 (11.39)
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erhélt, so daf} gilt

F(y1(8), ..., (8)) = const. (11.40)
Ein solches f heifit dann Vorintegral. Mit Theorem 11.4 ist dann

w(xy, ..., xn) = f(z1,...,2,) (11.41)
eine Losung der homogenen PDE (11.2).

Die Beantwortung der Frage nach der allgemeinen Losung von (11.2) setzt die Kenntnis des
folgenden Abhéngigkeitsbegrifes fiir Funktionen voraus, der eine Verallgemeinerung des Begriffs
der linearen Abh#ngigkeit darstellt.

Definition 11.5 (Abhingigkeit)

Die in einer beschrinkten, abgeschlossenen Menge ) C R™ definierten Funktionen uq,...,u :
Q — R heiflen in Q voneinander abhingig, wenn eine Funktion F : R* — R existiert mit
folgenden Eigenschaften:

1. Die partiellen Ableitungen D1 F, ..., D,F sind im RF stetig.

2. In keinem Teilgebiet des R* ist F' = 0 (in isolierten Punkten oder entlang Untermannig-
faltigkeiten, die keine offene Menge sind, kénnte das aber sein).

3. Flui(x1,...y&n)y .y ug(z1, ..., xy)) =0 in .

Die Funktionen uy,...,ug : {2 — R heiflen in einem offenen Gebiet €} voneinander abhingig,
wenn sie in jedem abgeschlossenen Teilbereich von §) abhédngig sind. ]

Falls nur lineare Funktionen F : R* — R,

F(&, &) =ar&n+ . oarée (11.42)

zugelassen werden, so fiihrt diese Definition zuriick auf die lineare Abhéingigkeit.

Falls nur die Frage nach Abh#ngigkeit oder Unabhéngigkeit eine Rolle spielt, aber nicht die
Struktur von F, so kann das folgende (linearisierte) Kriterium herangezogen werden. Dabei
bezeichnen wir mit J,, die Funktionalmatrix/Jacobimatrix der wy, ... u, i.e. die Matrix

Ju(z1,...2,) : R = RF
O, (z1, . yxy)  ooo Op ur(z1,...,2p)
Ju(T1,. . xp) = E 5 . (11.43)

Oy uk(T1, ..y xn) oo Op,up(T1,...,2Tn)

Theorem 11.6 (Kriterium fiir Abhiingigkeit von Funktionen)
Haben die Funktionen uq, . ..,u; : @ C R™ — R in einem Gebiet €} stetige partielle Ableitungen
1. Ordnung, so sind sie in §2

1. fiir n = k genau dann abhéngig, falls det[J,(x1,...x,)] =0 in Q.
2. fiir n < k stets voneinander abhéngig.

3. fiir n > k voneinander unabhéngig, falls J, in ) den Rang k besitzt, also in () nicht alle
k-reihigen Unterdeterminanten der Jacobimatrix J, : R" — R* identisch verschwinden.

Beweis. Wir machen uns wenigstens den 1. Fall (eine Richtung) klar um zu verstehen, welche
Rolle die Jacobi-Matrix J, spielt. Wir nehmen an, dafl es eine nichtverschwindende glatte
Funktion F': R™ +— R gibt mit

F(ui(x),...,un(z)) =0 inQ. (11.44)
Auflerdem gelte aber det[J,(x)] # 0 in . Wir méchten das zum Widerspruch fiithren. Aus

Fui(z),...,un(x)) =0 (11.45)
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gewinnen wir durch partielle Differentiation die n-Gleichungen

0=0, [Fur(z1,-- .y &n)y -y un(T1,. .., Zn)))]

: (11.46)
0=0,, [Flur(z1,...,2n)), - sun(z1,...,2,)))] .
Anwendung der Kettenregel liefert
0 Oy 1 (1, .oy Tp) oo Oy ur(zr,...,2n)
= (DlF(ul,...,un),...,DnF(ul,...,un)) : :
0 Oy ug (1, @n)  ovn Op,up(X1,. ., 2n)
(11.47)

Nach transponieren lit sich das mit VF = (D1 F,...,D,F) € R™ kiirzer schreiben als
Ju(z1, .. x) T VE(uy (o, . zn), -t (1, 20)) =0, (11.48)
womit wegen det[J,] # 0 folgt, dafl
VFE(ui(x1, .. s2n))s- -y tn(T1,. .., 20)) =0 (21,...,2,) € Q. (11.49)

Wieder wegen det[J,] # 0 folgt, daf, wenigstens lokal um einen ausgezeichneten Punkt & =
(Z1,...,%y) € Q die Bilder u(z) eine offene Menge bilden (das System v ist diffeomeorph). Also
schlieflen wir, daf}

VEEL,... &) =0 fiir (&1,...,&6) € Ulu(z)) C R™. (11.50)

Weil F glatt vorausgesetzt ist, mufl gelten F' = const in der offenen Menge (dem Teilgebiet des
R¥ k =n) U. Wegen (11.44) gilt sogar F' = 0 fiir £ € U(%). Das ist aber ein Widerspruch, da
vorausgesetzt war, dafl F' nicht auf irgendeinem Gebiet identisch verschwindet. Somit haben
wir gezeigt: Sind uq, . .., u, abhingig, so muf} det[.J,] = 0 gelten. Die Riickrichtung ist iibrigens
bedeutend schwieriger zu zeigen. |

Betrachten wir ein Beispiel. Wir zeigen, daf} je zwei verschiedene Losungen der PDE a4 (z, y)u,(z, y)+
as (@, y)uy(z,y) = 0 in © C R? voneinander abhéngig sind, falls a3 (x, y)) +a3(z,y) > 0, (z,y) €
Q. Dazu seien u, v : R? — R solche verschiedenen Lésungen, also

ar(z, y)uq(2,y) + az(z, y)uy(z,y) = 0
a1 (z, y)ve(z,y) + a2(z,y)vy(z,y) =0 oder in Matrix-Notation

D -0
Da (a1, as) # (0,0) mus also
det[(u"’” “y>] =0 (11.52)

Vg Uy

sein womit die Aussage bewiesen ist. Wir sehen: fiir homogene, verkiirzte PDE’s 1. Ordnung
im R? gewinnt man mit einer speziellen Lésung alle Losungen als davon abhingige Losungen.

Beispiel: uj(x) = sina und ug(x) = cosz sind auf jedem reellen Intervall abhiingig, da mit

F(&1,&) = €2+ €2 — 1 in der Tat gilt, daB F(uy(x),us(z)) = 0, aber F # 0.
Beispiel: ug(z,y) = e* y und us(z,y) = « + y sind in der (z,y)-Ebene unabhéingig, denn es

gilt mit
[ ey [y e

det[J,])(z,y) = €” (y — 1), (11.53)

so daf} det[J,](z,y) = e (y — 1) zwar auf der Geraden y = 1 null wird, aber in keinem Gebiet
Null ist (die Gerade y = 1 ist keine offene Menge, also kein Gebiet).
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Beispiel: Die speziellen Losungen u1(z,y, z) = £ und ua(z,y, 2) = z — (22 + ¢?) sind fiir £ > 0
unabhéngig, denn mit

Y
T

Yy 1 9
= Ju = x2 z
U(%yvz) (Z%((E2+y2)> ) (Z‘,y,Z) (x —y 1) )
- 1 y2
T T — 7
det[( o y)] 10 (11.54)
so daBl J, den Rang zwei hat.
Theorem 11.7
Je n-Losungen uy,. .., u, : R" — R der PDE (a(z), Vu(z)) =0 (a : R™ — R") in einem Gebiet
Q C R” sind abhéngig.
Beweis. Da uq,...,u, : R™ — R Losungen sind gilt offenbar

(a(z), Vuy(z)) =0

(a(x),Vup(z)) =0. (11.55)

Das la3t sich auch schreiben als
Vu, — —— a1(x)
: : =0« Jy(r).a(z) =0, (11.56)
Vu, — —— an(x)

womit klar ist, dal der Vektor ¢ € R™ im Kern von J, liegt, somit J, nicht invertierbar ist,
also det[J,] = 0. Nach dem Kriterium aus Theorem 11.6 sind somit g, ..., u, abhingig.

Definition 11.8 (Fundamentalsystem)

Ein System von n — 1 Losungen uq,...,u,—1 : R” — R der PDE (a(x), Vu(z)) = 0 in einem
Gebiet 2 C R™ heifit ein Fundamentalsystem oder eine Integralbasis, wenn die zugehdrige
Jacobi-Matrix J, in jedem Teilgebeiet von 2 den Rang n — 1 hat.

Bemerkung 11.9

Die Funktionen eines Fundamentalsystems sind nach Theorem 11.6 in ) unabhéngig. Bilden
UL, ..., Uy—1 : R” +— R in  also eine Integralbasis und ist u eine weitere Losung von

(a(z), Vu(z)) = 0, so existiert eine von null verschiedene Funktion F : R™ — R mit

F(uy,...,up—1,u) =0 inQ. (11.57)

Mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen kann man beweisen, dafl in einer hinreichend
kleinen Umgebung eines Punktes x( € €, fiir den gilt

DnF(ul(ZEO)?'"aun—l(‘TO)au(xo)) 7& 0 (1158)

sich die Relation (11.57) Iokal eindeutig nach u(x) auflésen liBit, d.h. es gibt eine Funktion
F:R" ! — R so dal
u(z) = F(ui(x),. .., un—1()) (11.59)

mit

F(ui(z),...,up—1(z), Fur(x),...,up—1(x))) =0 in . (11.60)

Wir bemerken noch, daB D,F = 0 nicht gelten kann, da sonst F garnicht von der n-ten
Variablen abhéngen wiirde, mithin sich (11.57) als

Fui,...,up—1) =0 inQ (11.61)

schreiben liefie, womit die Funktionen u;, . ..u,_1 abhingig wéren, also keine Integralbasis sein
konnten. Umgekehrt wissen wir schon, dafl jede Funktion mit einer Darstellung

u(z) = Fui(x),...,up—1(x)) (11.62)
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wieder eine Lésung der PDE (a(z), Vu(z)) = 0 ist. In diesem Sinne kann man

u(z) = Fluy(z), ... un_1(z)) (11.63)
als allgemeine Losung von (a(r), Vu(z)) = 0 ansehen. In ihr tritt nicht wie bei einer ODE
eine Konstante auf, sondern sogar eine frei wihlbare Funktion F' der n—1 Fundamentallésungen.

Fiir den Fall n = 2 hatten wir oben schon gesehen, daf eine spezielle Losung u; : R? — R
schon eine Integralbasis bildet, sofern sie nicht konstant ist. Jede weitere Lésung ergibt sich

durch u(x,y)) = F(ui(z,y)).

11.2 Existenz einer Integralbasis

Es stellt sich natiirlich die Frage, ob es zur PDE (a(x), Vu(x)) = 0 immer auch eine Integral-
basis gibt. ImPrinzip wissen wir ja nicht einmal, ob es iiberhaupt (eine) spezielle Losungen zu
(a(x), Vu(x)) = 0 gibt.

Wir hatten das Auffinden von speziellen Losungen allerdings zuriickgefiithrt auf die Losung
des charakteristischen Systems (11.12). Falls die Koeffizientenfunktion a : R™ — R"™ global
Lipschitz ist, d.h. es gibt eine Konstante C' > 0 so dafl

VENEQCR™: la(§) —am)ll < CE—nll, (11.64)
dann hat das charakteristische System fiir die Unbekannte v : R — R™ |

V' (s) =a(y(s)), ~(0) =1 €R", (11.65)

genau eine Losung. Mit der Vorgabe eines variablen 7y € R™ finden wir also eine n-parametrige
Schar von charakteristischen Grundkurven v(s;7g). Zu jedem vy findet man also wenigstens
eine spezielle Losung. Wir wissen, dafl sich jede Losung der PDE als Fliache denken 18t die
durch Charakteristiken aufgespannt wird. Es ist nun moglich, durch geschickte Wahl von ~g
n — 1-viele spezielle Losungen zu finden, die auch unabhéngig sind.

11.3 Die quasilineare PDE 1. Ordnung in zwei unabhingigen Varia-
blen

Unter der allgemeinen quasilinearen PDE 1. Ordnung in zwei unabhéngigen Variablen fiir eine
gesuchte Funktion u : R? — R verstehen wir eine (nichtlineare) Gleichung der Form

a1 (2, y,u) ug + az(z, y,u) uy = as(z,y,u), (2,y) € Q. (11.66)
Wir konnen das umschreiben zu
ay(z,y,u) Uy
< GQ(CL',y,'LL) ) | Uy > =0. (1167)
a:;(il', Y, ’LL) -1 R3

Eine Losung zu (11.67) (z,y) — u(z,y) fassen wir als Integralfliche im R? auf indem wir die
Flache schreiben als

F:QCR?— R, (11.68)
x
Fla,y)=1| v
u(z,y)
Der Normalenvektor an die Flidche F ergibt sich aus dem Kreuzprodukt
1 0 —Ug
0 F (z,y) x OyF(z,y) = 0 X 1 = —uy | . (11.69)

Also ist ein Normaleneinheitsvektor an die Fliche gegeben durch

1 U
uy, | - (11.70)

fir(z,y) = ——
VJ1+u+uZ \ -1

Wir sehen jetzt, dafi der Vektor a = (a1, as,as) immer senkrecht zur Normalen an die Integral-
fliiche (11.68) ist. Der Vektor a = (a1 (x,y, u(x,y), az(x, y, u(z,y), as(x, y, u(z,y)) muf also also
in der Tangentialebene der Integralfliche im Punkt (x,y, u(x,y) liegen.
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Definition 11.10 (Charakteristisches System fiir quasilineare PDE)

Wir nennen a = (a1 (z,y, u(x,y),as(x, y, u(z,y), as(x, y,u(x,y)) charakteristische Richtung zu
(11.67) und definieren das zugehdérige System von gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ord-
nung, das sogenannte charakteristische System fiir v : R — R3

1 Y2(5),

v'(s) =a(y(s)) = & Wé(s) = | aa(1(5),72(5),73(s)) | » ~(0)=({wo | . (11.71)
3 0 i

]

Priifen Sie nach, dafl diese Definition mit der Definition im verkiirzten Fall {ibereinstimmt, falls
man die verkiirzte Gestalt der PDE betrachtet.

Lemma 11.11

Sei u : R? — R Lésung der quasilinearen PDE und sei y : R — R? eine Losung des zugehorigen
charakteristischen Systems mit v(0) = (zo, yo, u(zo, o)), d.h. ¥(0) liegt auf der Integralfidche.
Dann liegt v(s) immer auf der Integralfliche. Zwei Lésungen i, us der PDE, die sich in einem
Punkt treffen, d.h. (zo, yo,u1(x0,%0)) = (o, Yo, u2(xo,y0)) = P schneiden sich sogar in der
durch diesen Punkt P € R? gehenden Charakteristik.

Beweis. Wir betrachten

d
25U (), 72(5)) = e (y1:72)71 + uy (71, 72)7
1, v2 erfiillen die zugehorigen charkteristischen Gleichungen =

= uz(71,72)a1(71(8), 12(5),73(8)) + uy(y1,72)az(71(s), 12(s), 73(s))
u erfillt die PDE =

= az(71(s),72(s),73(s))
charakteristische Gleichung fiir 3 einsetzen =

=73(s) = %73(5). (11.72)

Also gilt nach Tntegration u(7:(s),72()) = 73(s) + K. Wegen 7(0) = (1(0),72(0),75(0)) =
(20, Yo, u(xo,yo)) folgt u(v1(0),72(0)) = v3(0) also K = 0 und mithin

u(v1(s),72(s)) = 13(s), (11.73)

also liegt 7(s) auf der Integralfléiche. [ |

Betrachten wir eine einparametrige Schar von Charakteristiken. Das ist eine Familie von
Kurven v = ~(s;c¢) die das System (11.71) erfiillen, wobei s der Kurvenparameter ist (wo
befinde ich mich auf der Kurve) und ¢ angibt, welche Kurve ausgewihlt wird. Jede solche
einparametrige Schar von Charakteristiken erzeugt also Integralfliche (die Kurven der Schar
iiberdecken die Losungsfléiche).

Es gilt aber auch die Umkehrung, d.h. jede Integralfliche definiert eine Losung des charak-
teristischen Systems.

Lemma 11.12
Sei u : R? — R Lésung der quasilinearen PDE und (v1,72) : R — R erfiille

71(8) = a1(71(8),72(s), u(71(s),72(5))) »
Y3(s) = az2(71(s),72(s), u(11(s), 72(s))) - (11.74)
Dann gilt, daf8
71(8)
V(s) = Y2(s) (11.75)

das zugehérige charakteristische System Iést.
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Beweis. Sei (z,y, (u(z,y)) die gegebene Integralfliiche. Wir betrachten zuerst die Losung (71, 7v2) :
R — R von

M(8) = ar(7(s),72(s), u(71(s), 72(5)))
Yo(s) = a2(71(5),72(s), u(y1(5),72(s))) - (11.76)

(Das sind noch nicht die beiden Gleichungen des charakteristischen Systems!). Nun setzen wir
Y3(s) :=u(71(5),72(s)). Dann gilt

Y3(8) =z (y1,72)71 + uy (71, 72) 72
= uz(71,72)a1(71(8), 72(8), u(v1(8),72(8))) + 1y (v1,72)a2(v1(s), v2(8), u(v1(s), 12(s)))
u erfiillt die PDE =

= a3(71(5)7 ’72(5)7 u(fyl (S)’ FY2(S)))
Definition von 3 =

= az(m1(s),72(s),73(s)) - (11.77)

Damit ergibt sich insgesamt

1(5) = ay(7(s),72(s),73(s))
Ya(8) = az(71(5),72(s),73(s))
3(8) = az(m1(s), 12(5),73(5)) , (11.78)

und v = (71, 72,73) 10st tatséchlich das charakteristische System. |

Da u langs einer Charaktersitik nicht mehr konstant sein mufi weil v = ~3(s), sind im Fall
n = 2 die Charaketeristiken im allgemeinen keine Hohenlinien der Integralfliche mehr, aber man
kann sich leicht iiberlegen, dafl unser Losungsverfahren auf demselben Prinzip basiert wie bei
der homogenen, linearen verkiirzten PDE 1. Ordnung: eine Funktion v = u(z,y) mit stetigen
partiellen Ableitungen erster ordnung ist genau dann eine Losung der PDE a4 (z,y, u)u, +
as(x,y,u)uy = as(x,y,u), wenn ihre Flache von Charakteristiken aufgespannt wird, d.h. w ist
Losung, wenn v3(s) = u(v1(s),v2(s)) identisch erfiillt ist.

Im allgemeineren Fall fiir n unabhéngige Variablen kénnen wir ganz genauso vorgehen. Es
gilt

Theorem 11.13

Sind die Koeffizientenfunktionen a;(x1,...,x,,€),4 = 1...(n + 1) stetig in dem Gebiet Q X
R C R""! und verschwinden in keinem Punkt von Q gleichzeitig, so ist jede Funktion u =
u(xy,...x,) mit stetigen partiellen Ableitungen 1. Ordnung genau dann eine Lésung von

(a(z), (Vﬁ(lx)) =0, z€R", u:R" >R, a:R"™ RV (11.79)
Rn+1

falls fiir jede Losung des zugehorigen charakteristischen Systems fiir v : R — R™*+1,

C3(5) = alr(s)) (11.50)

gilt, daf
’yn+1(s) :u('yl(s)v"'v')/n(s)) (1181)
ist.

Beweis. Eine Kombination der beiden vorherigen Lemmata sowie die offensichtliche Erweite-
rung auf mehr Variablen. |

11.4 Spezielle Lésung durch Anfangskurve

Wir wollen verlangen, daf§ die Losung u der quasilinearen PDE 1. Ordnung in zwei unabhéngigen
Variablen durch die Kurve ¢ — 9(t) € R3 geht, daB} also gilt 95(¢) = u(91(¢),92(t)), t € I C R.

In diesem Fall kann man zeigen (unter den iiblichen Glattheitsannahmen an die Koeffizienten
der PDE)
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1. Ist t — (91(t),92(t)) keine Grundcharakteristik, d.h. es gilt

0 (t)  ar(91(t), 92(t), 95(t))
det (ﬁi(t) a2(’l91(t),192(t),19§(t))) 40 telCR, (11.82)

dann gibt es genau eine Lésung zu ai(z,y, u)u, + as(x,y, u)uy = as(x,y, uw).

2. Ist t — (91(t),92(t), 95(t) eine Charakteristik, so gibt es unendlich viele Lésungen der
PDE a4 (x,y, u)uy + az(z,y, w)u, = asz(x,y,u), weil man keine Bedingung transeversal zu
9 vorschreibt (siehe den linearen Fall.

3. Ist t — (91(t),92(t),93(t) keine Charakteristik, aber ¢ — (91(t),J2(t)) ist Grund-
charakteristik, so gibt es keine Losung durch ¥, denn jede Losung u der PDE wiirde
iiber die Definition 93(t) := u(¥1(t),J2(¢)) eine Losung des charakteristischen Systems
erzeugen.

Wir betrachten den ersten Fall genauer und beweisen:

Theorem 11.14
Die quasilineare PDE 1. Ordnung in zwei unabhéngigen Variablen

al(xvyau(xvy))uz(‘rvy) + aQ(x,y,u(ac,y))uy(;v,y) = a;;(%y,u(x,y)) (1183)

mit glatten Koeffizientenfunktionen a; sei gegeben. Die glatte Anfangskurve t — 9(t) € R3 sei
gegeben. Die Grundanfangskurve t — (91(t),92(t)) € R? sei nicht-charakteristisch, d.h.

91 (t)  ar(91(t),92(t), 95(t))
det <19’2(t) az (¥, (t),ﬁz(t),ﬁg(t))> #0 telCR. (11.84)

Dann existiert eine Umgebung der Anfangskurve t — 9(t) € R® und in dieser Umgebung genau
eine Losung u : R? — R zur quasilinearen PDE mit

u(V¥1(t),¥2(t)) = 93(t) Anfangsbedingung. (11.85)

Beweis. Wir konstruieren die Losung lokal mit Hilfe der Charakteristiken. Fiir ein fixiertes
t € I C R betrachten wir das zugehorige charakteristische Sytem

71(s) a1 (71(s), v2(s),73(s))
Y5(s) | = | az(11(s),72(5),73(s)) (11.86)
Y5(8) as(71(s),v2(s),73(s))

mit der Anfangsbedingung v(0) = ¥(t). Wegen der Glattheit der Koeffizientenfunktionen a; hat
dieses Problem lokal eine eindeutige, glatte Losung (Satz v. Picard-Lindelsf), die auch glatt von
den Daten abhéngt. Fiir variables ¢ ergibt sich die einparametrige Losungsschar

X(s,t)
v =7(s;9()) = | Y(s,1) (11.87)
U(s,t)

Die Funktionen X, Y, U sind glatt in s und ¢. Aulerdem, wegen der Anfangsbedingung,

X(0,1)
Y(0,8) | =4(0;9(t)) =9(t), telcCR. (11.88)
U(0,t)

Wir zeigen als erstes, daff die Abbildung (s,t) — (X (s,t),Y(s,t)) in einer Umgebung der
Anfangskurve (also in der Néhe von s = 0 lokal invertierbar ist. Dazu betrachten wir die
Jacobi-Determinante

Jixy) = det 38(5‘57 : ? _ det (*’;((;tt)) );2((53) — X,(s,8) Yi(s. 1) — Xo(s,6) Ya(s. 1) (11.89)
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Mit den Beziehungen

Xo5,8) = S X(5,8) = (s 9(0)) =4 (5:9(0) = an (3 53 9(0)), 2255 9(0), 355 9(1))
X,(0,) = a1 (02(8), 9a(8). 93(0)
X,(0,8) = $X(0,0) = S1(0) = 951
Yi(0.0) = SY(0.0) = S 02(0) = 9400
Yol t) = Sy (s,0) = So(ss0(0) = 7h(s:9(0)) = as( (s 9(8)), 2 9(0)), 7351 9(0))
Y@(Ovt) - a2(191(t)7192(t)7193(t)) (1190)
folgt
Jxy)_, = a1 (01(1),92(1), 95(1)) V5(t) — 91 (t) az(V1(t), 92(t), 95(t)) # O (11.91)

wegen der Bedingung, dafl ¥, 9> keine Grundcharakteristik sind. Aus der Stetigkeit folgt auch
Jix,y) # 0 in einer ganzen Umgebung um s = 0. Also kann man lokal schreiben, z. Bsp. fiir
teICRund s€ (g,e) CR

X=X(s,0),Y =Y(s,t) <s=sX,Y) t=tX,Y). (11.92)

Damit koénnen wir eindeutig eine (glatte) Funktion definieren (die Funktionen U, s,t sind ja
glatt)

O:VCR* =R, Ox,y) =U(s(z,y)t(z,y)). (11.93)

Wir behaupten, dafl diese Funktion ® die PDE und die Anfangsbedingung erfiillt.
Nebenrechnung: Da X, Y und (s,t) lokal zueinander invers sind, kénnen wir schreiben

s(X(s,1),Y(s,t)) = st(X(s,t),Y(s,t)) =t. (11.94)

Differenzieren nach s und ¢ der beiden Gleichungen ergibt die Relationen

(X,Y) Xo(s,8) + sy (X, V) Yi(s, 1) = 1,
sx(X,Y) Xy(s,t) + sy (X, Y) Yi(s,t) =0,

( Y)Xs(57t)+tY( ’Y>Ys(87t):07
tx(X,Y) Xy (s,8) + ty (X, Y) Yy(s,8) = 1 (11.95)

Die Funktion ® erfiillt die Anfangsbedingung, d.h. fiir t € I gilt 95(t) = ®(I1(¢), ¥2(t)) weil
nach Definition d5(t) = U(0,t) = ®(X(0,t),Y(0,t)) = ®(J1(t),¥2(t)) ist. Nun iiberpriifen wir
die Differentialgleichung: es muf3 gelten
ar(X,Y, @(X,Y)) @x(X,Y) 4+ a2(X,Y, ©(X,Y)) @y (X,Y) = a2(X, Y, 2(X,Y)) &
al(X(Sat)vy(Sa ( ( S, ) Y(S t))) (X(Sa t)v ( ))

t)
+a2(X(S,t),Y(S,t),(I)(X(S t) Y ) )(I)Y( ( ) (Svt)) = ag(X(s,t),Y(S,t),(I)(X(S,t)7Y(S,t)>)

(11.96)
Nach Definition gilt
(I)(va :U(S(X,Y),t(X,Y))
Dx(X,Y) =Us(s,t) sx(X,Y) + U(s, t) tx(X,Y)
@y(X, Y) = US(S,t) Sy(X, Y) + Ut(S,t) ty(X, Y) . (11.97)
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Einsetzen liefert

a1(X(s,t),Y(s,t),U(s,t)) [Us(s,t) sx (X, Y) + Up(s,t) tx (X, Y)]
+aa(X(s,1),Y(s,1),U(s,1t)) [Us(s,t) sy (X, Y) + Us(s,t) ty (X,Y)]
weil  a1(X(s,t),Y (s,t),U(s,t)) = a1 (y(s;9(t)) = v1(s;9) = Xs(s,t)
= X(8,t) [Us(s,t) sx (X, Y) + Up(s,t) tx (X, Y)] + Ys(s,t) [Us(s,t) sy (X, Y) + Up(s, t) ty (X,Y)]
=Us [Xosx +Yssy] + U [Xotx + Yoty
benutze die Relationen (11.95)
=U;-14+U:-0 (11.98)
= U5, 1) = < sl D(0)] = D (53 9(0)) = s (s 9(0)
= QS(X(Sv t)v Y(Sv t)’ U(S, t)) = a3(Xa Y, (I)(Xv Y))
was die Erfiillung der PDE zeigt.
Die Losung ist auch eindeutig. Denn seien ® und ¥ zwei Losungen der PDE zur selben An-

fangskurve. Zu jeder Integralfliche korrespondieren Losungen des charakteristischen Systems,
denn wenn man 16st

F1(8)\ _ ((a1(F1(s),¥2(s), ¥(F1(s), V2 (s))
(30 = (0 2oz (11.99)
dann erfiillt 7, (s),¥5(s), 75(s) mit
¥3(s) = U (71(s),72(s) (11.100)
das charkteristische System. Fiir die Losung zur Anfangskurve 1) schreiben wir also
F1(s:9(1)) X(s,t)
Fo(s:9(1)) | = | Y(s,t) | - (11.101)
V3(s:9(t)) U(s,t)

Da die Anfangskurve fiir ¥ mit der von ® iibereinstimmt und die Losungen des charakteristi-
schen Systems eindeutig sind, folgt aber, daf3

X(s,t) X(s,1)
Yis,t) | = | vist)] . (11.102)
U(s,t) U(s,t)

Also
U(X,Y)=U(X(s,1),Y(s,t) = U(s,t) = U(s,t) = ®(X(s,1),Y(s,t)) = ®(X,Y). (11.103)
Das ist die Behauptung. ]

Bemerkung 11.15

Die eindeutige Losung existiert i.A. nicht global, sondern nur in einer lokalen Umgebung der
Anfangskurve. Selbst wenn die Auflésung nach X,Y in allen Punkten lokal geht, braucht es
nicht global eindeutig umkehrbar zu sein.

11.5 Die allgemeine nichtlineare PDE 1. Ordnung
Wir studieren nun die Losungstheorie zur allgemeinen nichtlinearen PDE 1. Ordnung

F(z1,...,zn,u(zr, ..., 20), Vu(z1,...,...,2n)) =0, z€QCR"”
u((z1,. ey yxn) =g(xr, o0y x,) auf z €T CON.
(11.104)

Die bisherige leitende Idee war, die Losung entlang von Kurven zu bestimmen, die vom Rand
in das Innere laufen (die charakteristischen Kurven). Wie soll man nun im allgemeinen Fall die
Kurve v : R — R” wihlen, damit man u(y(s)) bestimmen kann? Wir definieren

~v(s) e R™,
2(s) = u(r(5)) € R,
p(s) = Vu(y(s)) € R".
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Differentiation von p nach s ergibt

= i, (1(5)) ¥ (s) - (11.105)
j=1
Partielle Differentiation nach z; der PDE liefert

D, F(x,u,Vu)1l + D, F(z,u, Vu) uy,+ = ZDij(os,u, Vu)tug,.; =0,i=1...n

j=1
=Y Dy, F(,u, V) gz, = — Dy, F(x,u, Vu) 1 — D, F(x,u, Vt) u, . (11.106)
j=1
Nehmen wir weiter an, dafl
Vi (s) = Dy, F(7(s), 2(s), p(s)) (11.107)

gilt, dann folgt entlang ~(s) unter Einsetzen von (11.106) in (11.105), da8

}qu% ) Dy, F(1(s), 2(s). p(s))

= LD Pr(s),u(3(5). Valr(a))) 1 = DoF(as) ur(9), Tl (s) s, (1(5)
— — D, F(y(s), (s), p(s)) — D-F((s), 2(), p(s)) pi(s) . (11.108)

Zu letzt liefert differenzieren von z(s) = u(y(s)) die Beziechung
2(5) = (Vulr(9),7/(5)) = (pls), DpF(4(5), 2(5), p(5)) (11.109)

wobei wir die Annahme iiber 4" benutzt haben.

Definition 11.16
Das charakteristische System der allgemeinen PDE 1. Ordnung (11.104) lautet fiir das 2n + 1-
Tupel v, z,p

7' (s) = DpF(v(s), 2(5), p(s)) € R,
2(s) = < pE'(7(5), 2(5), p(s)), p(5))gn € R,
P'(s) = =DaF(3(s), 2(s),p(s)) — D=F(7(s), 2(s),p(s)) p(s) € R". (11.110)

Theorem 11.17

Sei u € C?(Q,R) eine Losung von (11.104). Definiere z(s) := u(y(s)), p(s) := Vu(y(s)) und
v : 1 C Rw— R"™ Iose die ersten n-Gleichungen von (11.110). Dann Iésen p(s), z(s) die weiteren
n + 1-Gleichungen von (11.110).

Beweis. Das ist zusammengefasst gerade das Ergebnis der letzten Herleitung. ]

Wir spezialisieren unsere Uberlegungen im Folgenden wieder auf den Fall von 2 unabhéingigen
Variablen

Definition 11.18 (Streifen)
Ein 5-Tupel t — (91(t),92(t)V3(t), p(t), q(t)) heifit Streifen, falls die Streifenbedingung

95(t) = p(t)9)(t) + q(t)95(t) tel CR (11.111)

identisch erfiillt ist. Die ersten drei Kompnenten 1,9, ¢35 stellen die Tragerkurve des Streifens
dar.

Motivation: Sei t — 9(t) € R? eine Kurve, die ganz auf einer Fliche (x,y, u(z,y)) liegt, d.h. es
gilt

93(t) = u(01(t), 9a(2)). (11.112)
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Dann folgt durch differenzieren nach ¢, dafl

Cis(0) = V(1) = w91 (6, Do (0)0) + iy (2 (1), D2 (0)) 0ot (1) (11.113)

also ist (V1(¢), 92(t)Vs(t), p(t), ¢(t)) ein Streifen, falls p(t) = uy (91 (t), ¥2(t)) und ¢(t) = uy (V91 (2), 92(t))
sind. Wir stellen uns vor, daf an der Triigerkurve ¥ € R? kleine Flichenstiicke angeheftet sind,
die in jedem Punkt tangential zur Fléche liegen, falls man p = u, und ¢ = u, wihlt.

Trotzdem bezieht sich die Definition des Streifens nicht auf eine Fléche!

Definition 11.19 (Integralstreifen)
Ein 5-Tupel t — (91(t),92(t)93(t), p(t), q(t)) heiBt Integralstreifen zu F : R® — R, falls es
ein Streifen ist und F' = 0 entlang des Streifens gilt. Also falls

= F(91(t),92(t)03(t), p(t), q(t)) ,
19’() PO (t) + qt)94(t) telCR (11.114)

gilt.

Definition 11.20 (Charakteristisches System zu F = 0)
Zur nichtlinearen PDE 1. Ordnung in zwei Variablen

F(may7u7u$(x7y)auy(xay)) = 07 F(xaywzapa Q) € R? (11115)

definieren wir fiir das 5-Tupel s — (v1(s),72(s),v3(s),p(s),q(s)) das charakteristische System

Y1(8) = Fp(mi(s),72(5),73(s), p(s), a(s)) ,

Ya(s) = Fy(11(8),72(5),73(8), p(s), 4(s)) ,

V3(s) = p(s) Fp(11(8),72(5),73(5), p(5), 4(s)) + q(s) Fy(71(5),72(5),73(s), p(s), 4(s)) , ~ Streifen,
P'(s) = —Fu(11(8),72(5), 13(5), (5), 4(5)) — () F=(11(8), 72(5), 13(5), (5), 4(5)) » (11.116)
q'(s) = —Fy(m(s),72(5),73(5),p(5), 4(5)) — () F=(11(5), 12(5), 13(5), p(5), 4(5)) -

Wegen v3(s) = p(s) Fp(71(5),72(5), v3(5), p(5), a(5)) + a(s) Fy(711(5),72(8),73(5), p(5), q(5)) =

p(s)71(t) + q(s)74(t) bestimmt dieses System einen ausgezeichneten Streifen, den sogenannten
charakteristischen Streifen. (Dieser Streifen sollte transversal zum Anfangsstreifen liegen,
damit unsere Losungstheorie klappen kann).

Bemerkung 11.21
Im quasilinearen Fall 0 = F(x,y,z,p,q) = a1(z,y,2)p + a2(z,y, 2) ¢ = as(z,y, z) erhalten wir
aus der obigen Beziehung gerade

71 ar(v1,72,73) s
’Yé(s) az(71,72,73) s
V5(s) =p( )a1(v1,72,73) + qaz(v1,72,73) == az(1,72,73) + ¢ az(71, 72, 73) 5
P'(s) = —Fu(n(s),72(5),73(5),0(5), a(5)) — p(8) F= (71 (5),72(5),73(5), p(5), 4(5)) ,
q'(s) = =Fy(m(s),72(5),73(5),0(5), 4(5)) — q(8) F=(71(5), 72(5), v3(5), p(s), q(s)),  (11.117)

das heifit die iiblichen charakteristischen Gleichungen fiir v und 2 entkoppelte Gleichungen fiir
p und q. Hier spielen also p,q nur eine passive Rolle.

Korollar 11.22

Wenn das 5-Tupel s — (71(s),72(s),v3(s),p(s),q(s)) ein charakteristischer Streifen ist, dann
gilt L F(v1(s),72(s),73(s),p(s),q(s)) = 0, also ist F konstant entlang des charakteristischen
Streifens (aber es gilt nicht unbeding F = 0.)

Beweis.

d
Gl = Em By + By + Fpp' + Fod!
:Fer+Fqu+FZ(pr+qu)+Fp(_Fz_pFu)+Fq(_Fy_un):0~ n
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Theorem 11.23
Die nichtlineare PDE 1. Ordnung in zwei unabhéngigen Variablen

F(x,y,u(z,y), uz(z,y), uy(2,9)) = 0 (11.118)

sei gegeben. Die Anfangskurvet — 9(t) € R? sei gegeben sowie die Funktionen t — (po(t), qo(t))-
Die glatte Grundanfangskurve t — (91 (t),92(t)) € R? sei nicht-charakteristisch, d.h.

1(t)  Fp(91(t), 92(t), 93(t), po(t), qo(t))
det (79,2@) Fq(ﬁl(t),ﬁz(t),ﬂz(t) (t%qg(t») #0 telICR (11.119)

und die Funktionen t — (po(t),qo(t)) so bestimmt, dafl

» Do
» PO

0= F(’191 (t),ﬁg(t),ﬁg(t),po(t), qo(t)) tel CR,
95(t) = po(t)V1(t) + qo(t)95(t) Anfangs-Streifenbedingung . (11.120)

Dann existiert eine Umgebung der Anfangskurve t — 9(t) € R? und in dieser Umgebung genau
eine Losung u : R? — R zu F = 0 mit

u(¥1(t), 92(t)) = Us(t) ,
Ug (191(75)’ U2 (t)) = Po (t) )
uy(91(t),92(t)) = qo(t) Anfangsbedingung. (11.121)

Beweis. Eine direkte Konstruktion, dhnlich dem quasilinearen Sonderfall. |

Bemerkung 11.24

Das heifit nicht, dal F' = 0 eine eindeutige Lésung besitzt, denn zu der eindeutig gegebe-
nen Anfangskurve ¥ koénnte es verschiedene Anfangs-Integralstreifen geben, d.h. verschiedene
Ergédnzungen pg, qo so daf3

= F(91(t),92(t),93(t),po(t), qo(t)) te€ICR
po(8)91 () + qo(t) P2 (t) (11.122)

0
D3(t)

gilt. Dieses System stellt bei gegebenem v zwei Bedingungen an py,qo, welche daraus aber
eventuell nicht eindeutig bestimmt sind. Sobald aber der Anfangs-Integralstreifen eindeutig
festgelegt ist, gibt es nur eine Losung.

Das Problem, durch eine vorgegebene Kurve t +— 9(t) € R? eine Losung zu F = 0 zu
bestimmen, kann nun wie folgt gelost werden:

1. Die vorgegebene Kurve wird zu einem Integral-Streifen von F' = 0 ergénzt, indem man
die dazu noch erforderlichen Funktionen po(t) und go(¢) aus der Integralstreifenbedin-
gung berechnet. Eventuell gibt es dazu mehrere Losungen, man muf sich fiir eine Losung
entscheiden. Man hat also das 5-Tupel (9(t), po(t), qo(t)) vorliegen.

2. Man 16st das charakteristische System (11.20) fiir das 5-Tupel (y(s), p(s), ¢(s)) unter der

Anfangsbedingung (7(0), p(0), ¢(0)) = (I(t), po(t), qo(t)). Weil F = 0 fiir (9(t), po(t), o (t))
folgt entlang (y(s),p(s),q(s)), daB F = 0 erfiillt ist, als Konsequenz aus Korollar 11.22.
Somit hat man eine einparametrige Schar von Charakteristiken erhalten, die eine zwei-
parametrige Mannigfaltigkeit darstellen. Wir definieren

X(s,t)
Y(s:0(2) = | Y(s,t) (11.123)

und lésen lokal nach s und ¢ auf: s = s(X,Y), t = ¢(X,Y).

3. Die Losung ergibt sich, wie im quasilinearen Fall, aus

O(x,y) = U(s(z,y), t(x,y)) (11.124)

47



Wir bemerken noch, daf§ die Funktionen p(s), ¢(s) nur indirekt die Losung beinflussen, indem
sie die Komponenten « beeinflussen.
Beispiel: ”Burgers-Gleichung”. Zu 16sen

U(I,y) um(‘ray) +uy(l’,y) = 17

1
u(t,t) = 5t, e [0,1]. (11.125)
In der gewohnten Schreibweise:
U Uy 3
< 1 ) uy > = 07 a(n1’7727773) = 1 (11126)
1 -1
Die Anfangskurve ist
t
oty=t], telo1]. (11.127)
it
Wir iiberpriifen zuerst, ob die Anfangsvorgabe nicht-charakteristisch ist:
d 19/1 (t) ai (191 (t>7 Vo (t)v U3 (t)>
et | o
U5(t)

_det (1 V3 (t)
ag(ﬂl(t),ﬁg(t),ﬁ%(t))) =d t(

1 1
— 2
11 )‘det<1 1

t>:1—;t7é0t6[0,1}

Das charakteristische System lautet

(11.128)
71(s) 73(s)
v5(s) | = 1 , (11.129)
V3(s) 1
mit der Losung
")/1(5) %824-0284-03
Y2(s) | =

s+ Cq
¥3(8)

(11.130)
s+ Cs
Eine spezielle Losung, die durch die Anfangskurve geht, d.h. v(0) = ¥(¢) bestimmt die Kon-
stanten Cj:

Cs t
F0)=|Ci | =9(@t)=|[ ¢ (11.131)
Cy 5t
Damit definiert man die einparametrige Schar von Charakteristiken
12+ 1st+t X(s,t)
~v(s;9(t) = s+t = | Y{(s,t) (11.132)
1+ 4t Uls,t)
Die Relation
X 12 4 lst 4+t
— (2 2
<Y> ( L2 (11.133)
auflosen nach (s, t) liefert:
X-v
Py}
(i) = ¥ (11.134)
=

Die Auflésung von s,t in die Darstellung fiir U(s, t) einsetzen, liefert die Losung

O(x,y) =U(s(z,y), t(z,y)) = s(z,y) + }t(:c,y) _ 2(3j - y) - (33 -5

)
. 11.135
= (11.135)
Die Losung wird fiir y — 2 singuldr. Das entspricht dem Wert J2(t) = 2, t = 2. Fiir ¢t = 2 ist
die nicht-charakteristiken Bedingung verletzt.
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