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Probeklausur zur Vorlesung ”Lineare Algebra I”

Aufgabe 1: (5+5 Punkte)

Betrachten Sie den Korper H = C? mit den folgenden Operationen:

(a1,a2) + (b1,b2) = (a1 + b1, a2 + b2)
(a1,a2) - (b1,b2) = (a1b1 — boaz, brag + a1bs)

(i) Bestimmen Sie den Koérper: Z(H) = {a € HVb € H gilt: a-b=b- a}

(ii) Zeigen Sie: Es gibt eine injektive lineare Abbildung ¢ : C — H

Aufgabe 2: (5+5 Punkte)

Gegeben sei das folgenden lineare Gleichungssystem mit Koeffizienten in R.

1 + (a—1)xz axs =1
ari + azxo + axrs + x4 + 2axs =1
ar, + To + ars + x + (a+lzs = 1
r;  + axy + x3 + ary + (a+lzs = 1

(i) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von a, ob das System losbar ist und bestimmen Sie gegebenenfalls die Dimen-
sion des Losungsraumes.

(ii) Bestimmen Sie alle Losungen fiir a = 2.

Aufgabe 3: (2+8 Punkte)

Es seien a, b, ¢, d € R reelle Zahlen. Gegeben sei fiir n € N, n > 2 die folgende Matrix aus Mat,, x, (R):
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(i) Berechnen Sie det Ay und det As.

(ii) Entwickeln Sie eine Formel fiir det A,, (n € N, n > 2) und begriinden Sie ihre Antwort.



Aufgabe 4: (44343 Punkte)

Betrachten Sie im R* die drei Vektoren v; = (1,2,3,4), vy = (1,—1,2,—2) und vz = (—1,4,—1,8).
a) Bestimmen Sie die Dimension des von {v1,v9,v3} aufgespannten Unterraumes U = span({vy, vs, v3}).
b) Bestimmen Sie eine Basis von U.

c) Erginzen Sie diese Basis von U zu einer Basis von R*.

Aufgabe 5: (5+5 Punkte)

Es seien ay,...,ag die 6 verschiedenen Vektoren im R* mit jeweils genau zwei Einsen und zwei Nullen. Beweisen
oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Jede Auswahl von vier verschiedenen Vektoren aus {ay,...,as} bildet eine Basis des R*.

(ii) Keine Auswahl von vier verschiedenen Vektoren aus {ai,...,as} bildet eine Basis des R*.

Aufgabe 6: (10 Punkte)

Es seien V' = (v1,v9,v3) und W = (w1, we, ws), die von

1 2 -1 0 3 2
0 -1 2 3 0 0
v = 1 , V2 = 0 , U3 = 1 , W1 = 9 , W2 = 1 , W3 = 0
1 3 -2 -1 4 1

erzeugten Unterrdume von R*. Bestimmen Sie eine Basis von V N W.

Aufgabe 7: (10 Punkte)

Bestimmen Sie (2 x 2)-Matrizen A, B, C' mit

spur(ABC) # spur(BAC).

Aufgabe 8: (10 Punkte)

Es sei V ein Vektorraum iiber K, {a1,...,a,} eine endliche Teilmenge von V, A € K\ {0} und 4,5 € {1,...,n}, mit
i # j. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen iiber n-elementige Teilmengen von V' dquivalent sind:

a) {ai,...,a,} linear unabhingig

b) {a1,...,a;-1,Aai,a;41,...,a,} linear unabhéngig

c) {ai,...,ai-1,a; +aj,a;11,...,a,} linear unabhéngig
d) {a1,...,ai—1,a; + Aaj,a;q1,...,a,} linear unabhéngig



Aufgabe 9: (10 Punkte)

Sei
1/2 1/2 0
A= 1/2 1/2 0 GMatgxg(R)
0 0 1

und f = fa € Endg(R?).
a) Zeigen Sie f? = f.
b) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von f.

C

)
)
) Bestimmen Sie Bild f und Kern f.
)

d) Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix S, sodass S™1AS eine Diagonalmatrix ist.

Aufgabe 10: (10 Punkte)
Fiir jede richtig beantwortete Frage erhalten sie einen Punkt, fiir eine falsche Antwort wird Thnen ein Punkt abge-
zogen. Nicht beantwortete Fragen werden mit 0 Punkten bewertet. Die Gesamtpunktzahl fiir diese Aufgabe kann 0

Punkte nicht unterschreiten.

richtig  falsch

1) Die Relation ~, definiert durch = ~ y < x < y ist eine Aquivalenzrelation O O
auf Z.

2) Es sei A eine n x n-Matrix, b € R und z( eine Loésung von Az = b sowie O (|
x1 eine Losung von Az = 0. Dann ist zg + x; ebenfalls eine Losung von
Ax =b.

3) Ein homogenes lineares Gleichungssystem hat immer unendlich viele O O
Losungen.

4) Fir zwei Matrizen A, B, fiir die das Matrizenprodukt AB definiert ist, gilt: O |
(AB)T = ATBT.

5) Essei U ein Untervektorraum von V. Dann gibt es einen Untervektorraum O |

WvonV,sodass V=Ua@W.

6) Eine quadratische Matrix ist invertierbar, genau dann wenn A als Produkt O O
von Elementarmatrizen geschrieben werden kann.

7) Fiir eine lineare Abbildung T' € Abb(V, W) gilt: T ist injektiv, genau dann O O
wenn T surjektiv ist.

8) det(A) >0 = det(A~1) > 0. O O

9) Sei GL(n;R) die Menge der invertierbaren Matrizen. Dann ist die Abbildung O O

IT: GL(n;R) — R, A — det(A) injektiv.

10) Sei A € Matyxn(R). Dann gilt det(24) = 2 - det(A). O O



