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Aufgabe 1

Die Matrix Al = ATl habe das Spektrum σ(A) ⊂ [−αl, βl], 0 ≤ αl ≤ βl und liml→∞
αl
βl

= 0.
Das Richardson-Verfahren sei gegeben durch die Iterationsmatrix:

Sl = I −ΘAl, Θl =
1

%(Al)
=

1

‖Al‖2
.

Man zeige:

1. Das Richardson-Verfahren divergiert.

2. Das Richardson-Verfahren besitzt die (allgemeine) Glättungseigenschaft.

Aufgabe 2

Für die Iterationsmatrix Sl = I −W−1l Al der symmetrischen Iteration Sl gelte

γWl ≤ Al ≤ ΓWl, 0 ≤ γ ≤ Γ < 2.

Man zeige:
‖AlSνl ‖ ≤ ‖Wl‖max{η0(ν),Γ|1− Γ|ν}.

Tipp: Betrachte Y := W
−1/2
l RlW

−1/2
l mit Al = Wl −Rl.

Aufgabe 3

Man zeige: Ist Al = ATl > 0 schwach diagonaldominant und Dl die Diagonale von Al,
dann gilt

0 < ΘAl ≤ Dl, ∀0 < Θ ≤ 1/2.

Bitte wenden!



Aufgabe 4

Gegeben seien zwei Hilberträume U, V mit V ⊂ U = U ′ ⊂ V ′. Sei a : V × V → K eine
stetige Bilinearform, d.h.

|a(u, v)| ≤ Ca‖u‖V ‖v‖V ∀u, v ∈ V.

Weiter gelte die inverse Abschätzung

‖vl‖V ≤ Cinvh
−m
l ‖vl‖U ,

und die Verträglichkeit der Normen

C−1P ‖xl‖l ≤ ‖Plxl‖U ≤ C̄P ‖xl‖l.

Man zeige, dass dann für die zugehörige Matrix Al des diskretisierten Problems gilt:

‖Al‖ ≤ CKh−2ml , mit CK := Ca(CinvC̄P )2.

Programmieraufgabe

Implementieren Sie das Multigridverfahren für unser Modellproblem.
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