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Aufgabe 1

Wir betrachten ein Anwendungsbeispiel: Ein gegebenes Werkstiick soll durch Erwérmung ein
bestimmtes Temperaturprofil y,; erreichen. Dieses Werkstiick hat gliicklicherweise die Form
des Einheitsintervalls [0, 1]. Das Temperaturverhalten beschreiben wir vereinfacht mit der
stationaren Warmeleitgleichung

—y'(x) =u(z), y(0)=y(1)=0, z€[0,1], (1)

wobei y(z) das Temperaturprofil und u(z) die Warmequellstérke ist.
Es soll der Abstand von Temperatur und Zieltemperatur im quadratischen Mittel minimiert
werden, d.h. wir haben es mit dem Optimierungsproblem
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mit Nebenbedingung (1) zu tun.

Mit den uns bekannten Methoden konnen wir dieses Problem nicht behandeln, da es sich
um eine unendlichdimensionale Optimierungsaufgabe handelt. Wir kénnen es jedoch in ein
endlichdimensionales Problem iiberfiihren: Dazu diskretisieren wir den Zustand y(x) und
die Steuerung wu(z). Das Intervall [0,1] wird in N Teile der Lange h = 1/N zerlegt. Die
Funktionen approximieren wir durch ihre Funktionswerte in den Endpunkten z; = ih, i =
1,..., N — 1 dieser Teilintervalle wie folgt
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Dabei haben wir die Werte von y in den Randpunkten xop = 0 und zy = 1 weggelassen, da
diese durch die Randbedingungen festgelegt sind.
Die zweite Ableitung approximieren wir durch den zentralen Differenzenquotienten
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So entsteht als Niherung von (1) ein lineares Gleichungssystem der Form Ay®) = (V).

(a) Geben Sie die Matrix A an. Diskretisieren Sie die Zielfunktion in (2) geeignet (z.B. mit
1 N
[ f(z) dz =~ hY" f(z;)). Eliminieren Sie dann den Zustand y™) durch die Steuerung
0 i=1
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v um so ein Problem ohne Gleichungsrestriktion zu erhalten.

(b) Welche Form hat die Optimalitétsbedingung erster Ordnung? Ist diese auch hinreichend?



()

Zur Losung des Steuerungsproblems kann man beispielsweise das Gradientenverfahren
einsetzen. Man ist dabei auch an der Konvergenzgeschwindigkeit interessiert. Bestimmen
Sie dazu die Konstanten aus Aufgabe 3 (a) bzw. (b) des letzten Blattes in Abhéngigkeit
von N. Was passiert, wenn man die Diskretisierung verfeinert, also die Anzahl der Git-
terpunkte erhoht bzw. gegen unendlich gehen l&dsst?

Hinweis: Die Eigenwerte der Matrix A sind gegeben durch: Ay = 2N%(1 — cos &7) fiir
k=1,...,N—1.

Nun sollen auch die Kosten der Steuerung in der Zielfunktion mit modelliert werden.
Dies geschieht durch einen zusétzlichen, quadratischen Term:

min % /1 (v() ~ yalw)de + /1 w(z)2dz.
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Dabei ist v ein positiver Kostenparameter. Diskretisieren Sie dieses Kostenfunktional.
Wie sieht jetzt der Gradient und die Hessematrix aus? Wie veréndern sich die Eigenwerte
gegeniiber dem Ausgangsproblem? Was kénnen wir nun fiir das Konvergenzverhalten des
Gradientenverfahrens folgern, wenn ~ festgehalten wird?
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