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A.1:

A. 2:

A. 3:

A. 4:

Gruppeniibungen

Wir beweisen, dass f im Punkt O stetig ist:

Sei x, — 0. Dann ist

= [Vl = ] — 0.

Also ist lim f(x,) = 0 = f(0).

|f(x)

Nein. Wir nehmen an, dass eine stetige Fortsetzung moglich ist. Dann ist :

_ 1\ . 2"+1 . 1+
f(O):}l_)rgf(;):gggzn_l:nl_{gl_z_ln:l,
und auch :

1 27"+ 1
0) = li ——) =1 =-1.

fO = lim f(=) = lim 52—

Widerspruch. 4

Sei f(x) = x> + —————— . Dann ist f auf R stetig. AuBerdem ist
1+ |x] + x2
f(0)=4>0und f(-2) = (=2)° + ‘7—‘ < 0.
Aus dem Zwischenwertsatz folgt also:
4

dxy € (-2,0) mit f(x9) =0, d.h. x(S) +——— =0
1+ |X0| + Xo

(c) Mitdem Zwischenwertsatz. Das sieht man folgendermaBen:

(a) In Aufgabe a) haben wir es mit einer stetigen Funktion zu tun. Die
Temperatur in Abhédngigkeit von der Zeit kann man ja als eine stetige
Funktion im Zeitintervall von 6 bis 12 Uhr auffassen (,,kleine Zeitin-
derungen bewirken auch nur kleine Anderungen in der Temperatur®,
es gibt keine ,, Temperaturspriinge): T : [6, 12] — R mit z +— T(z).

Es gilt auBerdem: 7(6) = =5 und 7'(12) = 4.



Aus dem Zwischenwertsatz konnen wir folgern, dass es dann zu je-
der Zahl (Temperatur) y zwischen 7'(6) = =5 und 7'(12) = 4 eine Zahl
(einen Zeitpunkt) z zwischen 6 und 12 gibt, sodass gilt: 7(z) = y. Ins-
besondere gibt es also zur Temperatur y = 3 einen Zeitpunkt z € (6, 12)
mit 7'(z) = 3.

Was weill man iiber den Zeitpunkt? Es muss zumindest einen Zeit-
punkt im Zeitraum von 6 bis 12 Uhr geben, zu dem die Temperatur
gerade 3°C betrégt. Es kann aber durchaus auch mehrere solche Zeit-
punkte, auch auBerhalb des Intervalls [6, 12], geben. Dariiber macht
der Zwischenwertsatz keine Aussage.

Es kann klarerweise auch einen Zeitpunkt zwischen 6 und 12 Uhr ge-
ben, zu dem es 6°C hat. Dariiber macht der Zwischenwertsatz hier

ebenfalls keine Aussage!

(b) Die Funktion in Aufgabe b), die jedem Zeitpunkt den Guthabenstand
auf Niklas Sparbuch angibt, ist nicht stetig. Jede Ein- bzw. Auszah-
lung oder Zinsengutschrift bedeutet ja einen Sprung des Guthaben-
standes. Der Zwischenwertsatz kann also hier nicht angewendet wer-
den. Es ist daher auch nicht moglich zu entscheiden, ob der Guthaben-

stand jemals exakt 60,00 Euro betragen hat.

A.5: (a) Wir beweisen, dass f auf (1, 10) gleichmiBig stetig ist.
Sei £ > 0. Wihle 6 = %. Dann gilt fiir alle x, y € (1, 10) mit |[x—y| < ¢:

1F(x) = fFO) = X2 =y = (x + y)lx =y < 20|x — y| < 206 = &.

(b) Wir beweisen, dass f auf R nicht gleichmiBig stetig ist. Wir miissen

also zeigen:

de>0:V6>03dx,ye R mit |[x—y| < 6 und [f(x)—f(y)| >e. (1)



Wir wihlen € = 1. Fiir jedes 6 > 0 suchen wir x und y mit x = x, = n
undy =y, =n+ 3 wobei n spiter gewihlt wird.

0
Dann ist [x — y| = 3 < 6, und

2

£~ FO =2 =+ 5P = ns + -

2 52
Dané + T — oo wenn n — oo, gibt es ein n mit nd + 71 > 1.
Damit haben wir die Eigenschaft (1) bewiesen und gezeigt, dass f auf

R nicht gleichméBig stetig ist.



