
5 Gruppenübungen

A. 1: (a) D= {x ∈ R : |x| − 5 ≥ 0} = (−∞,−5] ∪ [5,+∞).

Da f (x) =
1
2

√
|x| − 5 ≥ 0 ist, ist (−1) < f (R) also ist f keine surjektive

Funktion.

Da f (5) = f (−5) ist, ist f auch keine injekive Funktion und somit

keine Bijektion.

x ∈ f −1((−1, 1)) ⇔ f (x) ∈ (−1, 1) ⇔ −1 <
1
2

√
|x| − 5 < 1 ⇔

( da
√

y ≥ 0 ist )
1
2

√
|x| − 5 < 1 ⇔ |x| < 9

und gleichzeitig muss immer noch gelten |x| ≥ 5.

⇒ x ∈ (−9,−5] ∪ [5, 9).

Also ist f −1((−1, 1)) = (−9,−5]∪[5, 9).

(b) D = {x ∈ R : x − 4 > 0} = (4 , +∞).

Wir beweisen, dass f : D→ R surjektiv ist. Sei y ∈ R.

1 + log2(x − 4) = y ⇔ log2(x − 4) = y − 1 ⇔ x = 4 + 2y−1

Also ist f (4 + 2y−1) = y.

Wir beweisen, dass f : D→ R injektiv ist.

f (x1) = f (x2) ⇔ 1 + log2(x1 − 4) = 1 + log2(x2 − 4) ⇔

log2(x1−4) = log2(x2−4) ⇔ x1−4 = x2−4 (da log injektiv) ⇔
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⇔ x1 = x2

Also ist f eine Bijektion und f −1(y) = 4 + 2y−1.

x ∈ f −1((−1, 1)) ⇔

f (x) ∈ (−1, 1) ⇔ −1 < 1 + log2(x − 4) < 1 ⇔

−2 < log2(x − 4) < 0 ⇔ 2−2 < x − 4 < 20 ⇔

4.25 < x < 5 ⇔ x ∈
(
4+

1
4
, 5

)
.

Also ist f −1((−1, 1)) =
(
4+

1
4
, 5

)
.

A. 2: Es gilt allgemein:

y ∈ f (C) ⇔ ∃ x ∈ C : f (x) = y

x ∈ f −1(D) ⇔ f (x) ∈ D.

(a) Damit bekommen wir:

x ∈ f −1( f (C)) ⇔ f (x) ∈ f (C) ⇔

∃ z ∈ C : f (z) = f (x)⇐ x ∈ C (Wähle einfach z = x).

Daraus folgt: C ⊆ f −1 (
f (C)

)
. Die Gleichheit C = f −1( f (C)) gilt nicht

allgemein, da z.B. f :R → R mit f (x) = x2. Dann ist f ([0,∞)) =

[0,∞) und f −1([0,∞)) = R, also f −1( f ([0,∞))) = R , [0,∞).

(b)

y ∈ f ( f −1(D)) ⇔ ∃ x ∈ f −1(D) : f (x) = y ⇔

∃ x ∈ A : f (x) ∈ D und f (x) = y⇒ y ∈ D
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Damit ist f
(

f −1(D)
)
⊆ D. Die Gleichheit D = f ( f −1(D)) gilt nicht

allgemein. Z.B. f : R → R, mit f (x) = x2. Dann ist f −1(R) = R und

f (R) = [0,∞). Also ist f ( f −1(R)) = [0,∞) , R.

A. 3:

y ∈ f (A ∪ B) ⇔ ∃ x ∈ A ∪ B : f (x) = y ⇔(
∃ x ∈ A : f (x) = y

)
∨

(
∃ x ∈ B : f (x) = y

)
⇔ y ∈ f (A) ∨ y ∈ f (B) ⇔ y ∈ f (A) ∪ f (B).
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