9 Gruppeniibungen

A.1:

A. 2:

(a)

(b)

(c)

(a)

A ist beschrinkt, da 0 < i < 1 fiir alle n=1,2,. ..

A ist nicht offen, denn es gibt kein £ > O mit (1 —&,1 + &) C A.
A ist nicht abgeschlossen, da % — Qund O ¢ A.

A ist nicht kompakt, da A nicht abgeschlossen.

A ist beschrinkt, da (=, 1) (0, 1) und damit auch

n+1?’

* I 1
A= Ul(m;) c (0,1).
A ist offen als Vereinigung von offenen Intervallen.
A ist nicht abgeschlossen, da die Menge aus a) Haufungspunkte unse-
rer Menge beinhaltet, diese aber nicht in A liegen, denn:
nl—o ist fiir jedes feste ny Haufungspunkt der Folge a, = % + %, doch
diese Haufungspunkte liegen nicht in A.

A ist nicht kompakt, weil A nicht abgeschlossen.

A i1st nicht beschrinkt, denn fiir jedes R > 0 gibt es ein ¢ € A mit
qg > R.

A ist nicht offen, denn es gibt keine > Omit (1 —¢,1 +&) C A

(in jeder offenen Umgebung gibt es eine irrationale Zahl).

A ist nicht abgeschlossen, da wir bereits wissen, es gibt auch Folgen
aus Q die gegen eine irrationale Zahl konvergieren.

A ist nicht kompakt, da A nicht beschriinkt ist.

Wir zeigen, dass f in xj stetigist, & xp¢Z

Sei xy € Z.

Dann ist fiir [xo — %] =xo—1 o Yo 1,

aber fiir n > 2 gilt: [xo + %] = ;lco — X # xo — 1.

Das bedeutet f ist in x( nicht stetig.

Sei nun x ¢ Z.

Sei weiterhin x, eine beliebige Folge, die gegen x, konvergiert. Dann
gibt es ein ny, sodass fiir alle n > ny gilt:

X, € ([x0], [x0]+1). Damit ist [x,] = [xo] fiir alle n > ny,

also lim[x,] = [xo]. Das bedeutet f ist stetig in x.
n—oo



(b) Sei xy ¢ Z.
Da [x] in xq stetig ist und (1 — x) auch, ist [x](1 — x) in x, stetig.
Sei xy € Z.
Dann ist (fiir eine Folge von links): [xo - %] (1 - (xo - i)) =
=(o-D(1-x+1). (firnx2)
Fiir n — oo geht dies gegen —(x — 1)%.
Weiter gilt (fiir eine Folge von rechts): [xo + %] (1 - (xo + %)) =
= xo(l — Xp — }1) — xo(1 = xo).
Dies sind also die Grenzwerte: —(xy — 1)? und xo(1 — xo).
Fiir die Stetigkeit miissen diese Grenzwerte gleich sein!
—(xo-1?=x(1-%x) & x=1,dh wennxoeZundxy#1,
dann ist f nicht stetig in x.
Wir zeigen nun, dass f in xy, = 1 stetig ist:
Sei x, eine Folge die gegen 1 konvergiert. Dann gibt es ein ny, so dass
fiir alle n > ny:
|01 = x| = (2]
Also ist ’}i_)rg[x,,](l - x,) =0=[1](1 -1) = f(1).

Hiermit ist f stetig in xo = 1.
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A. 3: Sei xo > 0. Wir zeigen, dass f(x) = )1( in X, stetig ist:
Sei & > 0 und wiihle § = min(3xo, 3£x3).
Dann gilt fiir alle x mit [x — x| < 0 :
|x — x| < %xo = x> %xo.

Daraus folgt wiederrum fiir alle X mit |x — xo| < 9 :
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