9 Hausiibungen

A.1: Fir alle x € (0, o) mit x # 7 bekommen wir:
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Wihle also a = 3 Dann ist fiir alle x € (0, c0):
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Da 1 auf (0, co) stetig ist, ist f auf (0, co) auch stetig.
X

A.2: (a) Seixy = 0. Dann ist fiir jede Folge x, — 0 :
|f ()l < [xa] = 0.
Also ist lim f(x,) = 0 = f(0), d.h. fistin O stetig.

Sei 0 # xy € Q. Sei x, = xo mit x,, ¢ Q (z.B. x,, = —2 + Xp).

Dann ist lim f(x,) = 0 # xo = f(xp), d.h. fistin x gicht stetig.

Sei xg ¢ (nQ_.)Ogei X, — Xp mit x,, € Q. Dann ist:

lim f(x,) = limx, = xop # 0 = f(x0), d.h. f ist nicht stetig in x.
nA_)nozwort: DienEITnktion f ist nur in einem Punkt x, = O stetig, sonst

nicht stetig.

(b) Sei xy ¢ Z. Dann ist [x] in x, stetig, also ist auch f(x) = x(x — [x])
stetig in x.

Sei xg € Z. Dann ist fiir n > 2:
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A. 3:

(a)

(b)

Also wenn x, # 0, dann ist f in x, nicht stetig.
Sei xp = 0. Wir zeigen, dass f in xy = O stetig ist.

Sei x, — 0. Dann ist:

|f(-xn)| = |xn(-xn - [xn])l < |xn| — 0.

Damit ist lim f(x,) = 0 = f(0), d.h. f ist stetig in 0.
Antwort: Die Funktion f ist in den Punkten +1,+2,... nicht stetig,

sonst stetig.

Die Funktion f ist nicht stetig an der Stelle x = V2. Das kénnen wir
zeigen, wenn wir fiir ein € > 0 kein passendes ¢ finden.

Wihlt man etwa € = 1, so findet man kein 6 > 0, sodass | f(x) —
f(V2) |< & fiir alle x € Dy mit | x — V2 |< & gilt. In jeder 6-
Umgebung von V2 liegt nimlich ein x € (—co, V2), also mit Funk-
tionswert f(x) = —1. Es gilt dann:

| f(x)— f( V2)|=| =1 =1 |=2 > & Damit ist f nicht stetig auf Dy.
Die Funktion g ist stetig (auf ganz D,). Wir miissen dazu also zu je-
dem & > 0 ein passendes ¢ > 0 angeben konnen.

Man kann, um die Stetigkeit an einer beliebigen Stelle x) nachzuwei-
sen, z.B. 0 = % | xo — \2 | wihlen (in diesem Beispiel ist also aus-
nahmsweise ¢ gar nicht von ¢ abhéngig). Wihlt man dann ndmlich ein
X € (x9 — 6, x9 + ) N Q, dann hat x denselben Funktionswert wie x.
Es gilt also | f(x) — f(xo) |= 0 < & fiir jedes beliebige £ > 0.

Dieses Beispiel zeigt, dass auch Funktionen, die nicht ohne Absetzen durchzeichen-
bar sind, stetig sein konnen. Andererseits zeigt es auch, dass sich das Stetigkeitsver-
halten von Funktionen auf Q schlecht an deren Graph ablesen ldsst.

Die Funktion g wurde gestrichelt dargestellt, um zu verdeutlichen, dass sie nur auf
Q definiert ist.



