SS 24 Mathematik: Thema 3.3

Lineare Gleichungssysteme II, Gauf-Jordan Algorithmus

Ein m x n-Lineares Gleichungssystem (LGS) ist in Gleichungsform
a1-r1 + ... + aip-Ty, = b1
Am1-T1 + .. + QmpTn = by

oder gleichwertig in Matrixschreibweise A,,xn * Tnx1 = bmx1

ail - Q1n X1 bl
am,1 - Gmn mxn In nx1 b mx1
oder gleichwertig in Tabellenform gegeben:
Variablen
(Spaltenfaktoren) Zielvektor
Tl ... Tp (=) b
ag ... aip by erste Gleichung
am,1 --- Qmn bm m-te Gleichung
Koeffizientenmatrix A | Zielvektor b
Erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b)

Bsp. 1 (Produktionsprozess, gesuchte Variablen sind die Endproduktmengen)

5. Ff 4+ 10-FEy + b5-FE3 = 150
(1) 2B, + 5-FE» + 2-FE3 = 10
Eq
. 5 10 5 150
(2) MRE'E—let<2 5 2)- gz _< 70)
3

Ey Ey E5(=)b
(3) 5 10 5 150 1. Gleichung
2 5 2 70 2. Gleichung
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Zur folgenden Theorie gibt es ausfiihrliche Beispiele, die ,parallel* besprochen werden, der
besseren Ubersichtlichkeit wegen aber (nach den Schemata) gesammelt aufgefiihrt sind.

30 Jeder Variablenvektor z, der A -z = b erfiillt, heifit Lésung des LGS

Ein LGS hat
entweder e keine Losung unlosbares LGS
oder e genau eine Lisung eindeutig losbares LGS

oder e unendliche viele Losungen LGS mit freien Variablen

Das unten folgende Losungsverfahren basiert auf der systematischen Anwendung von ele-
mentaren Umformungen eines LGS, die auf die erweiterte Koeffizientenmatriz angewandt
werden.

31 Elementare Zeilenumformungen

Die Loésungsmenge eines LGS bleibt unverdndert bei

e Vertauschung der Zeilen (= Reihenfolgendnderung der Gleichungen)

Multiplikation einer Zeile/Gleichung mit einem Faktor ungleich Null

Addition einer Zeile/Gleichung zu einer anderen

Vertauschung der Spalten bei gleichzeitigem Mittauschen der Variablen, d.h. der
(gesuchten) Spaltenfaktoren z1, ..., x,

Jedes LGS A - x = b kann mittels dieser vier elementaren Umformungen der erweiterten
Koeffizientenmatrix (A|b) in ein ,Aquivalentes® LGS A* - z = b* mit erweiterte Koeffizien-
tenmatrix (A*[b*) umgeformt werden,

- das die gleiche Lésungsmenge wie A - x = b liefert,
- aus dem diese Losungsmenge direkt ablesbar ist.

Der Stern * steht zur Symbolisierung der Umformung zu etwas (hinsichtlich der gesuchte
Lésungsmenge) Gleichwertigem.

Das systematische Vorgehen dieser Umformung heiftt Gauf-Jordan-Algorithmus und das
Ergebnis A* - x = b* bzw. (A*|b*) heifit ,kanonische Form“ des LGS A - = b. Wir nennen
(A*|b*) einfach Schlusstabelle (Schlusstableaw).
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32 Gauf-(Jordan)-Algorithmus zur Lésung eines LGS A-xz = b

Schlusstableau Ziel (A*| b*) der Umformungen
Koeffiz’'matrix A* und (ggf. vertauschte) Variable | Zielvekt. b*

... Ty . xh (=) b*

1 0 airﬂ e ain bl

Erxr .

0 1 a;k’,r—}—l ai,n bi

0 0 0 "

0 0 0 0 b

Ziel in Kurzform: Links oben steht eine (r x r)-Einheitsmatrix, unterhalb allenfalls Nullzei-

len. Zur Bedeutung von r sieht unten — Lésungsmenge: Schritt 6
1 Ausgangspunkt LGS in Tabellenform
1 ... xp (=)0
ai,1 e ain b1
: « (Alb)
am,1 e Am,n bm
> Falls (A]b) =0 (die Nullmatrix), so ist jeder Vektor x = (z1,...,2n)T
ein Losungsvektor — fertig
> Falls (A]b) #0 > Fallsm >1und A#0 — weiter mit Schritt 2

> Falls m > 1 und A =0, oder falls m =1
(d.h. nur eine Gleichung),
so liegt schon ein Schlusstableau vor — weiter mit Schritt 6

2 Erste Tauschaktion [Bei Spaltentausch: Variable mittauschen!|
Tausche — falls erforderlich — Zeilen von (A|b) und Spalten von A, bis links oben eine
Zahl # 0 steht. Zeile 1 und Spalte 1 sind nun fiir weitere Tauschaktionen auf Dauer
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wgesperrt . Zeile 1 (der erweiterten Koeffizientenmatrix) wird aktuelle Basiszeile,
Spalte 1 wird aktuelle Basisspalte und das Element links oben aktuelles Basisele-
ment

— weiter mit Schritt 4

3 Weitere Tauschaktion [Bei Spaltentausch: Variable mittauschen!|

> Tausche — falls mdglich und erforderlich — nicht gesperrte Zeilen und Spalten der Ko-
effizientenmatrix, bis eine Zahl # 0 links oben im erlaubten Bereich (d.h. ohne alle
gesperrten Zeilen und Spalten) steht. Diese Zahl wird aktuelles Basiselement,
die zugehorige Spalte/Zeile (der erweiterten Koeffizientenmatrix) wird aktuelle
Basisspalte/aktuelle Basiszeile. Letztere sind nun fiir weitere Tauschaktionen

auf Dauer ,,gesperrt”
— weiter mit Schritt 4

> Ist ein derartiger Tausch nicht méglich, so liegt bereits ein Schlusstableau vor.
4 Eliminationsschritt (Basisspalte wird zu Einheitsspaltenvektor)
(i) Das aktuelle Basiselement ist/wird zu Fins:

Dividiere jedes Element der Basiszeile durch das Basiselement

(ii) Andere Elemente der Basisspalte sind/werden zu Null:
Priife einzeln jede Nicht-Basiszeile:
Steht in einer Nicht-Basiszeile in der Basisspalte eine Zahl z # 0, so subtrahiere
von dieser Zeile das z-fache der Basiszeile
— weiter mit Schritt 5

5 Priifung auf Unlosbarkeit
Ist in der Koeffizientenmatriz eine Nullzeile entstanden?
> Nein: —  weiter mit Schritt 3
> Ja: Ist das zugehorige Element des Zielvektors # 07
> Ja: Das LGS ist dann nicht 16sbar — fertig

> Nein: —  weiter mit Schritt 3
6 Bestimmung der L6sungsmenge aus dem Schlusstableau

> Ist eine der zu Nullzeilen der Koeffizientenmatrix gehérenden Zahlen des Zielvektors
# 0, so ist das LGS nicht 16sbar: L = ()

- Oft wird bei Unldsbarkeit das Schlusstableau mit elementaren Zeilenumformun-
gen ,verdeutlichend” noch so dquivalent veréandert, dass der nicht erreichbare
Zielvektor zum Einheitsvektor wird (vgl. Nr. 38a).
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Andernfalls ist das LGS l6sbar. Die Anzahl der Losungen hidngt vom Vergleich
von 7 und n ab (der Fall » > n kann nicht auftreten):

> Ist r = m, so gibt es genau eine Losung, die ohne weitere Rechnung aus
der tabellarischen Form direkt in Gleichungsform iibersetzt wird

> Ist » < m, so gibt es unendlich viele Lésungen:
n —r Variable sind frei wahlbar, die {ibrigen r Variablen ergeben sich aus den
r Gleichungen des Schlusstableaus (ohne Nullzeilen). Eine mogliche Auswahl
solcher n — r freier und r festgelegter” Variablen ist durch das Schlussta-
bleau getroffen und kann wiederum ohne weitere Rechnung aus dieser tabella-
rischen Form direkt in Gleichungsform iibersetzt werden. (Andere Auswahlen
verdndern nicht die Losungen, sondern nur deren Darstellungsform.)

VORSICHT Falls bei der Umformung Spaltenvertauschungen vorgenommen wurden, sollte
beim Aufschreiben der Losungsmenge darauf geachtet werden, dass die Variablen nun in
der urspringlichen Reihenfolge genannt werden.

Jede bei den Schritten 2-4 (Elimination) vorgenommene elementare Zeilenum-
formung muss nachvollziehbar ,protokolliert“ werden

33 Die obige Zahl r heifit Rang der Matrix A, kurz rang(A). Es gilt:

1 <r < min(m,n) = Minimum aus Zeilen- und Spaltenanzahl
r = rang(A) ist gleichzeitig

e die maximale Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen von A, d.h. die Anzahl
nicht-redundanter Gleichungen des LGS

e die maximale Anzahl der linearen unabhéngigen Spalten von A, d.h. die Anzahl
der durch das LGS festgelegten Variablenwerte

Eigenschaft: rang(A) = rang(AT)

o m — 1 Gleichungen sind tiberflissig bzw. n — r Variable sind frei wdahlbar
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34 Hierbei heifen k Vektoren (Zeilen- bzw. Spaltenvektoren) mit je n Elementen linear
unabhingig, wenn eine Linearkombination (= Summe von Vielfachen) der Vektoren
mit dem Ergebnis Nullvektor nur moglich ist, wenn jeder Vektor mit dem Faktor Null
eingeht — d.h. keiner dieser £ Vektoren ist eine Linearkombination der anderen k — 1
Vektoren (= nicht linear abhéngig von diesen). In Matrixschreibweise ausgedriickt: Die
Spalten einer Matrix A sind linear unabhingig, wenn das LGS A-xz = 0
(Nullvektor) die eindeutige Lésung = 0 (Nullvektor) hat

35 Anwendung des GJ-Algorithmus auf spezielle Fragestellungen
insbes.: Weitere, am Schlusstableau ablesbare Informationen

a Gefragt:

Vorgehen:

Hinweis:

b Gefragt:

Vorgehen:

¢ Gefragt:

Vorgehen:

Rang r einer Matrix A

Gaufsalgorithmus fiir A durchfithren, den Rang am Schlusstableau
ablesen (= Dimension der erzeugten Einheitsmatrix = Anzahl der
, Treppenstufen® )

Nach der Durchfithrung des GJ-Algorithmus eines LGS A-x =b
lesen wir den Rang von A und (A|b) am Schlusstableau ab. Das

LGS A -z = b ist 16sbar genau dann, wenn rang(A) = rang(A|b)

Priifung der linearen Unabhéngigkeit bzw. linearen Abhingig-
keit von k Vektoren (mit jeweils n Elementen)
Fasse die Vektoren zu einer Matrix A zusammen (schreibe die Vektoren
als Spalten, egal ob es sich um Zeilen- oder Spaltenvektoren handelt);
fiihre den Gaufalgorithmus fiir das LGS A - = 0 durch.
> Die Vektoren sind linear unabhéangig, falls sich die eindeutige
Losung = = 0 (Nullvektor) ergibt
> andernfalls sind sie linear abhéngig und die Losung x gibt an
welche Linearkombination der Vektoren zum Nullvektor wird.

Bestimmung der Anzahl ,jiberfliissiger* Gleichungen eines

losbaren LGS A-x =
Die Anzahl tiiberfliissiger Gleichungen ist gleich der Anzahl
der im Schlusstableau (A*|b*) entstandenen Nullzeilen.

d Simultane Durchfithrung des GJ-Algorithmus fiir mehrere Zielvektoren
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Gefragt:

Vorgehen:

Hinweis:

Mathematik: Thema 3.3

Fiir eine feste Koeffizientenmatrix A die Losungsmengen
Lyzum LGS A-2=0b, L.zum LGS A-z =cusw. ...
Ein Durchgang des Algorithmus mit der rechts um alle
Zielvektoren (Spalten) erweiterten Tabelle: Alb|c|. ..
Die Losungsmengen Ly, L, ... werden — wie bei einem Einzeldurchgang —
aus dem jeweils zugehorigen Schlusstableau (A*|b*), (A*|c*), ...
direkt abgelesen.
Dies erlaubt die Losung/Losbarkeitspriifung einer Matrixgleichung
A - X = B wie folgt: (A|B) > GJA — (A*|B*)
Fiir die einzelnen Spalten b, c, ... der rechts stehenden Matrix B werden
simultan die LGSe A-x =b,A-x = ¢, ... bearbeitet.
> Ist eines der LGSe nicht 16sbar, so hat die gesamte Matrixgleichung
A - X = B keine Losung
> Andernfalls ergibt sich die Losungsmenge fiir X, deren Elemente
also Matrizen sind, aus allen Moglichkeiten, eine Matrix X zu bilden
mit Spalte 1 aus Ly, Spalte 2 aus L, ...

e Inversenberechnung (Spezielle Form einer simultanen Durchfithrung =

Gefragt:

Losung der Matrixgleichung A, xp - X = Epxn)
Existiert die Inverse einer n x n-Matrix? Falls ja, A~ =7

Vorgehen: Ein simultaner Durchgang des Algorithmus mit den Spalten el; der

n X n-Einheitsmatrix als Zielvektoren, d.h. das Ausgangstableau ist
(AlEnxn)-
> Falls sich als Schlusstableau die Form (E,,x,|B), ergibt, so ist A
invertierbar und der rechts stehende Tabellenteil B ist die Inverse
AL (A|Enxn) = GJA = (Enxn|A™1)
>  Andernfalls ist A nicht invertierbar (und am Schlusstableau
kann rechts abgelesen werden, welche(s) e} als
Zielvektor(en) dies verhindern, nimlich der-/diejenigen e, fiir die
es keine eindeutige Losung A -z = e gibt)

Sie miissen sich nicht genau an die folgende dufiere (Protokoll-)Form halten,
aber: BITTE wihlen Sie eine Form, die jeden Schritt gut nachvollziehbar macht,
die Methode soll gepriift werden und Ihre Losung soll dies erkennen lassen
kénnen /korrigierbar sein ...

Im Protokoll bezeichnen I, I1, ... die erste, zweite, ... Zeile die jeweils vorhergehenden (er-
weiterten) Koeffiziententabelle. Neben jeder Zeile steht die Umformung (zusammengesetzt
aus elementaren Zeilenumformungen), die dieses Zeilenergebnis liefert. [In den Beispielen
sind Basiszeilen fett gesetzt |
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Bsp. 1 (Forts.) |E bezeichnet die Endprodukton, E die Einheitsmatrix]
Hier ist m = 2 (Gleichungen), n = 3 (Variablenanzahl)

Ei Ey, E3(= b Protokoll
A2><3{ 5 10 5 150 I (Ausgangstabelle)
2 d 2 70 17
1 2 1 | 30 1/5
2 5 2 70 11
1 2 1 30 I
0 1 0 10 I11-2-1
E2><2{ 1 0 1 10 [-2.11
0 1 0 10 IT (Schlusstabelle)
B B BO D

r = 2 = rang(A) = rang(Alb), es gibt m — r = 0 iiberfliissige Gleichungen, n — r =
1 Variablen sind frei wéahlbar (hier: Es3, die Variable die nicht zu den Spalten der
erzeugten Einheitsmatrix Egyo gehort).

Losungsmenge (Ubersetzung der Schlusstabelle in Gleichungsform)

FEr FE1=10—- Ej3
L= FE = EQ : E2 =10
FEs FE3 € R frei wahlbar

Bemerkung Bei 6konomischen Anwendungen wird eine solche allgemeine Losungsmen-
ge hiaufig durch zusétzliche inhaltliche Bedingungen eingeschréankt, in diesem Beispiel
(Gesamtverarbeitung Mgg) kénnten z.B. zusitzlich ein Mindestoutput E = (3,3, 3)7,
der nicht unterschritten werden darf, vorgegeben und — bei nicht beliebig teilbaren
Giitern — nur ganzzahlige Losungen akzeptabel sein. Beide Forderungen werden dann
die obige Losungsmenge auf folgende, ,6konomische sinnvolle’ Losungen einschrinken
(Aufzdhlung anhand der Festlegung von E3 = x3):

E = (B By B3)" € Liakgisen = {(7103)7,(6 10 4)7, (510 5)7, (4 10 6)7, (3 10 7)T}

Bsp. 2 Gegeben ist das LGS (,Rohform* und tibersichtlicher aufgeschrieben)

T — X2 + 223 =2 l-x1—1-294+2-23=2
r1+x3=0 1-294+40-29+1-23=0
aro +x3 =3 O-z1+a-29+1-23=3

Mathematik fiir Okonomen — Campus Duisburg 8 von 12



SS 24

Mathematik: Thema 3.3

Hierbei ist a eine fixe, aber unbekannte Zahl (z.B. ein nicht beeinflussbarer und noch
nicht festgelegter exogener konomischer Parameter).

(Erweiterte) Koeffiziententabelle und Algorithmus

1 z3 ( b Protokoll

1 2 2 I

1 1 0 11 LGS als Tabelle
0 1 3 i

1 1 2 2 I

0 1 —1 —2 IH—1-1

0 a 1 3 IHr—0-1

1 0 1 0 I+1-11

0 1 —1 —2 11

0 0 14+a 3+ 2a I —a-1I

Fall1: 14+a =0,d.h. a=—-1.
Die letzte Zeile lautet dann: 0- 21 +0-+0-2z3 =3 —2,d.h. 0 = 1.
Dies ist unerfiillbar, also ist das LGS nicht [6sbar.

[oder: rang(Asxs3) = 2 < 3 = rang(A|b) = LGS nicht losbar]
Foll 2: 1+ a #0, d.h. a # —1: Division durch 1+ a ist nun erlaubt.

To X3 b Protokoll
0 0 T
1 -1 —9 IT
34+ 2a
0 1/ (1
1+a / N
0 SF2a T
1+a
2
1 o320
1+a
0 34+ 2a I
1+a
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Als eindeutige Losung im Fall a # 1 (Tabelle wieder als LGS):
3+ 2a 3+ 2a 1 3+ 2a
(%) T =—

Tog = —2 = T3 =
14+a * T 1+a
Zusammenfassung, abhingig vom Wert von a:

l4a 1+a’

> falls a = —1, so ist das LGS nicht 16sbar,
> falls a # —1, so hat das LGS genau eine Losung, namlich (k).

Zusatzfrage: Gibt es eine Losung (21, 2o, 23)7, bei der x5 = 1 — a ist?
Wenn x5 = 1 — a sein soll, so ist dies

(Fall 1) nicht 16sbar, wenn a = —1.

(Fall 2) l6sbar fiir a # —1, wenn zusétzlich 1-%1 © z2 =1 —a gilt.
Dies ist der Fall, denn u%a = 1—a hat die (einzige) Losung a = 0. Die eindeutige

Losung  des LGS ist dann nach (%) gegeben durch
x = (z1 T2 1:3)T mit a7, =-3, r9 =1, x3 = 3.

Bsp. 8 Inverse Matrix
1 -1 2
Gegeben ist die Matrix A= 1 0 1
0 01

Existiert die Inverse von A? Falls ja: A=t =7

Ty T2 z3 (=) e} e; el Protokoll
1 —1 2 1 0 0 I

1 0 1 0 1 0 11

0 0 1 0 0 1 I

1 -1 2 1 0 0 |

0 1 —1 —1 1 0 nm—-11
0 0 1 0 0 1 I

1 0 1 0 1 0 I+1-11
0 1 —1 —1 1 0 II

0 0 1 0 0 1 I

1 0 0 0 1 -1 I—1-111
0 1 0 -1 1 1 I7I+1-111
0 0 1 0 0 1 111
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Links ist die Einheitsmatrix entstanden, also ist A invertierbar und A~! ist die rechts ste-
hende (3 x 3)-Matrix. Probe: A~'- A=E oder A- A~! = E.

Mit dieser Information ist also (vgl. Thema 3.2) die eindeutige Losung jeder Matrixgleichung
A -z = b gegeben durch 2 = A~!'-b. Insbesondere muss sich fiir b = (2 0 3)7 die obige
Losung z = (=3 1 3)T ergeben (vgl. Bsp. 2):

(D60

Diese Losung hitten wir z.B. auch dadurch erhalten, dass wir den Zielvektor b = (2 0 3)7
simultan zur Inversenberechnung mit umformen.

Bsp. 4 Lineare (Un-)Abhdingigkeit
von Spaltenvektoren der folgenden Ausgangstabelle. Zu 16sen ist A -z = 0. (Der
Zielvektor 0 wird manchmal nicht mit tabelliert, weil er unter elementaren Zeilenum-
formungen unverandert bleibt.)

T 9 T3 T4 b Protokoll
1 1 1 2 0 1

-1 0 —1 —1 0 I
1 1 —1 2 0 111
3 2 1 5 0 A%

4 0 2 4 0 74
1 1 1 2 0 |
0 1 0 1 0 IIH+1
0 0 —2 0 0 17 —1
0 —1 —2 —1 0 1V —-3-1
0 —4 —2 —4 0 V—-—4-1
1 0 1 1 0 I —1I
0 1 0 1 0 II
0 0 1 0 0 111/ (—2)
0 0 —2 0 0 IV + 11
0 0 —2 0 0 V+4-11
1 0 0 1 0 I —1I1

ngg{ 0 1 0 1 0 11

0 0 1 0 0 111
0 0 0 0 0 1V 4+ 2111
0 0 0 0 0 V+2-III
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Demnach ist rang(A) = 3 = maximale Anzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren (bzw.
Zeilenvektoren) von A. Weder die Zeilen noch die Spalten von A sind insgesamt linear
unabhingig.

Erginzung:
Die Losung x des Schlusstableaus gibt die Form der linearen Abhéngigkeit zwischen den vier

Spalten von A an. Der Nullvektor ergibt sich mit den Faktoren z1 = 0 — x4, 22 = 0 — x4,
x3 = 0,24 € R (frei wihlbar):

1 1 1 2 0

-1 0 -1 -1 0

(—1‘4) 1 + (—{E4) 1 +0- -1 —+ x4 2 = 0
3 2 1 ) 0

4 0 2 4 0

z.B. fiir z4 = —1 anders formuliert: 1. Spalte + 2. Spalte = 4. Spalte
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