Mathematik: Thema 4

Zahlenfolgen und deren Grenzwerte

Wichtige Begriffsbildungen, darunter die reellen Zahlen R, Exponentialfunktion und Loga-
rithmus sowie Ableitung und Integral von Funktionen sind definiert (bzw. definierbar) mit
Hilfe von Zahlenfolgen und deren Grenzwerte. Marginales Anderungsverhalten 6konomischer
Zusammenhénge kann durch Grenzwerte von Zahlenfolgen analysiert werden. Systematische
Rechenverfahren (Algorithmen) oder Schétzverfahren (> Statistik) werden u.a. danach be-
wertet, ob und wie sie konvergieren.

Zahlenfolge

Eine eindeutige Aufzihlung von Zahlen a;, fortlaufend nummeriert/indiziert mit
t € N oder (¢ € Np) (kurz: Folge)
Allgemeine Schreibweise: a;, ¢ € N oder (a;, 2 € Np) unendliche Folgen

a;,t=1,...,n, endliche Folgen
Eindeutige Aufzihlung:
- Angabe eines Bildungsgesetzes von a; fiir jeden Index ¢

- direkte Aufzidhlung (nur bei endlichen Folgen)

Bsp. a; :=2i— 1, i € N, die Folge der ungeraden natiirlichen Zahlen

ci, =0, k € N, die konstante Folge von Nullen

dy, == f(ap), n € N, eine Folge von Funktionswerten wobei (a,, n € N), eine Zahlen-
folge ist und f eine fest gewéhlte Funktion

Spezielles Bildungsgesetz

Geometrische Folge
konstante relative Anderung = q — 1 # 0 Keine rel. Anderung: ¢ = 1

Startwert (ag bzw. a1), Bildungsgesetz: a;y1 = a;-q (g € Ry fix)
dquivalent: a; = aq - ¢*~ 1 1 €N
bzw.: a; = ag - qi_1 72 € Ny

Der Beginn der Nummerierung wird meist von der Fragestellung abgeleitet, z.B. davon, ob
Zeitperioden 1, ..., n im Vordergrund stehen oder die hierzu gehdrigen Zeitpunkte 0,1,...,n.
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Bsp. (Anlagerendite)

Die Anlage eines Guthabens von 980 Euro werde jahrlich mit 2% verzinst. Dann betragt
der Zinsertrag im n-ten Jahr a, := 980 - 0.02" Euro. Daraus ergibt sich die Folge moglicher

Zinsertrage

980 - 0.02", n € N.

Sie ist ein Beispiel fiir eine geometrische Folge. Eine mogliche Frage ist, wie Zinsertrige
(approximativ) in ferner Zukunft aussehen werden? Dies fiihrt zum Begriff Konvergenz von

Zahlenfolgen (s.u.).

36

Nullfolge / Konvergenz a,, ? 0 Schranken C > 0

Wenn es zu jeder vorgegebenen Schranke ¢ (maximale Abweichung) eine
Nummer n, gibt, ab der jedes Folgeglied |a,| < C erfiillt, so heiltt (a,,n €
N) eine Nullfolge und die Zahl 0 Grenzwert/Limes dieser Folge.

Der kritische Index nc darf abhdngig von der Schranke C gewdhlt werden.

Schreibweise lim a, =0 oder a, — 0oder (a, — 0 fiir n — o)
n—-o0o n—roo

li_>m an =0 efira,:=|p|",n €N, wenn p € R fix, |p| < 1
n o0
o fir an := (1/n)",n € N, wenn r € Q fix,r >0
37 Konvergente Folge / Konvergenz a,, j) a €R
n oo

Wenn es zu einer Folge (an,n € N) eine Zahl a € R gibt, mit der die
betraglichen Abweichungen |a,, — a|,n € N, eine Nullfolge bilden, so heifst
die Folge konvergent und die Zahl a Grenzwert/Limes dieser Folge.

Schreibweise lim a, = a oder a,, — a oder (a,, — a fiir n — oo0)

ap — a & |ap —al —0 mit a € R
n—oo

n—oo

Jede Folge an,n € N, hat entweder keinen oder einen (eindeutigen) Grenzwert.

Die Eulersche Zahl e, lim (1/(0!)+---+1/(n!)) = e = lim (%)™ ~ 2.71828, ist
n—oo n—oo
Grenzwert einer Folge von rationalen Zahlen, aber selbst nicht rational.
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e Gilt a = lim a,, so macht die Sprechweise a = a,, fiir geniigend grofie n
n—oo

Sinn und es kénnen — nach Vorgabe einer benétigten Genauigkeit C' — Folgeglieder a,
mit n > ne fiir Hilfsiberlegungen verwendet werden. Je nach Folge jedoch drastische
Unterschiede im benétigten ne (Rechenaufwand!!):

Bsp. |6—(&+---+%)’§10_3 fur n26,e%(&+~-+i) fir n>6

n!

le— (ZH)"| <1073 fir n>1359, aber |e— (ZH)"|>107% fiir n < 1359

Exponentialfunktion e* = lim (w—o 4.4 %) = lim (nT-i-:c)n firx € R

!

38 (Uneigentlicher) Grenzwert a,, — oo bzw. a, — —oo
n— 00 n—oo

a, — 400 :& ap > 0 ab einer Nummer ng und (1/ay,) —> 0

n— oo
an :) —00 & a, < 0 ab einer Nummer ng und (1/ay) —> 0
n o0
limy, 00 ap = 00 e fiir a, := |q|™,n € N, wenn q € R fix, |g| > 1

o fiirap:=(n+d)",neN,wennd>0,r€Qfix,r>0

Oft werden Zahlenfolgen, deren Grenzwerte bekannt sind, miteinander verkettet. Die Fra-
ge stellt sich dann, ob aus der Konvergenz der beteiligten einzelnen Zahlenfolgen auf die
Konvergenz der zusammengesetzten Zahlenfolgen geschlossen werden kann.

Bsp. 1
. (1\" +1\" L (1\7 L1\"
(a) an:=(3)" - (=1)",n € N. Bekannt: (3) — 0, (2H) e an —7
— _ (1T - . _ 1\ 2
(b) an : (n) ,n €N, firr € Q N ]0, oo[. Bekannt: 1n;>o 1, (n) nﬁo(). an —
(c) ap:=c (l) +d,n e N, fir c,d € R. Bekanntc—>c(1) — 0,d — d. ap, —7
2 n—00 2/ pooo n—00 n—00

(d) an:=c-2",n €N, fir c € R. Bekannt: c—>02”—>oo an — 7

(e) ap = (%,n € N, fir d € R\ {0}. Bekannt: d — d, (”Tﬂ)n — e,e — e.

nt ) —€ n—00 n—o00 n—o0
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Bei einigen Typen von Zusammensetzungen ist bekannt, wie von der Konvergenz einzelner
Zahlenfolgen auf die Konvergenz von zusammengesetzten Zahlenfolgen geschlossen werden
kann. Eine Ubersicht bieten die folgenden Rechenregeln.

39 Rechenregeln fiir Folgen

Fir konvergente Folgen a,, — a, b, — b, ¢, —> c gilt:
n— oo n—-o0o n—00

e wenn die Grenzwerte a,b,c € R, ¢ # 0 sind:
a

a, £tb, — axtb, ap-b, —a-b, — — <
n—o0o n—o0o ¢, n—oo ©

e wenn ¢ = 0 oder uneigentliche Grenzwerte +oo beteiligt sind:

11" Die Rechenausdriicke co — oo, 0 - 0o, sind nicht definiert

0’ oo
ansonsten kann der sich ergebende Grenzwert aus den folgenden

Rechenregeln erschlossen werden:

—(—o0) = oo
oo+ oo = oo d+oc0 = oo fiir deR
-0 = oo firdeR d-oco (= oo fiir d>0
d/oo := 0 firdeR oo/d := oo fiir d>0
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Bsp. 2 (Bei Quotienten mit Potenzen von n passendes) Hilfsmittel zum Umformen von
an/bp, wenn a, — oo und b, —» oo : Division durch die héchste Nennerpotenz

n—oo n—oo
n—1 n~t—n2 0—0
Y 0T i1 9 ass 20 0
2032 —dn+5 2 —4n~Y2 4 5p73/2 2-040 ,

= — =
3n3/2 +2n1/2 — 3 34+2n1—-3n"3/2 ns0034+0-0 3

3n5/3—n1/2+1_3n1/6—n_1+n_3/2_>3-oo—0—|-0_
nd2+4+2n—3  1+2n"Y2-3p"32ns00 14+0-0

Bsp. 3 Fiir a, 8> 0 fix: n®-n~? — 00 - 0? Nicht definiert, aber

n—oo

0 falls a< g
n® nP=n*f_ {1 fals a=4
T oo falls o> B

Bsp. 4/ /n+1-— \/ﬁnjooo — 00? Nicht definiert aber

(n+1)—n 1
A/ —|— — :——)7:0
" Vi Vn+ 1+ /nn—00 00+ 00
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Marginales Anderungsverhalten 6konomischer Zusammenhéange

Durch Funktionen f : D(f) — R, D(f) C R einer Variablen kénnen oftmals Zusammenhé&n-
ge zwischen zwei 6konomischen Groften beschrieben und analysiert werden. Die 6konomische
Grofse, deren Werte in die Funktion eingesetzt werden, heiftt unabhdngige Grofe. Die 6ko-
nomische Grofse, deren Werte sich aus den Funktionswerten ergeben, wird abhdngige Grofe
genannt. Eine grundlegende Fragestellung fiir 6konomische Entscheidung wie z.B. Investitio-
nen oder wirtschaftspolitische Steuerung besteht darin, welche Effekte marginale Anderun-
gen bei den Werten der unabhéngigen Grofe fiir die Werte der abhéngigen Grofse besitzen.
Marginale Anderungen in den Werten der abhingigen Grofe wird mathematisch dargestellt
durch Grenzwerte von Zahlenfolgen. Werden die Zahlenfolgen in die Funktion eingesetzt,
entstehen neue Zahlenfolgen, die Funktionswertfolgen. Das (mogliche) Konvergenzverhalten
der Funktionswertfolgen beschreibt dann einen ersten Effekt fiir die marginalen Anderungen
in den Werten der unabhéngigen 6konomischen Grofe.

(Uneigentliche) Grenzwerte von Zahlenfolgen > Nrn. 36-39

40 Grenzwert einer Funktion f in xg xo € [a,b] C D(f)
Die Zahl x( ist also als Grenzwert erreichbar durch Zahlenfolgen z,,n € N, fiir die
(fiir alle n € N) z,, € D(f) und z,, # zo gilt.

Eine Zahl c heif$t Grenzwert der Funktion f an der Stelle xg, wenn fiir
JEDE Folge (z,,n € N) mit x,, € D(f) fiir alle n € N sowie x, —_ o
n oo
gilt: f(zn,) — c.
n — oo

Schreibweisen GW le f(x) =coder f(x) > ¢ firx — xo
r—xQ

Fiir einen linksseitigen Grenzwert werden nur Folgen mit x,, < o,
fiir einen rechtsseitigen Grenzwert werden nur Folgen mit x,, > x¢,

zugelassen.

Schreibweisen LGW lim f(x) =coder f(x) > ¢ fiir x — zo—
r—>rTro—

Schreibweise RGW lim+ f(x) = coder f(x) —» ¢ fir x — xo+
Tr—>To

Existieren links- und rechtsseitiger Grenzwert, und sind beide gleich der
einen Zahl c, so ist auch der Grenzwert gleich ¢ (und umgekehrt).

GW = LGW = RGW Rechenregeln fiir Grenzwerte > wie Nr. 39
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Bsp. &
vk T firo<z<l1
1 zo=1, f(z)={3/4 fiir ¢ = 1
3/4 r—2/3 firl<az<?2
1/3 ; LGW: xliql— ("E):xlg{l,le
I FW: f(1) = 3/4
1/2 1 372 2% RGW:lm f(z)= lim (z-2/3)=1/3

41 Grenzwerte von Grundfunktionen
Bei den Grundfunktionen |z|, " (r € Q), e® und ln z gilt:

Grenzwert der Funktion in 2y = Funktionswert in xq

lim |z| = |zo|
T—ITQ

lim z" = zj
T—xT0

lim e* = e*0
Tr—TQ

lim Inz = Inzg
Tr—T0

Als Sonderfille fiir die Stelle o und den (dann ,uneigentlich* genannten) Grenzwert ¢

einer Funktion sind auch die ,idealen Zahlen*“ F=o0o zugelassen, d.h. der uneigentliche

Grenzwert li)m f(x) = oo (sog. Polstellen) und die Grenzwertbildung li_>m f(x)
T—T0 T— 00

[bzw. lim f(x)] fir alle uneigentlichen Grenzwerte von Folgen x,, — oo |bzw.
r—r—o0

Ty — —00)

Bsp. 6
(a) limg—y oo 2| = limy 00 |2 = 00
(b) limy_00 2" = o0 fiir r € Q positiv

(¢) limg_02" = 00, lim, o 2" = 0 fiir r € Q negativ
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(d) limgy—_oo €® =0, limy_o ¥ = 00
(e) limyolnz = —o0, limy; oo lnz = oo

Die Rechenregeln fiir Folgen kénnen fiir die Grenzwerte von Funktionen iibertragen werden.

42 Regeln fiir Grenzwerte von Funktionen a € R konstant

Sind f und g Funktionen, fiir die der Grenzwert in xq existiert, dann gilt

lim af(x) = a lim f(xo),
T—To T—>To

Jim (f £ g)(z) = lim f(z) £ lim g(z),

lim (f-g)(x) = lim f(z) - lim g(z),

Tr—rx0

lim (f/g)(x) = lim f(x)/ im g(x), wenn lim g(z) # 0.

Tr—>aTo T—IT0

Existieren yg := li>m g(x) und li_>m f(y) dann
T—To Y—Yo

e el = e Ak

Funktionen, bei denen die Grenzwerte gerade mit den Funktionswerten iibereinstimmen,
bilden eine eigenen Klasse.

43 Stetigkeit einer Funktion f in x xo € [a,b] C D(f)
Stetigkeit von f in xg: LGW=FW=RGW

lim f(z) existiert und f(xo) = lim f(x)
T—T0 T—To

Ist f an jeder Stelle zy € D(f) stetig, so heift f stetig.

Anschaulich bedeutet Stetigkeit, dass der Graph einer Funktion an der betrachteten Stelle
nicht springt.

Bsp. 7 Die Funktion f aus Bsp. 5 ist nicht stetig in o = 1, aber stetig in jeder anderen
Stelle g € [0, 2] \ {1}.
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Die Grenzwerteigenschaft stetiger Funktionen berechtigt dazu, den Funktionswert eines (im
Modell) stetigen f an einer rechnerisch ungiistingen oder praktisch nicht realisierbaren Stelle

x durch den Funktionswert an einer rechnerisch giinstigeren oder praktisch realisierbaren
Stelle xy abzuschéitzen:

Néahrung fiir f(x) bei stetigen Funktionen: z = 9 = f(z) = f(xzo)

Marginalanalyse 6konomischer Zusammenhange

Wird ein 6konomischer Zusammenhang durch eine stetige Funktion beschrieben, so be-
deutet interpretatorisch eine ,kleine* absolute Anderung der unabhéngigen 6kono-
mischen Grofe eine kleine“ absolute Anderung der abhingigen ckonomischen Grofe.

Aus den Regeln fiir Grenzwerte von Funktionen (Nr. 42) ergeben sich folgende Regeln fiir
stetige Funktionen.

44 Regeln fiir stetige Funktionen a € R konstant
Sind f und g stetig in g, dann auch

af, f g, f-gund, wenn g(z¢) #0, f/g.

Ist g stetig in x¢ und f stetig in yo = g(xo), dann ist f(g(x)) stetig in xg.

45 Stetigkeit von Grundfunktionen

Die Grundfunktionen |z|, " (r € Q), e® und In x sind stetig.

Damit sind auch Funktionen stetig, die nach obigen Regeln (Nr. 44) aus ste-
tigen Grundfunktionen zusammengesetzt sind.

Stiickweise Stetigkeit endlich viele Stiicke

Eine Funktion, die ,stiickweise* (mit angrenzenden Stiicken) definiert ist und die in
jeder Stelle ihres Definitionsbereiches — mit Ausnahme mindestens einer Stiickgrenze
(Nahtstelle) — stetig ist, nennen wir stiickweise stetig.
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