Mathematik: Thema 5 - Zusammenfassung

Differentiation einer Funktion mit einer Veranderlichen

’Wir konzentrieren uns auf Funktionen f : D(f) — R, D(f) C R‘

Als eine wichtige Eigenschaft einer Funktion mit einer Variablen haben wir die Stetigkeit
in den Einsetzstellen kennen gelernt (> Nr. /3). Die Stetigkeit einer Funktion f(z) in xg
erlaubt die Abschitzung f(z) =~ zo, falls x ~ xy. Solche Ndhrungen kénnen sehr grob sein
und sie erfassen nicht die Abhingigkeit der Anderungen von f(x) von den Anderungen von
x.

Ausgangspunkt einer ,Marginalanalyse*

Was mensch genauer haben mochte, ist etwas von der Form
f(@) = f(zo) = ¢ (z — w0)

also eine Aussage iiber eine (ungefihre) proportionale Abhéngigkeit der Abweichung
f(z) — f(zo) von den ,kleinen “ Abweichungen = — xo. Hierbei soll der Proportionali-
tatsfaktor c allenfalls von der ,Basisstelle” xy abhéngen.

Anders formuliert:

Der Differenzenquotient %ﬁwo) soll fiir jedes xg durch eine einzige Konstante er-
setzt werden, die fiir alle z in der ,Ndhe* von xg ,,ungefiahr giiltig ist. Bei differenzierbaren
Funktionen wird dies mit dem Grenzwert des Differenzenquotienten ¢ := f/(zg) moglich:

46 Differenzierbarkeit einer Funktion f in x zo € [a,b] C D(f)

liegt vor, wenn der Grenzwert

f'(xo) := lim W’ die Ableitung von f in x( existiert.
Tr—rxQ —<o

Mit D(f’) := {x € R: f differenzierbar in z} wird eine neue Funktion definiert
" D(f') = R:z— f'(z).

Diese wird die Ableitungsfunktion von f genannt wird.

Ist f an jeder Stelle xy € D(f) differenzierbar, so heift f differenzierbar.
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46a Die Grenzwertbildung fiir die Ableitung berechtigt zu dem marginalen (grenzwerti-
gen) Ansatz:

Nahrung fiir f(x) bei differenzierbaren Funktionen an der Basisstelle xg

F(x) — f(xo) = f'(x0) - (£ — 0) bzw. f(z) = f(x0) + f'(x0) - (z — x0)

y = f(xo) + f'(z0) - (x — xp) ist die Tangentengleichung an f in (x¢, f(x0))

Bsp. 1

y = f(zo) + [ (z0) - (x — x0)

Gerade durch f(zg) mit der Steigung f(xg)

T
~ 0

f (o)

Eine in xy differenzierbare Funktion ist auch in x¢ stetig.

VORSICHT
Die Stetigkeit der Funktion f(z), nicht der Ableitung f’(x) folgt — die Ableitung wird
zwar meist, muss aber nicht stetig sein.

47 Differenzierbarkeit von Grundfunktionen

Die Grundfunktionen |z|,z"(r € Q),e” und Inx sind in den nachfolgend (als
D(f")) angegeben Bereichen differenzierbar. Damit sind auch Funktionen diffe-
renzierbar, die nach folgenden Regeln (Nr.48) aus differenzierbaren Grund-
funktionen zusammengesetzt sind.

> Bei der Zusammensetzung Differenzierbarkeitsbereiche beachten
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47a | f(z) D(f) | D(f') | f'(=)

1 c (konstant) R R 0

0 2] R Rz -1 fiir <0

1 fir >0

3a |zF (kE€N) R R k. zk-1

3b |z7* (keN) Rzo | Rxo —k - x~k1

4a | z'* (k€N gerade) R> Rso 1 /K1

4b | x'/* (k € N ungerade) R R0

4c | " (re€Q) Rso | R>o reaxt!

5 Inx R<o R<o x~ !

6a e’ R R e

6b | z® = €M% (o € Ryp) Rso | Rso | a-z®l

6c | b® = e (b Rsg,b#£1) | R R (Inb) - b

Fast alle in der 6konomischen Anwendungen betrachteten Funktionen setzen sich — un-
ter Verwendung der bei den folgenden Rechenregeln betrachteten Operationen Vielfache
[af (x)], endliche Summen [f(x) £ g(z)], Produkte [f(x)-g(x), f(z)/g(x)] und Kompositio-
nen [f(g(x))] — aus den obigen Funktionstypen zusammen.

(6b-c) sind bereits abstrakte Beispiele fiir die Anwendung der unten folgenden Kettenregel
(KR).
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48 Regeln fiir differenzierbare Funktionen a € R konstant

Sind f und g differenzierbar in xg, dann auch

af, f£g, f+gund wenn, g(zo) # 0, f/g.

Ist g differenzierbar in ¢ und f differenzierbar in yo = g(xo), dann ist f(g(x))
differenzierbar in xzq.

Die Ableitungen ergeben sich (auch) aus den Ableitungen der an der neu zusammen-
gesettzen Funktion beteiligten Funktionen, jeweils an der Stelle z:

(af) = af konstante Faktoren ausklammern

(fxg) = f£¢g Summen gliedweise differenzieren

(PR) (f-9) = f-9+f-¢ Produktregel
(QR) (f/9) = (f'~9—f-9)/g* Quotientenregel
(KR) (f(9)) = f'(9)-9 Kettenregel

Bsp. 2 (Kettenregel)
(a) f(z)= (1+2%)3, f(z)=3 (1+2%) 3 (22) = 62(1 + 2?)?
(b) flz)= (1+a2) 32 fl(z) =7 (1+2?) 327! (22) = —3x(1 + 22)%/2

() f(z) = (1+2%) Y2, fi(x) = V2 (1+22) V2! (20) = 2%2(1 +22) V2!

(22)

z)=1In x2 Ng) = ———— 2 7
@ Sy =i (a?), Fl)= S
22 x2
@ f@) =TT pay=e BT oy
(1+61+x2)/ 61—&-302 . (Qx)

(f) f(z) =In (L+eF7), f(2) =

1+ el+az? BSP»_Q (e) 1 + elt+z?
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Anwendung 1: Dimensionslose Marginalanalyse

Die Ableitung f'(zg) einer Funktion f in einer Stelle xy gibt einen approximativen Pro-
portionalititsfaktor an fiir die absoluten Anderungen der Funktionswerte (der abhingigen
okonomischen Grofe) im Verhiltnis zu den absoluten Anderungen der Werte von z (der un-
abhéngigen 6konomischen Grofe) in der Basisstelle xg. Fiir 6konomische Zusammenhénge ist
es oftmals interessant, das proportionale Anderungsverhalten der abhéingigen 6konomischen
Grofe gegeniiber der unabhéngigen Grofie so zu beschreiben, dass verwendete Mafseinheiten
fiir die Werte der 6konomischen Grofen keine Rolle spielen.

Dimensionslose ,,Marginalanalyse*

Gesucht ist etwas von der Form

f@)—f(z0) .. z=x0
f(ﬂCO)O ~c 9600

also eine Aussage iliber eine (ungeféhre) proportionale Abhéangigkeit der relativen Ab-
weichung (f(z)— f(20))/f(zo) von den kleinen “ relativen Abweichungen (z — ) /0.
Hierbei soll der Proportionalititsfaktor c allenfalls von der ,Basisstelle” xy abhéngen.

49 Elastizitit von f

f(wneu)_f(walt)
J(zait)
Lneu —ZLalt
Zalt

o Eiret (Tneu) 1= heift diskrete Elastizitéit von f.

o &f(x):= J;I(;c)) - x heift Elastizitit von f an der Stelle x

. . . f
ET(z41) ist also gleich dem Grenzwert xne}llglxalt RN

49a Mit Nr. 49 kann man fiir z “in der N&he” von zo schreiben

F@) = F@) _ gy 0
f($0) ~ gf( 0) 7o

proportional

Mathematik fiir Okonomen — Campus Duisburg 5 von 10



Mathematik: Thema 5 - Zusammenfassung

Die Elastizitét von f gibt an einer Basisstelle ¢ anndhernd den Faktor an, mit dem sich eine
relative Anderung von z bzgl. zq in eine relative Anderung von f(x) bzgl. f(xo) iibersetzt.
Je nach Ausmalfs dieses Faktors heifst

e f celastisch in g, wenn |Ef(xo)|>1 iberproportional

e f l-elastisch in g, wenn |Ef(xo)| =1  1:1-proportional

e f unelastisch in zg, wenn |Ef(xzo)| <1 wunterproportional

Wir erwiahnen hier noch eine gebrauchliche (alternative) Notation fiir das proportionale
Anderungsverhalten, das durch Elastizitat gemessen wird.

daf
(o)
Hierbei soll dr ~ x — x¢ fir kleine Abweichung von x gegeniiber zy stehen und

df ~ f(x) — f(xo) kann dann entsprechend fiir Abweichung von f(z) gegeniiber f(z)
verstanden werden.

d
~ Ef (o) 2 proportional
zo

Bsp. 3 Beispiel zu Elastizitat ,, Okonomisches® teils vereinfacht

Fiir > 0 sei p(z) = 100(z + 10) ! eine Funktion, die den Zusammenhang zwischen Preis p
und Nachfrage x beschreiben soll, hier den Preis in Abhéngigkeit von der Nachfrage x. Wie
sieht die ungefdhre relative Preisinderung aus, wenn die Nachfragemenge vom Basiswert
ZTq¢ = 40 Einheiten um 10% reduziert wird?

Berechnung der Elastizitét

p'(z) = —100(z + 10)~2 < 0, d.h. p/(40) = — 155

£p(40) = B 40 = =% 40 = - §

Relative Anderung

d 36)—p(40 i
iy = P & E7(40) - 55 = (— ) - (-10%) = +8%

Wegen |EP(40)| = 0.8 < 1 ist p ,unelastisch® bzgl. x an der Stelle x4 = 40.
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Anwendung 2: Monotonieverhalten

50 Monotonie einer differenzierbaren Funktion [Monotonie > Nr.§|

f'(x) > 0 fiir alle x € [a,b] = f ist streng monoton wachsend {iiber [a, D]

f'(x) > 0 fir alle z € [a,
f'(x) <0 fir alle z € [a,

[

f'(x) < 0 fiir alle z € [a,
[ = f ist monoton wachsend iiber [a, b]
[

b]
b] = f ist streng monoton fallend {iber [a, ]
b]
b]

= f ist monoton fallend iiber [a, ]

Anwendung 3: Optimierung einer Funktion

51 Extrempunkte einer Funktion f Ezxtremum = Min. oder Maz.

e (xo, f(xg)) heillt lokales Maximum von f, wenn um 2y herum ein Intervall
I gebildet werden kann so, dass f(xo) > f(x) fir alle x € D(f) mit z € I.

e (xo, f(xo)) heilt lokales Minimum von f, wenn um xy herum ein Intervall
I gebildet werden kann so, dass f(xo) < f(x) fir alle x € D(f) mit z € I.

e Ein lokales Maximum (bzw. Minimum) heift global, wenn der entsprechende
Wertevergleich von f(zg) > f(z) (bzw. f(z9) < f(x)) fir jedes x aus dem
Definitionsbereich von f richtig ist.

o x( heift Extremstelle, f(x¢) Extremwert, (x¢, f(x0)) Extrempunkt.

Standardmethoden zur Berechnung von Extrempunkten reduzieren die Suche nach mog-
lichen Extremstellen auf die Bestimmung von Stellen, deren Ableitungen den Wert Null
annehmen.
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Stationire Stellen einer Funktion f
Eine Stelle o mit f/(xo) = 0 heifit stationére Stelle von f

Jede stationdre Stelle xg ist eine mogliche Extremstelle von f, die Tangente in f(zg)
ist parallel zur z-Achse (y = f(x¢), Steigung f’(z) = 0)

Stationére Stellen einer Funktion f sind potentielle Extremstellen. Entscheidend ist, in einem
néchsten Schritt das Monotonieverhalten von f in der ,Néhe* einer stationédren Stelle zg zu
untersuchen

,nahe” links von zq ,hahe“ rechts von zg Art der Extremstelle
monoton wachsend + monoton fallend = ¢ lokale Maximalstelle
monoton fallend 4+ monoton wachsend = x¢ lokale Minimalstelle

Gemaéfs Nr. 50 1afst sich das Monotonieverhalten von Funktionen durch Vorzeichen von Ab-
leitungen beschreiben. Damit liest sich dann die Bestimmung von Extrempunkten folgen-

dermafen:
Hlinks“ von xg ,, rechts* von xzg Art der Extremstelle
Ableitung > 0 + Ableitung < 0 = 1z lokale Maximalstelle
Ableitung <0 + Ableitung > 0 = 1z lokale Minimalstelle

Nach Ermittelung von stationdren Stellen geht es also in einem zweiten Schritt darum, die
Vorzeichenbereiche der Ableitungsfunktion in der ,Ndhe* der stationiren Stellen zu bestim-
men. Dafiir konnen die Ableitungen der Ableitungsfunktion sehr hilfreich sein.

Schreibweise f(™ (z),n € Ny fiir die n-te Ableitung von f
Die n-te Ableitung (n > 1) einer Funktion f ist suksessive definiert als Ableitung der
(n — 1)-ten Ableitung von f (wenn es die Ableitung gibt)

Anfang: fO)(z) == f(x),

Schritt 1: fM(z) := (FV)(z) = f'(2),
Schritt 2: f®)(z) := (fV)(2) = (),
Schritt n: f™(z) := (f*~ V) (2).

1.-3. Ableitung werden meist mit f’, f”, f"” bezeichnet, dann f®, f®)
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Kriterien und Methode fir iber [a,b] mehrfach differenzierbare Funktionen f

52 Extrempunktbestimmung D(f) = [a, b]

1 Berechne f’ und f” iiber [a, b]

2 Bestimme die strikten Vorzeichenbereiche & von f’ in [a, b
Bereich (+): strikte Zunahme von f, Bereich (—): strikte Abnahme von f,
ggf. Nullstellen g von f’ (stationdre Stellen von f) berechnen.

3 Extrempunktbestimmung

3-1 Lokale Extrema (falls es Stellen zp mit f’(zo) = 0 gibt):
wenn f”(xg) < 0, dann ist (xg, f(z0)) lokaler Maximalpunkt,
wenn f”’(xzg) > 0, dann ist (2o, f(zo)) lokaler Minimalpunkt,
wenn f”(xg) = 0, dann ist (zunéchst) keine Entscheidung moglich.

3-2 Globale Extrema:
(a) Vergleiche f(a) und f(b) und — falls es solche iiberhaupt gibt — lokale
Extremwerte f(xg).
(b) Im Falle f/(x) # 0 fiir alle 2 €]a, b] gibt es keine lokalen Extrema, nur
a und b globale Extrema.

Bsp. 4 f(z)= (14 z)In(1 4+ z), D(f) = [0,1000]. Fiir alle z € [0, 1000] ist,
flle)=In(1+2)+1>In(1)+1=1>0, f"(x)=(1+2z)"1 >0.
Also ist f strikt monoton wachsend, ohne Maximum,

ohne lokale Extrema, globales Minimum ist f(0) =In1 = 0.
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Bsp. 5 f(zx) =e @22 D(f) = [-1,5], f'(z) = e~ @22 (2 — g)

1 /(@)
’ _ ef(x72)2/2(2 _ x)2 _ e (a=2)?/2
0.8 E f(x) _ e—(a:—2)2/2((2 _ $)2 ~1)
[}
0.6 E Vorzeichen der ersten Ableitung:
E E E Da e* > 0 fir jedes z ist, bestimmt der
REs ‘ ' i Faktor (2 — z) das Vorzeichen von f”:
o/ § i
/ : ' ' >0, 2>z, str. wachsend
= 1 2 2 4 5 f'(z) =< =0, 2=z, Nullstelle

<0 2 <z, strikt fallend

Lokale Extrema:

Da f’(2) = =1 < 0, ist z = 2 eine
Max-Stelle mit Max-Wert f(2) = 1:

(2,1) ist ein lokaler Max-Punkt.

Globale Extrema:

f(=1) =e92 <1 <+ globales Min.
f(2) =1 + globales Max.
f(5) =e %2 <1 <« globales Min.
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