Mathematik fiir Okonomen — WS 2016 /17 — Campus Duisburg
Prof. Dr. V. Kratschmer, Fakultat fir Mathematik

Klausur Mathematik 2

14.02.2017, 13:00-15:00 Uhr (120 Minuten)

e Erlaubte Hilfsmittel: Nur reine Schreib- und Zeichengeréte.
Der Einsatz anderer Hilfsmittel — so z.B. schriftliche Unterlagen, elektronische Geréte wie
Handy oder Rechner jeder Art — wird ohne genauere Priifung der tatsidchlichen Verwendung als
Tauschungsversuch gewertet.

e Die Klausur muss geheftet bleiben.

e Bei Klausurunterbrechung miissen die Klausur und ein Ausweis bei der Aufsicht hinterlegt
werden. Eine (gehéufte) vorzeitige Abgabe stort. In den letzten 30 Minuten ist daher keine
vorzeitige Abgabe moglich.

e Wihrend der Klausur kénnen keine Fragen zu den Aufgaben gestellt werden, die Aufgaben-
stellung entspricht genau der friithzeitig angekiindigten und geiibten Form.

Die Klausur besteht aus 9 Aufgaben,
dabei sind die erreichbaren Punkte auf dem Deckblatt und zusétzlich auch an jeder Aufgabe
kenntlich gemacht. Insgesamt sind 50 Punkte erreichbar.
Ab erreichten 23 Punkten ist die Klausur bestanden, gutes Gelingen!

Platznummer
Matrikelnummer
Name

Vorname

Geburtsdatum

Ich habe obige Punkte gelesen.

Meine Personendaten habe ich korrekt angegeben:

Unterschrift

NUR fiir Teilnehmer im DRITTEN Versuch, die eine friithzeitige Bestehensbenachrichtigung wiinschen.
Direkte eMail-Adresse (bitte gut lesbar):

Eintrage der Klausuraufsicht: Unterbrechungen Abgabe

Abschnitt fiir Korrektur!
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Aufgabe 1 Bei weiterem Platzbedarf: Anhang verwenden und dann bitte darauf hinweisen

[6] Die folgende Funktion f ist aus stetigen Stiicken zusammengesetzt.
Legen Sie die Werte der Zahlen «,  rechnerisch so fest, dass die Funktion an der ,Nahtstelle”
xg = —1 stetig wird:

Wrﬁ);f# fir —2<x<—1

flz) =4 a fiir r=—1
2+2)-Ine—1+2%) fir —1<x<3

Ergebniskontrolle:
; — 11 — i (@&EB8)24InQ4z) _ (B-1)?
LGW in 2y = -1 : m_l}r_nh flz) = m_l)H_nL 2 =
RGWinzg =-1: lim f(z)= lim (2+2)-Infe—1+2%)=1-lne=1
rz——14 T——14

Wegen Stetigkeit von f in g = —1 mufs gelten

a=f(-1)= lim f(z)= lim f(z).

r——1_ r——14
Dies fiihrt zu den Gleichungen

a=1 und 4=(8-1)>~%

Schliefflich

(B-1)*=4
& f—-—1=-2 oder f—-1=2
& [f=-1 oder =3

Also fir a =1, = —1 und fiir « = 1,5 = 3 ist f an der Nahtstelle xg = —1 stetig.
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Aufgabe 2 Bei weiterem Platzbedarf: Anhang verwenden und dann bitte darauf hinweisen

Gegeben f(z) = 2- e~ @+D*/2 mit D(f) = [~3,2]. Beachte: 1. Ableitung ist gegeben!
f hat die Ableitung f'(z) = —2-(z +1)- e—(z+1)%/2

[3](a) Bestimmen Sie auf Basis dieser Information alle lokalen Maximalpunkte (Maximalstellen
und zugehorige Funktionswerte) von f iiber dem Definitionsbereich.
Ergebniskontrolle:

fl@)=0&-2-(z+1)-e @20 2. (z+1)=02s+1=0s2=—1
fl(z) = =2 @2 _ 9 (g4 1). e~ (@2, (_%) —9. e*(wﬂ)z/?((x +1)2-1).
f'(-1)=-2-¢e=-2<0

Also ist 2 = —1 eine lokale Maximalstelle mit f(—1) =2-e7% = 2.

[3](b) Untersuchen Sie das Kriimmungsverhalten von f (konvex/konkav mit Wendepunkten).

Ergebniskontrolle:
Untersuchung auf Vorzeichenbereiche von f”(z). Dazu zunichst Bestimmung der Nullstellen
von f"(x):

fl2) =062 @ 2(p41)2-1) =0 & (z+1)>—1=0

s (z+1)2=1
& |lz+1=1
& x=-2 oder z=0.

3 Moglichkeiten, fortzufahren

1.Moglichkeit (mit dritter Ableitung):

2. 1
2
= 2.2z 4 1) (3= (z+1)?)

= (
f"(=2)=—-4-e Y2 <0 und f"0)=4-eY2>0
Daher
f"(xz) >0 fir z € [-3,-2] und z € [0,2] d.h. f konvex iiber [—-3,—2] und [0, 2],
f"(x) <0 fir z € [-2,0], d.h. f konkav iiber [—2,0].

Aufkerdem besitzt f in x = —2 und z = 0 jeweils eine Wendestelle mit den Funktions-
werten f(—2) = f(0) =2-e /2.

2.Méglichkeit (ohne dritte Ableitung):

Da die zweite Ableitungsfunktion stetig ist, und f” nur in z = —2 und x = 0 Nullstellen
besitzt, hat f” auf [—3,2[, ] — 2,0[ und ]0, 2] jeweils nur 1 Vorzeichen.

f"(=3)=6-¢72>0, also f"(x) >0 fiir = € [-3,—2], d.h. f konvex iiber [-3, —2].
f"(=1) = =2-e%=-2<0, also () <0 fiir z € [-2,0], d.h. f konkav iiber [-2,0].
f"(1)=6-¢72>0, also f’(x) >0 fiir = € [0,2], d.h. f konvex iiber [0, 2].

Auflerdem besitzt f in x = —2 und x = 0 jeweils eine Wendestelle mit den Funktions-
werten f(—2) = f(0) =2-e /2,
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3.Moglichkeit (Ausklammern und Umformungen von Ungleichungen):

f"(x) >0 f(w) <0

& 2. @R (2 +1)2 1) >0 & 2. @2 (2 +1)2 1) <0

& (r+1)2-1>0 & (r+1)2-1<0

& |lr+12>1 & |lr+1P<1

& |lr+1>1 & |lz+1<1

& < —2oderxz >0 & x> —2undx <0

D.h.
f"(z) > 0 fiir z € [-3, —2] oder fiir z € [0,2], also f konvex iiber [~3 — 2] und [0, 2].
f"(z) <0 fiir z € [-2,0], also f konkav iiber [—2,0].

Auflerdem besitzt f in x = —2 und x = 0 jeweils eine Wendestelle mit den Funktions-

werten f(—2) = f(0) =2-e /2,
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Aufgabe 3 Bei weiterem Platzbedarf: Anhang verwenden und dann bitte darauf hinweisen

3
e’ —1
[5] Bestimmen Sie den Grenzwert: ili}I(l) Y S b ye—
Losungswege werden nicht bewertet).

mit der L'Hospital-Regel (andere

Ergebniskontrolle:
. e’ —1 LHRS 3. 42, et
lim = lim
502 €% 4+ 13— 22 —-2-10—2 e02 e +3- 02 -2 -2
LHRS 6-x-ew3+9-x4-6x3
= lim

z—0 2:e24+6-x—2

LHR{ . 6-¢" +18-23-¢” +36-2%- ¢ +27-20. ¢*
- xg% 2.e74+6
. 6:¢+0+0+0 6 3

2946 8 4
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Aufgabe 4 Bei weiterem Platzbedarf: Anhang verwenden und dann bitte darauf hinweisen

e3tt fir —3<t<0

2 g 1
[5] Berechnen Sie das Integral ff;l f(t) dt, wobei f(t) = —3-17 fir 0<t<e
7z fir el <t<2-el
Ergebniskontrolle:

2.el

ft)

-3

1

0 e 2.el 61
= / 3+tdt+/ (—3-t2)dt+/ 7 dt
3 el

0 el 2.¢l
e3+t dt — / 2 dt + / el - t72 dt
0 e

1
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Aufgabe 5 Bei weiterem Platzbedarf: Anhang verwenden und dann bitte darauf hinweisen

[4] Fiir 1 <z sei F(z) := F(1)+ ["t"%-Int dt, wobei F(1) fix vorgegeben ist, hier als F(1) = —1.
Berechnen Sie den Wert F'(z) mittels partieller Integration.

Ergebniskontrolle:
Mit f(t) =1Int, ¢'(t) =t 2 ist f'(t) =t"! und g(t) = -t~ L.

T

F(z) = —1+/t2-lntdt
1

Int]” x
- 14 [—n} —/ R
t |,

1 X
- —1+[—m+0}+/ 2 dt
1

T
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Aufgabe 6 Bei weiterem Platzbedarf: Anhang verwenden und dann bitte darauf hinweisen

[5] Bestimmen Sie die quadratische Approximation (Taylorpolynom vom Grad n = 2) der Funk-
tion f(x) = In(z% + 1) an der Entwicklungsstelle 29 =0 und damit eine Niherung fiir den
Funktionswert f(1) =In2.

Ergebniskontrolle:

2. 2. (22 +1)—4-22 2-2.2°
10 =0 7o) = 10 =0 = R =

T (2:0) = f(0) + L2 - (z = 0)t + L2 (2 — 0)2 =22

; f7(0) = 2;

Damit ist f(1) ~ T4 (1,0) = 1.
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Aufgabe 7 Bei weiterem Platzbedarf: Anhang verwenden und dann bitte darauf hinweisen

[5] Berechnen Sie fiir die Funkion f(z,y) = (14 22)*- (1 —y)3 (r e R,y € R)

3 4 : / / : 2 I " 1
die partiellen Ableitungen f;, f,, sowie f;., fi,, und f; (oder f ).

Ergebniskontrolle:

ful@y)=4-(1+2%)° 2.2 - (1-yP =8 2 (1+2°)° (1-y)°

v(xy) = (8- (1+22)2+8-2-3-(1+2%)?-22) - (1—y)3 = (8- (1+2?)3+48-22- (1 +22)?) - (1—y)*
fylwy) =1 +2)t-3-(1-9y)? (1) =-3-(1+2%)" (1-y)

w(@,y) ==3-(1+2%)" 2 (1—y)- (1) =6- (1 +2*)" (1 —y)

gy(I,y):f;x(l‘,y):—3'4-(1-}-&?2)3'2'1"(1—y)2:—24-$'(1+ﬂ§2)3'(1—y)2
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Aufgabe 8 Bei weiterem Platzbedarf: Anhang verwenden und dann bitte darauf hinweisen

[5] Betrachten Sie die Funktion f(z,y) = €%09#¥ fiir die Herstellungskosten einer Ware in Abhiin-
gigkeit vom Rohstoffpreis x > 0 und den Transportkosten y > 0. Weiterhin sei die Basisstelle
(20, yo) mit xo = 20 und yo = 50 vorgegeben.

(a) Bestimmen Sie die Rohstoffpreiselastizitét &l und die Transportkostenelastizitat 575 an der
obigen Basisstelle.

(b) Geben Sie eine Abschétzung fiir die relative Verdnderung der Funktion f an der obigen
Basisstelle, wenn sich dort der Rohstoffpreis um 2% erhoht und die Transportkosten um

8% vermindern.

Ergebniskontrolle:

/(20,50 £1(20,50) .
(a) £1(20,50) = 20- J}((20750)) und 5;(2(), 50) = 50 - Faos0) it

fi(z,y) = "0 . 0,005 - y und folz,y) = 00052y . 0,005 - .
Also gilt an der Basisstelle (xg,y0) = (20, 50)

60.005-2(}50 -0.005 - 50

] (z0,50) = 20- 502050 =20-0.005-50 =5
und 0.005-20-50
e0-005:20-50.. 0,005 - 20
&) (0, y0) = 50 - 50053050 =50-0.005-20 = 5.

(b) % %5£($07y0)‘%+5g($07y0) : % =5-2%+5-(—-8)% = —-30%

d.h. eine 2% Erhohung des Rohstoffpreises bei gleichzeitiger 8% Verminderung der Trans-
portkosten fiihrt zu einer ungefahr 30% Verminderung der Herstellungskosten.
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Aufgabe 9 Bei weiterem Platzbedarf: Anhang verwenden und dann bitte darauf hinweisen

[9] Untersuchen Sie die Funktion

auf (lokale) Extremwerte unter der Nebenbedingung 4 - x + 2 - y3 = 10.
(Ggf. angeben: Extremalstellen und die zugehorigen Funktionswerte)
Hinweis zur Erinnerung:

D(x,y,A)
= ( a/c/z(xvy) +A- b/m/x($)y)) ! (b;(l‘,y))2 -2 ( :;:ly(x?y) +A- bgy('xay)) ’ b/m(x7y) : b;(xvy)
H(fyy (@, y) + X0 (2,)) - (U (2, 9))?

Ergebniskontrolle:
e Nebenbedingung in Gleich-Null-Form
b(x,y) :4-:1:+2-y3—10£0

e Aufstellen der Lagrange-Funktion
L(z,y,\) =8 -2 +12-y+A-(4-2+2-y° - 10)

e Vorbereitung zur Bestimmung der bedingten stationéren Stellen

o fu(z,y) =8 und f(z,y) =12

b, (z,y) = 4 und b, (z,y) = 6y

L (z,y,A) = folw,y) + A-b(z,y) =8+4- A
Ly(z,y,A) = fy(z,y) + -V (x,y) =124+6- A - y?
L\ (z,y,A) =b(z,y) =4-2+2-y> - 10

<

e Bestimmung der stationdren Punkte:

Li(z,y,A) = 0 84+4-A -0 A — 9
Ly(z,y,A) = 0, & 1246-1-92 = 0 po{ 1246-(=2)-32 = 0
Ll)\(xvy7)\) =0 4$+2y3—10 =0 T _ 10—42~3,/3
& y: = 1 Sy = —1 oder y = 1
r = 10*42-113 r = 10742-113

Also sind die stationdren Punkte: P1 = (2,1), P2 = (3, —1) mit A = —2

e Zur Berechnung der Werte von D(xg, yo, \o) fiir jeden stationdren Punkt (xg, yp) mit zugehorigem
)\0:
o fix(@y) = fiy(z.y) = fiy(z,y) =0
o by (z,y) =12y
i bgy(x7y) = ng(l',y) = bgz(xv y) =0.
e Berechnung der Werte von (g, yo, Ao) fiir jeden stationdren Punkt (zg, yp) mit zugehdrigem Ao
e Dy(2,1,-2)=0—2-0+(0—24)-42=—-24-16 < 0 = (2, 1) ist eine lokale Maximalstelle
von f unter der Nebenbedingung 4 -  + 2 - y3 = 10 mit Funktionswert f(2,1) = 28.
e Dy(3,-1,-2)=0—-2-0+(0+24)-4%2 =24-16 > 0 = (3, —1) ist eine lokale Minimalstelle
von f unter der Nebenbedingung 4 -  + 2 - 3 = 10 mit Funktionswert f(3,—1) = 12.
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