Musterlosung zur Probeklausur - Analysis I

Aufgabe 1: S := Menge aller Lehramtsstudenten im 1. Semester

L = Menge aller zukiinftigen verbeamteten Lehrer

(@) VseS :selL
(b) i. Es gibt mindestens einen Lehramtsstudenten, der nicht zukiinftig
Verbeamteter Lehrer wird

ii. dseS:s¢L

Aufgabe 2:  (a) Induktion:n=1:111=21-1
Wir nehmen an: 1-1!'+---+nn! =m+ 1)! — 1 fireinn > 1.

Dann gilt:

1+ +nnl+m+1Dn+1)
=(n+D!'-1+n+Dnr+1)! =
=m+Dn+1+1)-1=m0+2)!-1.

Alternative Losung: Da (k+1)!—k! = kl(k+1-1) = k-k! ist, bekommen

Wir:
n

Zk-k! = Z(k+ D=kl =@+ 1) -1
k=1

k=1

(b) Induktion:n=1:2!'>31-4
Wir nehmen an: 2" > 3n — 4. Dann:
2l =20 5 23 — 4).
Wir wollen also zeigen, dass 2(3n — 4) > 3(n + 1) — 4 ist.
Diese Ungleichung ist dquivalent zu:

6n-8>3n+3-4



Aufgabe 3:

Aufgabe 4:

Aufgabe 5:

Die letzte Ungleichung stimmt erst ab n = 3. Wir miissen also die
Induktion mit n = 3 anfangen. Also sollten wir die Ungleichung noch
fiir n = 2 und n = 3 tiberpriifen:

22532-4 22>33-4 V

+b
(a) Daa+b<a®+b%ist, ist — < 1.
a? + bb2
+
Fiir a = b = 1 erhalten wir aro 1,d.h. supA = 1.
a? + b?
a+b . .
(b) Da ———— > 0, ist 0 eine untere Schranke.
a + b?
Um zu zeigen, dass 0 = inf A ist, miissen wir eine Folge x, € A finden,
die gegen 0 konvergiert. Das kann man z.B. erreichen, wenna = b = n,
n+n 1.
d.h. Xp = m = ; 1st.
. 1 ) 1+n
(Es gibt auch andere Moglichkeiten: x, = o2 etc.)
n
Alternative Losung fiir inf A = 0:
+
Sei € > 0. Wir miissen zeigen: da,b € N mit aro <e.
a’ + b?
1
Wiéhlez.B.a =b =|—|+ 1. Dannist a,b > — und
€ €
a+b 2a 1
—_— = — ==<e€
a2+b> 242 a
1 1 1 1 4"
2m.n <2 —+- - 4+ <2m.n =
4n 4 2m — (4"+1 4”+2")_ 4n+1 441
. 4n 1 1
Es gilt: = — =
4n 4 2n 1+(%)n 1+0
4" 1 1

T T
Also ist unsere Folge, nach Einschliessungskriterium, konvergent und der

Grenzwert ist =1.

(=D"n
n?+1

(&9 (59

"o, " U firn > 1 gilt
= > = — firn > 1 gilt,
n2+1 n?2+n?2 2n &

(a) Da

1
und da Z o divergiert, divergiert auch die Reihez
n

n=1 n=
D.h. unsere Reihe konvergiert nicht absolut.

n2+1

Alternative Losung fiir die absolute Konvergenz: Wihle a,, = ,by =

n?+1



1
n )
Da@ n 1 1

= = H
b, n?+1 1.|-nl2 1+0

=1#0undda

[Se] 1 [e9)
Z— divergiert, divergiert auch ZZL ('s. Globaliibung 4, Auf-
n —in® + 1

n=1
gabe 2)

. B . I n
Wir benutzen das Leibniz-Kriteriumum zu zeigen, dass die Reihe Z(—l)” 71

n
n=1

konvergiert.

) n ﬁ 0

i. = — =

n+1 1+4L 1+0
n
n+1 n 3

& mH+rf+n+l<nd+2n*+2n o

11. <
m+1D2+1 " n2+1

n?+n>1-stimmt fiir alle n > 1.

(b) Wir benutzen das Quotientenkriterium

x2n
—(_1\n
a, = (1) ) =
Gt X2 Cm)! X S 0<1.dh
4 | @it 2 @ntD)2n+2) » &0

die Reihe konvergiert absolut.
Aufgabe 6: (a) Da die Folge n gegen g konvergiert, gilt nach der Definition:
n
Ve>0 Ang € N Viuzng |2 — gl < €
n

Wihle € = §(> 0). Dann ist :

dno e NVn>ng: —§<——g<—

Also ist fiir alle n > ng :




Da {/a — 1 und {n — 1, gilt:
(/%-{/ﬁ — 1 und ,"/3—2‘5’-(1/71 — 1. Also konvergiert {/x, gegen 1.

(b) Wenn g = 0 ist, stimmt die Aussage nicht: z.B. x,, = 0 oder
1
X, = —. Dann ist limx, = 0 = g, aber
on n—oo

{/x, konvergiert nicht gegen 1.

(Es gibt natiirlich noch viele andere Beispiele, z.B. x, = , etc.)

av’ nt



