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Vorwort

Das vorliegende Buch ist aus einer zweistiindigen Vorlesung ent-
standen, die ich an der Ruhr-Universitdt Bochum fiir Studenten ge-
halten habe, die bereits Grundkenntnisse der Physik erworben und
ein entsprechendes Anfidngerpraktikum absolviert haben. Das
Spektrum der physikalischen MeSmethoden hat heute eine derartige
Breite erreicht, und die rasche Weiterentwicklung h&lt an, das
eine den Gesamtbereich der Physik umfassende Darstellung nur in
vielbindigen Werken m&glich ist [0.1-0.3]. Auch dort ist die
Behandlung nicht mehr im Detail erschdpfend, der Experimentator
wird im Einzelfall auf die das betreffende Gebiet relevante Spe-

zialliteratur zurlickgreifen miissen.

Das Anliegen dieses Buches ist es daher, zunidchst allgemeine
Prinzipien zu behandeln, die bei der Planung, Durchfiihrung, Aus-
wertung und Analyse von Experimenten eine Rolle spielen. Die
weitere Auswahl leiteten Gesichtspunkte wie: welche MeBSmethoden,
konkreten MeBverfahren und Hilfsmittel sind von breitem Interesse,
werden in vielen Teilgebieten der Physik angewandt oder sind
vielleicht besonders instruktiv oder interessant. Meine Erfahrun-
gen mit der Anleitung von Studenten zu wissenschaftlichem Arbeiten
filhrten dann dazu, daB einige Themen ausfiihrlicher behandelt wer-
den. Eine Ausgewogenheit war nicht beabsichtigt, doch kdnnte aus
diesem Grund das eine oder andere Kapitel auch fiir den .bereits in
der Praxis tdtigen Wissenschaftler oder Ingenieur von Nutzen sein.

Meinem Kollegen Prof. B, Kronast und vielen meiner Mitarbeiter
mdchte ich filir die kritische Durchsicht des Manuskripts und Anre-
gungen herzlich danken. Mein ganz besonderer Dank gilt Frau Elisa-
beth D8ring flir die sorgfiltige und verstindnisvolle Herstellung
des druckfertigen Manuskripts und die groBe Geduld bei allen
Anderungen.

Bochum, im Herbst 1985

H.-J. Kunze
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Alles, was man erkennen kann, hai

Zahl, Ohne diese kann man mil denm

Gedanken nichts enfassen oden en-
kennen,

Philolaos von Krnoton

(5. Jh. v. Chr.)

1 Einleitung

Die Physik ist eine Erfahrungswissenschaft, das Experiment ist ih-
re Grundlage und die Mathematik ihr wichtigstes Hilfsmittel. Die
quantitativ durchgefiihrte Untersuchung fiihrt zu mathematisch for-
mulierbaren Zusammenhingen zwischen physikalischen GréB8en. Obwohl
es bereits die Sumerer verstanden, drei fundamentale GrdéBen der
Physik - Ldnge, Zeit und Masse - zu messen, wurde die allgemeine
Bedeutung des Experiments und genauer Messungen erst voll von Ga-
lilei im 17. Jahrhundert erkannt, der damit die moderne naturwis-

senschaftliche Forschung einleitete.

Die Experimentier- und MeBtechnik der Physik weist heute einen fiir
den einzelnen kaum mehr ﬁbe;schaubaren Umfang auf. Spezielle Ver-
fahren entwickeln sich in allen Teilgebieten der Physik, aber auch
in anderen Disziplinen der Natur- und Ingenieurwissenschaften, fiir
die die Physik die Grundlage oder eine wichtige Hilfswissenschaft
darstellt.
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2 Physikalische GrdBen und Einheiten

Experimente haben das Ziel, die physikalische Erscheinungen cha-
rakterisierenden Parameter zu finden, zahlenm&Big durch Messung zu
bestimmen und Zusammenhinge aufzuzeigen. Allgemein bezeichnet man
alle Eigenschaften von physikalischen Objekten und physikalischen
Vorgingen, fiir die ein direktes oder indirektes MeBverfahren exi-

stiert, als physikalische GrdB8en. Die physikalischen Gesetze wer-

den zwischen diesen GrdBen in Form mathematischer Gleichungen
ausgedriickt. Alle Grd8en einer Art ohne quantitative Aussage bil-

den eine physikalische GrdBenart, die nur den qualitativen Wesens-

inhalt des betreffenden physikalischen Begriffs erfafBt.

Nach Festlegung einer geeigneten Einheit filir jede GrdBenart kd&nnen
wir den Vorgang des Messens jetzt als Vergleich der physikalischen
GrdBe G mit ihrer Einheit [G] beschreiben. Die Zahl, die angibt,

wie oft die Einheit in der zu messenden GrdBe enthalten ist, wird

als zahlenwert {G} der physikalischen GrdBe bezeichnet.
(2.1) G = {a} [6].

Diese Grundgleichung des Messens zeigt, daB jede physikalische
GrdBe als Produkt aus Zahlenwert und Einheit dargestellt werden
kann [2.5].

Die physikalischen GréBenarten sind durch Gleichungen miteinander
verkniipft, und die Vielzahl 188t sich so auf wenige voneinander
unabhidngige GrdBenarten zurlickfliihren, die Grund- oder BasisgrdBen-

arten genannt werden. Ihre Wahl ist im Prinzip weitgehend willkiir-
lich und erfolgt durch internationale Ubereinkunft und meist nach
Gesichtspunkten der Zweckm&Bigkeit. Alle librigen bezeichnet man

als abgeleitete GrdBenarten und definiert sie durch Gleichungen,

die sie mit einer oder mehreren BasisgrdBenarten oder auch bereits
eingefilhrten abgeleiteten GrdBenarten verkniipfen. Sie lassen sich
allgemein als Potenzprodukt der BasisgrdBenarten B; darstellen:

Bn

(2.2) c¢=Bf102 . B
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Die Exponenten B; sind positive oder negative rationale Zahlen.

Tabelle 1.1 BasisgrdBenarten und Basiseinheiten

GrdBenart Formel- Einheit Einheiten-
Zeichen Zeichen

Linge 1 Meter m

Masse m Kilogramm kg

Zeit t Sekunde s

El. Stromstirke I Ampere

Temperatur T Kelvin K

Stoffmenge n Mol mol

Lichtstdrke I, Candela cd

1960 hat man sich international auf die BasisgrdBenarten und die
dazugehdrigen Basiseinheiten geeinigt; sie und die aus ihnen abge-
leiteten Einheiten bilden das Internationale Einheitensystem (Sy-
stéme International d'Unites, abgekiirzt SI), das inzwischen in
vielen Lidndern auch gesetzlich vorgeschrieben ist. Eine Reihe von
Eigenschaften macht es fiir die Anwendung in Theorie und Praxis
besonders geeignet [2.4]. Die abgeleiteten SI-Einheiten ergeben
sich entsprechend Gl. (2.2) mit jetzt ganzzahligen Exponenten Bi'
und einige wichtige haben selbstd@ndige Namen mit eigenen Kurzzei-
chen erhalten. Sie sind z.B. in dem Dokument [2.2] der Interna-
tionalen Union fiir reine und angewandte Physik (IUPAP) sowie in

[2.3] zusammengestellt.

Tabelle 1.1 enth&lt die Basisgr8Benarten und ihre Einheiten. Sie
werden in Form einer Definition exekt festgelegt. Erst ihre Reali-
sierung ist mit einer Unsicherheit verbunden, wobei eventuell
mehrere unterschiedliche MeBprinzipien angewendet werden k&nnen.
Details werden in [2.3] und [2.4] beschrieben. Verfolgt man die
historische Entwicklung, so wird offenkundig, wie einerseits die
steigenden Anspriiche an die Genauigkeit und andererseits die Ent-
wicklung verfeinerter und neuerer MeBverfahren auch zu neuen Fest-

legungen der Basiseinheiten flihrten. Das Bestreben ging und geht
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auch heute noch dahin, m8glichst jederzeit reproduzierbare Natur-
konstanten zur Definition heranzuziehen. Ein typisches Beispiel
ist die Basiseinheit der Linge. Ausgehend vom sog. Urmeter defi-
nierte man das Meter zundchst durch Wellenlidngennormale, und zwar
1927 durch die Wellenldnge der roten Cd-Linie und 1960 durch die

der orange-farbenen Strahlung des Kryptonisotops °°Kr:

Das Meten ist das 1 650 763,73fache den Wellenlinge der vom Atonm
des Nuklids ®%Hn Beim lbengang vom Zustand 5ds zum Zustand 2pyg

ausgesandten, sich im Vakuum ausbreitenden Staahlung.

1983 beschloB die 17. Generalkonferenz fiir MaB und Gewicht eine
neue Definition dieser Basiseinheit, die mit heutzutage duBerst
genau méglichen Bestimmungen der Lichtgeschwindigkeit sinnvoll
wurde [2.1]:

Das Meten ist die Lénge den Strnecke, die Licht im Vakuum wihrend
des Intervalls von (1/299 792 458) Sekunden durchlduft,

Damit wird der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ein fester Wert
zugeordnet, n&mlich ¢ = 299 792 458 m/s, und ihrer Bedeutung als
universeller Naturkonstanten wird so sicherlich Rechnung getragen.
Die Realisierung der Einheit kann durch Laufzeitbestimmungen er-
folgen.

Unter den BasisgrdBenarten nimmt die Masse insofern eine Sonder-
stellung ein, als ihre Einheit anhand eines kilinstlich geschaffenen
"Normkdrpers" definiert wird, der im Bureau International des
Poids et Mesures (BIPM) in Sévres bei Paris aufbewahrt wird. Es
ist ein Zylinder aus einer Legierung von 90 % Platin und 10 %
Iridium, dessen HBhe und Durchmesser gleich sind (ca. 39 mm). Das
Zuriickfliihren der Masseneinheit auf eine Naturkonstante war bisher
weder mit der notwendigen Genauigkeit mdglich, noch ist eine

solche Mdglichkeit heute klar zu erkennen.

Das Kilogramm 4Lst die Einheit den Masse; es ist gleich der Masse

des Inteanationalen Kilogrammprototyps (1889, 1907),



Die heute noch gililtige Definition der Sekunde lautet:

Die Sekunde ist das 9 192 6371 770fache den Periodendauen den denm
Ubergang zwischen den Leiden Hypenfeinstrukturniveaus des Gaund-
zustandes des Atoms des Nuklids '*3Cs entsprechenden Strahlung
(1967).

Diese Sekunde wird in Cdsiumstrahl-Apparaturen realisiert, und zur
Gewinnung von Zeitintervallen miissen die Perioden der atomaren
Frequenz gezdhlt werden. Es ist denkbar, daB in Zukunft Frequenz-
generatoren entwickelt werden, die noch genauer als die !3?3Cs-
Atomuhren sind, so daB eine neue Definition der Zeiteinheit zweck-

mdBig wird. Die Definition des Meters bliebe davon unberiihrt.

Die kohdrente Behandlung der ganzen Elektrodynamik mit der Mecha-
nik ermdglicht die 1948 neu definierte Basiseinheit der Strom-

stdrke:

Das Ampenrne (st die Stdnke eines konstanten elekinischen Stroms,
den, dunch zwedi parallele, gernadlinige, unendlich Lange und inm
Vakuum im Abstand 1 Meter voneinander angeordnete Leiten von
veanachltissighan kleinem, hknrneisfbrmigem Quenschnitt fliefend,
zwischen diesen Leitean je 1 Meten Leitenlinge die Kraft 2 x 70°7

Newton hervorrufen wirnde.,

Der Zahlenwert einer weiteren Fundamentalkonstanten der Physik ist
damit festgelegt, ndmlich der der magneiischen Felddkonstanten Uoe
Sie ergibt sich zu Uy = 4m X 10-7 NA~2. Diese Relation ist im
Prinzip mit der obigen Definition des Amperes gleichwertig. Uber
die Beziehung ¢ = 1//§;E? hat jetzt auch die elektrische Feldkon-
stante €, einen festen definierten Wert erhalten, sie muB nicht
mehr experimentell bestimmt werden.

Die BasisgrdBe der Thermodynamik ist die thermodynamische Tempe-
ratur, ihre Einheit ist das Kelvin. Da fiir die Temperatur ein
absoluter Nullpunkt existiert, bendtigt man zur Festlegung der
Einheit nur einen weiteren Punkt. Als solcher Fixpunkt wurde der

Tripelpunkt des Wassers gewdhlt.
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Das Kelvin, die Einheil den theamodynamischen Tempenatur, ist den
273,16te 7eil den theamodynamischen Temperatun des Trnipelpunkies
des Wassens (1967).

Die praktische Temperaturmessung erfolgt mit Hilfe der Interna-
tionalen Praktischen Temperaturskala (IPTS - 68/75), die auf ei-

ner Anzahl von gut reproduzierbaren Fixpunkten beruht D.ﬂ.

Die Stoffmenge wurde erst 1971 als Basisgr6Benart in das SI-System
aufgenommen. Quantitative Zusammenhdnge in weiten Bereichen der
Chemie und physikalischen Chemie k&nnen so in SI-Einheiten be-

schrieben werden. Die Definition der Basiseinheit lautet:

Das Mol st die Stoffmenge eines Systems, das aus elensoviel
Einzelteilchen besteht, wie Alome in 0,012 Kilogramm des Kohlen-
stolfnuklids *2C enthalien sind, Bei Benutzung des Mols milssen die
Einzelleilchen spezifizient sein und kbnnen Atome, Molekiile, Io-
nen, ElLektronen sowdie andene Teidchen oden Gruppen solchen Teil-

chen genau angegebenen Zusammenhédnge sedin.
Diese Teilchenzahl wird Avogadro-Konstante Np genannt.

Die elektromagnetische Strahlung wird mit den sog. radiometrischen
GrdBen beschrieben, die aus den ersten drei BasisgrdBfenarten abge-
leitet werden. Soll jedoch die Bewertung der Strahlung gemdf ihrer
Helligkeitswirkung auf das menschliche Auge erfolgen, definiert
man die entsprechenden photometrischen (lichttechnischen) GrdBen.
Die Basisgr&Benart ist die Lichtstdrke, ihre Einheit die Candela.
Durch internationale Festlequng eines spektralen Hellempfindlich-
keitsgrades des Auges sind strahlungsphysikaliche und lichttechni-
sche Gr&Ben miteinander verknilipft, so Strahlungsleistung und
Lichtstrom durch das photometrische Strahlungsiquivalenit. Die 1967
erfolgte Definition der Candela, die auf der Lichtemission eines
Schwarzen Strahlers bei der Temperatur des erstarrenden Platins
basierte, war jedoch nicht voll befriedigend, da mit verbesserter
Bestimmung der Erstarrungstemperatur des Platins relativ groBe

Anderungen des photometrischen Strahlungsdquivalents die Folge



waren. 1979 hat man daher Uber die Festlegung dieser GroBe die

Candela neu definiert.

Die Candela ist die Lichtstirke einen Strahlungsquelle, welche
monochromatische Strahlung den Frequenz 540 x 1072 Hentz in eine
bestimmte Richtung aussendet, in der die Staahlstinke 1/683 Watt
dunch Steradiant fbetnridgl,

Die Frequenz entspricht einer Wellenldnge von 555 nm, bei der das

menschliche Auge seine maximale Empfindlichkeit besitzt.

Neben dem Begriff der physikalischen GrdBenart wird schlieBlich
noch der Begriff ihrer Dimension benutzt. Sie kennzeichnet den
qualitativen Zusammenhang der GrdBenart mit den BasisgrdBSenarten
ohne Bezug auf bestimmte Einheiten; sie ist gegeben durch das
Potenzprodukt aus den Basisdimensionen mit dem Zahlenfaktor 1. Im
internationalen Einheitensystem entsprechen den BasisgrdBenarten
die Basisdimensionen Ldnge, Masse, Zeit, Stromstirke, Temperatur,
Stoffmenge und Lichtstdrke. Sie werden mit senkrechten GroB8buch-
staben L, M, T, I, ©, N und J gekennzeichnet. Die Dimension einer
GrdBe G ist damit ganz allgemein im SI (Gl.(2.2)})

(2.3)  dim G = 1Bt MB2 B3 Bs gBs yBe sB7,

wobei die Dimensionsexponenten ganzzahlig sind. Sind sie alle
null, bezeichnet man die Gr&Benart als dimensionslos. Die Dimen-
sion der kinetischen Energie ist beispielsweise

dim Ey;.= dim(mv?/2) = ML2T"2,

GréBenart und Dimension sind nicht dasselbe, unterschiedliche
GréBenarten kdnnen die gleiche Dimension haben wie etwa bei-
spielsweise Arbeit und Drehmoment oder elektrische Stromstirke und
magnetische Spannung. Obwohl bei diesen Dimen§ionsbetrachtungen
die Prizision der physikalischen Begriffsbildung (Skalar, Vektor,
Tensor) verlorengeht, haben sie sich bei der Uberpriifung der
formalen Richtigkeit von Beziehungen zwischen physikalischen

GrdB8en als sehr niitzlich erwiesen.
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3 Versuchsplanung

3.1 Vorbemerkungen

Die wohldurchdachte Planung eines Experiments ist im allgemeinen
von entscheidendem EinfluB auf den Erfolg. Unter Zuhilfenahme von
bereits vorhandenen theoretischen und experimentellen Erkenntnis-
sen wird man versuchen, Verfahren und Methoden einzusetzen, die
die Aussagekraft der zu erwartenden Ergebnisse optimieren. Die
Abschdtzung und Minimalisierung der Einfliisse der Umgebung ist
dabei nur ein Gesichtspunkt. Apparative Ausstattung wie finanzi-
elle Mittel setzen dann in der Praxis allerdings oft Grenzen, die
der Experimentator mit erhdhtem Einfallsreichtum zu {iberwinden
oder zu umgehen versucht. Experimentelle Erfahrung wie auch Ge-~

schicklichkeit sind dabei von Nutzen.

Bedingt durch das breite Spektrum der experimentellen Aufgaben aus
allen Gebieten der Physik und auch der Ingenieurwissenschaften
sind selbst allgemeinere Uberlegungen sehr umfangreich, und wir
verweisen auf die Darstellungen [0.1] bis [0.3] und [3.1], in
denen auch praktische Hinweise gegeben werden. Im folgenden wollen
wir uns nur mit zwei Klassen von Experimenten befassen, den Mo-
dell- und den Analogieversuchen, die in vielen Lehrbiichern der
Physik nur kurz oder gar nicht behandelt werden, in bestimmten
Disziplinen der Ingenieurwissenschaften aber breite Anwendung
gefunden haben. Ausgewdhlt werden leicht {iberschaubare Beispiele
aus verschiedenen Gebieten. Sie mdgen als Anregung dienen, gege-
benenfalls bei sehr komplizierten physikalischen Aufgaben auch

solche M&glichkeiten in Betracht zu ziehen.

3.2 Modellversuche

Ist die Untersuchung von komplexen physikalischen Vorgdngen sehr
schwierig, kann es oft sinnvoll sein, das Experiment an &hnlich
vergréBerten oder verkleinerten und insbesondere auch leichter
verdnderbaren Modellen mit &hnlich ver3nderten Randbedingungen

durchzufiihren. Die Grundlage und Rechtfertigung solcher Modell-
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versuche bilden die Ahnlichkeitsgesetze, die es erlauben, die am

Modell gewonnenen Ergebnisse auf das Original zu libertragen. Zwei
physikalische Vorgidnge werden dabei als dhAnlich bezeichnet, wenn
sie durch ein und dasselbe physikalische Gesetz beschrieben werden
und alle physikalischen GrdBen, die den einen Prozess charakteri-
sieren, durch Multiplikation mit konstanten Zahlen in die ent-
sprechenden GrdBen des anderen Prozesses ibergefiihrt werden kdén-
nen. Diese Konstanten bezeichnet man als Ufertragungs- oden HAhn-
Lichkeitsfaktonen. Man spricht allgemein von vofllkommenen oden
physikalischen Ahnlichkei?, wenn solche Relationen gleichzeitig
beziiglich «£fes BasisgrdBenarten des Einheitensystems vorhanden

sind.

3.2.1 Ehnlichkeitsgesetze der Mechanik

Geometrische und zeitliche Ahnlichkeit. Die einfachsten Sonder-

fdlle liegen vor, wenn Bhnlichkeiten nur fiir die BasisgrdBenarten

Linge 1 oder Zeit t in Betracht gezogen werden:
(3.1) (a) 17 = & 1,, (b) £t =1 to.

Den ersten Fall bezeichnet man als geometaische Ahnlichkeit zwi-
schen Modell (Index 2) und Original (Index 1), den zweiten Fall
als zeitliche Ahnlichkeit.

Kinematische Ehnlichkeit. Sind beide Ahnlichkeitsfaktoren zu be-
rlicksichtigen, ergibt sich die kinematische Ahnlichkeit mit dem
Ahnlichkeitsfaktor ¢, flir die Geschwindigkeit:

(3.2) ¥y = ¢, ¥y = (M1) ¥,

Alle Geschwindigkeitsvektoren sind im Modell und im Original an
zugeordneten Punkten zu zugeordneten Zeiten durch obige Beziehung
miteinander verknilipft. In einer Strdmung sind damit die Stromli-
nienverldufe als geometrische Kurven zu zugeordneten Zeiten &hn-
lich,



Dynamische Ahnlichkeit. In der Mechanik ist es sinnvoll, anstelle

der Ahnlichkeit den Massen von der Ahnlichkeit der Krifte auszu-

gehen:

>

>
(3.3) Fy = ¢ Fy.

Dies bedeutet im allgemeinsten Fall, daB alle auftretenden Kridfte
an dhnlich gelegenen Punkten des Modells und des Originals diese

Bedingung erflillen bzw. Kraftfelder &hnlich sein miissen.

Aus der Newtonschen Bewegungsgleichung F-nt ergibt sich mit dem

Ahnlichkeitsfaktor fiir die Masse u = m1/m2:
_ >
m1r.| = ¢ m2r2
A 3
umz —T—frz = ¢ m2 r2
(3.4) o TTu A = 1.

Dieses allgemeine dynamische Modellgesetz wird als das Newton-

sche Ahnlichkeitsgesetz bezeichnet. Im Modellversuch sind damit in

der Dynamik dzei Ehnlichkeitsfaktoren frei wihlbar. Eine Variante
dieses Ahnlichkeitsgesetzes erhdit man fiir geometrisch dhnliche
Kérper mit den Massendichten P4 und Py und den Volumina vy und Vy.
Der Ahnlichkeitsfaktor der Masse wird u = A3p1/02, und das Ahn-
lichkeitsgesetz lautet:

>
s

il

(3.5) ¢ = o,

“u
N

Kennzahlen. Ehnlichkeitsgesetze kdnnen, wie oben gezeigt, direkt
aus den die physikalischen Vorgdnge beschreibenden Gleichungen
abgeleitet werden. Unter einigen weiteren Verfahren [3.17; 3.18]
hat sich die Dimensionsanalyse [3.8] dabei als sehr leistungsfdhig
erwiesen. Ziel ist es, neben den Ahnlichkeitsgesetzen dimensions-
Lose KenngrdBen zu finden, die die Vorginge charakterisieren. Sie

werden Kennzahlen genannt.

Zwedi physikalische Vonrnginge sind dhnlich, wenn alle auftretenden



Kennzahlen einanden paarwedise gleich sind

In G1.(3.4) werden dazu die Ahnlichkeitsfaktoren durch die Ver-

hidltnisse der physikalischen Gr&Ben ersetzt.

nE mL
F, t22 m, 11 :
Durch Umformen ergibt sich die dimensionslose KenngrdBe
F, t 2 F, t 2
(3.6) T = s
171 2 72

Diese Kennzahl der Dynamik wird als Newton-Zahl Ne bezeichnet und

lautet somit:

2
_Ft _F1
(3.7) Ne = Y bzw. Ne =

Froudesches Modellgesetz. In der Praxis ist es unmdglich, den ge-

forderten gleichen Bhnlichkeitsfaktor fiir alle auftretenden Kridfte
einzuhalten. Im folgenden werden daher einige Sonderf&dlle vorge-
stellt, in denen jeweils nur e.lne Kraftart wirksam ist. Wir begin-

nen mit der Schwerkraft.
(3.8) F=m 3 bzw. F = p Vv 3,

wobei 3 die o6rtliche Fallbeschleunigung ist.

Der Ahnlichkeitsfaktor der Kraft wird damit
(3.9)  ¢g =M bzw. ¢ = — — A7,

und das Newtonsche Ahnlichkeitsgesetz sowohl nach G1l.(3.4) als
auch nach G1.(3.5) geht lber in

[9 )
2

T = - X .
(3.10) 9,

Dies ist das Froudesche Modellgesetz, und nur ein Ehnlichkeits-
faktor ist frei wdhlbar. Ersetzt man wieder T und X durch die

Verhdltnisse der physikalischen GrdB8en, erhdlt man das Modellge-

setz in der Form



20

1 1
(3.11) 5 = V)
19y t29;

2

Die Kennzahl wird Froude-Zahl Fr genannt:

[ ¥

(3.12) Fr = —=— oder Fr =

t2g

S

Betrachten wir beispielsweise zwei geometrisch &hnliche und &hn-
lich als physikalische Pendel aufgehingte K&rper verschiedener
Dichte, so folgt nach dem Modellgesetz sofort, daB sich die Qua-

drate der Schwingungsdauern wie die Lineardimensionen verhalten.

Reynoldssches Modellgesetz. In realen Fliissigkeiten erfolgt die

Bewegung unter dem EinfluB von Reibungskrdften, die unter dem
Begriff der inneren Reibung zusammengefast werden. Nach dem New-
tonschen Reifungsgesetz ist die Reibungskraft zwischen zwei Flis-
sigkeitsschichten mit der Berilihrungsfldche A

(3.13) F, = n Az— ,

wobei n die dynamische Viskositdt und dv/dx der Geschwindigkeits-
gradient senkrecht zu den Stromlinien ist. Der Ahnlichkeitsfaktor
der Reibungskraft wird damit

n 2
A Y
(3.14) ¢p = Tt

2

Fiihrt man die kinematische Viskositdt v = n/p ein, so ergibt sich
mit G1l.(3.5) das Reynoldssche Modellgesetz:

% 2
V1

(3.15) 1 =

Die Kennzahl heiBft Reynolds-Zahl Re und ist gegeben durch

l2
(3.16) Re = 3T oder Re = ==,

Bei der Untersuchung von Fliissigkeitsstrdmungen findet dieses Ge-

setz breite Anwendung.
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Cauchysches Modellgesetz. Flir elastische, dem Hookeschen Gesetz

o = Ee gehorchenden Krdfte ergibt sich ein Ahnlichkeitsfaktor
(3.17)

E ist der Elastizitdtsmodul, ¢ die Normalspannung und € = Al/1 die

Dehnung.

Das Newtonsche Ahnlicheitsgesetz (G1.{3.5)) geht damit iiber in das
Cauchysche Modellgesetz:

E
(3.18) 1 = —

1
P2

LN

Die Kennzahl ist die sog. Cauchy-Zahl Ca und lautet:
(3.19) ca = v/VE/p.

Das Modellgesetz wird bei Untersuchungen der Schwingungen elasti-
scher Kdérper sowie der Strdmung elastischer Fliissigkeiten benutzt.
Bei Vorgidngen mit reinen Schubspannungen wird E durch den Schubmo-
dul G ersetzt. (Eine strengere dreidimensionale Ableitung [ 3.8]
zeigt, daB fiir obiges Gesetz die Poisson-Zahl bei Modell und
Original gleich sein muB8.)

Statische Ahnlichkeit. Die Ahnlichkeitsfaktoren der Krifte liefern
direkt die Ahnlichkeitsgesetze der Statik. Mit G1.(3.17) erhilt
man beispielsweise filir elastische Krdfte (gleiche Poisson-Zahl

wieder angenommen [ 3.18]) das Hookesche Bhnlichkeitsgesetz

[+ [+2
1 2
(3.20) E1 = E.

(%]

mit der Kennzahl (Hooke-Zahl Ho)
(3.21) Ho = &.

Breite Anwendung hat dieses Ahnlichkeitsgesetz in der Spannungs-

optik gefunden [3.14]. Von komplizierten mechanischen Bauteilen

werden durchsichtige Modelle aus geeigneten Kunststoffen herge-
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stellt und 3hnlichen &uBeren mechanischen Beanspruchungen ausge-
setzt wie das Original. Durch die mechanischen Spannungen wird das
urspriinglich isotrope Medium doppelbrechend. Bringt man das Modell
in einen Polarisationsapparat mit gekreuzten DurchlaBrichtungen
von Polarisator und Analysator, beobachtet man ein Interferenzmu-
ster (Isochromaten), welches direkt den Spannungszustand wieder-

spiegelt.

3.2.2 Ahnlichkeitsgesetze der Teilchenoptik

Die Bewegung eines geladenen Teilchens in zeitlich konstanten
elektrischen und magnetischen Feldern wird durch die Krdfte be-

schrieben

>

> > > >
(3.22) F = gE = -q gradv und F = gq(v X B).

>
q ist die Ladung des Teilchens, E die elektrische Feldstdrke, V
das elektrische Potential und B die magnetische Induktion. Fiir
dhnliche Felder

> > > -
(3.23) Eq = eg E, und By = Bp By
ergeben sich die Bhnlichkeitsfaktoren der Krédfte zu
(3.24) o, = El € d o = El 3 B

: E- g, E un B g, T B
Flir nicht-reflativistische Teilchen gilt das Newtonsche Ehnlich-
keitsgesetz, Gl.{3.4), und man erhdlt:

99 2 9 ¢

{3.25) a; I g T 1 und R Bg = 1-

Die Modellgesetze kdnnen damit fiir beide Felder geschrieben wer-
den:

. q q
(3.26) g - F =< E und — t; Bl ==t

Mit der kinetischen Energie Ey;, = (1/2)mv2 und dem Impuls p = mv
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lauten sie:

9B 9Eyl, 9:841, 9Byl
(3.27) T T T und —_p— .
kin, kin, Py 2

Die elektrischen Felder werden {iblicherweise durch metallische
Elektrodenanordnungen im Vakuum erzeugt, die Aquipotentialfl&chen
sind. Fiilhren wir die Spannung U zwischen diesen Elektroden ein,
folgt aus U = fﬁ-dg die Ubertragung

(3.28) Uy = e A Uy

Damit wird G1.(3.27)

Yy 9V,

94
E

(3.29) B
kin1 kln2

Die Kennzahlen, in der Teilchenoptik oft Ehnlichkeitsparameter
genannt, sind damit fiir die Bewegung in elektrischen und magneti-
schen Feldern:

(3.30) 2L und q—g—l .
kin

Sind diese Kennzahlen gleich, sind die Teilchenbahnen &hnlich,
vorausgesetzt natlirlich, daB die Anfangsbedingungen ebenfalls
dhnlich sind, d.h. die Teilchen miissen an homologen Punkten unter
gleichen Winkeln in die Felder eintreten. Diese Ahnlichkeitsge-
setze spielen in der Elektronen- und Ionenoptik eine groBe Rolle
[3.10]. Fiir relativistische Teilchen k&nnen sie entsprechend er-

weitert werden [3.7].

3.2.3 Ahnlichkeitsgesetze der Wirmeiibertragung

Die Untersuchung der Wirmeilibertragung ist eine komplizierte Auf-
gabe, da neben der Wirmeleitung auch die Wirmekonvektion und der
Wirmeilibergang zwischen festen K&rpern, Fllissigkeiten und Gasen zu
beachten sind. Ahnlichkeitsbetrachtungen haben daher gerade auch
hier zu wichtigen allgemeinen Aussagen gefiihrt und experimentelle

Untersuchungen wesentlich erleichtert. Bei theamischen Ahnlichkeit
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gilt fiir die Temperaturen in zugeordneten Punkten des Originals
und Modells

(3.31) T, = 8 T,.

Relativ einfach ist der Fall, wenn ruhende feste und geometrisch
dhnliche KSrper vorliegen. Die Differentialgleichung der Wadrme-

leitung lautet

= aV2T,

@l
et

wobei a die sog. Temperaturleitfdhigkeit ist.

Mit den Ahnlichkeiten nach Gl.(3.1) und Gl.(3.31) erhalten wir das
Fouriersche Ahnlichkeitsgesetz

(3.32) T=g0A

und als Kennzahl die Fourier-Zahl Fo

(3.33) Fo =25

1
In strémenden Fliissigkeiten und Gasen mit &hnlicher Geschwindig-
keitsverteilung stellt A/t in G1.(3.32) den Ahnlichkeitsfaktor der
Geschwindigkeit dar, d.h. T muB entsprechend gewihlt werden.
Gl.(3.32) gibt dann das sog. Pecletsche Modellgesetz mit der Pe-
clet-Zahl Pe:

(3.34) pe = &,
a

Weitere Ahnlichkeitsgesetze mit entsprechenden Kennzahlen folgen
aus der Betrachtung des Warmelibergangs bei freier oder erzwungener
Konvektion [3.17]. Die Ehnlichkeitsgesetze der Hydrodynamik (Ab-
schn.3.2.1) sind dabei selbstverstdndlich gleichzeitig zu beach-
ten. Die dadurch bedingte Komplexitdt versucht man allerdings zu
vereinfachen, indem man den EinfluB einzelner Kennzahlen auf das
Problem abschédtzt und sich auf die wesentlichen Parameter be-

schrénkt. Dieses bewuBte Abweichen von den strengen Modellge-
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setzen fiilhrt zur sog. angendherten Ahnlichkeit, die in der Praxis

natiirlich eine groBe Bedeutung erlangt.

3.2.4 Ahnlichkeitsgesetze der Plasmaphysik

Die Ahnlichkeitsbetrachtungen der Plasmaphysik kdnnen in drei
Gruppen zusammengefaBt werden:

Gasentladungen [3.4],[3.5]. Bereits sehr friih verglich TOWNSEND
geometrisch dhnliche Gasentladungen miteinander, um die im allge-
meinen sehr komplexen Zusammenhdnge zwischen den Entladungspara-
metern iibersichtlicher einordnen zu k&nnen. Die geometrische Ahn-
lichkeit (G1.(3.1)) fordert den gleichen Ahnlichkeitsfaktor X\ auch
flir die mittleren freien Weglingen 1 der Ladungstriger und neutra-
len Teilchen. Da sie invers mit der Gasdichte n skalieren

(T ~ n'1), erhalten wir fiir die Gasdichten
-1
(3.35) nq =2 nj.

Bei gleicher Temperatur (T, = T;) in homologen Punkten ergibt die
allgemeine Zustandsgleichung (p = n kT) fiir den Druck

(3.36) py = A7 p,.

Verlangt man weiter fiir dhnliche Entladungen, daB8 die Ladungstri-
ger zwischen zwei StdBSen die gleiche kinetische Energie aufnehmen,

Exin = 9 Eq 14 = g E; 15,
so folgt fiir die Ubertragung der Feldstirken
(3.37) E, = A"V E,,

und die Spannungen zwischen den jeweiligen Elektroden werden
gleich:

(3.38) Uy = U,
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G1.(3.36) und G1.(3.37) filhren zur Ahnlichkeitsbeziehung
(3.39) R
1

Entsprechend ergibt die Einfihrung des Elektrodenabstands d mit
dy = A dy:

(3.40) py dq = py dy.

Die elektrische Raumladungsdichte p = o* + p~ = e(n* - n7) ist
durch die Poissonsche Gleichung V2V = -V.E = —p/eo bestimmt, und
die Ahnlichkeitsbeziehungen fiir die Ladungstrdgerdichten werden:

(3.41) nqt* = A2 ny* und ng~ o= A~2 n, .

(Eine strenge Begriindung, daB dies in der Tat flir jede Trdgersorte
gilt, wird in [3.5] gegeben.)

Die gleiche kinetische Energie zwischen zwei St&B8en fiihrt zum
gleichen Geschwindigkeitsfeld der Ladungstrdger

(3.42) v, = ¥,.
Der Ahnlichkeitsfaktor der Zeit wird damit
(3.43) 1 = A,

Die Stromdichte ist 7 = p* ¥* + p~ ¥~ = e n* ¥* - e n” ¥~ und ge-

horcht der Ahnlichkeitsbeziehung
>
(3.44) 7 =127,
Fiir die Stromstdrke I =J'§ d erhalten wir schlieBlich

(3.45) I, = I,.

Geometrisch dhnliche Gasentladungen mit gleichen Kennzahlen E/p
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oden pd haben die gleiche Strom-Spannungs-Kennlinie

Da die Zlindspannung Uz zur Kennlinie gehdrt, folgt direkt aus dem
Ahnlichkeitsgesetz das Paschen-Gesetz fiir sie, das urspriinglich

experimentell gefunden worden war:
(3.46) Uy = f(pd).

Zur Untersuchung der Giiltigkeitsgrenzen des Ahnlichkeitsgesetzes
miissen die in der Entladung auftretenden atomaren Elementarpro-
zesse betrachtet werden [3.4], [3.5]. Sobald nicht-lineare Pro-
zesse eine Rolle spielen (z.B. Stufenionisation oder DreierstoBre-

kombination), verliert es seine Giiltigkeit.

Magnetohydrodynamik. Die magnetohydrodynamische Beschreibung des

Plasmas verkniipft die Gleichungen der Hydrodynamik mit den Max-
wellschen Gleichungen. Wie in der Hydrodynamik kommt auch hier

mdglichen Ahnlichkeitsbetrachtungen groBe praktische Bedeutung zu.

Betrachten wir als einfaches Beispiel das Magnetfeld in einem mit
der Geschwindigkeit ¥(¥,t) bewegten Plasma der isotropen Leitfd-
higkeit o, wobei die Wirkung der magnetischen Krdfte auf das

Plasma vernachldssigt werden mdge.

Aus den Maxwellschen Gleichungen und dem Ohmschen Gesetz [ 3.12]

>

(3.47) ¥V x B = ug 3

(3.48) I -6 (E+¥% xB)

-
(3.49) v xE=- 48

folgt die das Magnetfeld beschreibende Beziehung

>
3B _ 1 2> > ES

(3.50) E—U_O_EV B +Vx (v x B).

Im Modell (Index 2) mit den Ahnlichkeitsfaktoren gemdB Gl.(3.1),

Gl.(3.2) und G1.(3.23) lautet die Gleichung:
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2 T 2
2

—= = ——7

2 Mo9pA

> >
}32 +V2 x (v2 x B2).

Die Vorgdnge in beiden Systemen verlaufen 3hnlich, wenn gilt

g 2
1 A
(3.51) U_ZT =1, bzw.
(3.52) o4 v 11 = 0y vy 12.

Die Kennzahl bezeichnet man als magnetische Reynolds-Zahl Rm und

definiert sie

(3.53) Rm = pgy ov 1.

In sinsmenden Plasmen sind beli dhndichen Geschwindighedilsfeldean
die (agnetfeldenr dhnbich, wenn die magnetischen Reynolds-Zahlen

gleich sind,

Weitere Rhnlichkeitsgesetze werden in der Literatur behandelt

[3.3].

Kinetische Theorie des Plasmas. Ist man an mikroskopischen Vor-

gdngen des Plasmas interessiert, benutzt man analog zur statisti-
schen Mechanik der neutralen Gase eine Beschreibung, die auf
kinetischen Gleichungen fiir die Verteilungsfunktionen der Teilchen
im Phasenraum basiert, Fiir Zeiten, die klein sind gegen StoBzei-
ten, erhdlt man je eine sog. Vlasov-Gleichung fiir die Verteilungs-
funktion der Elektronen f'('fﬁ,t) wie auch der Ionen f*(‘r’,@,t):

(3.54) %— + V.V £+

i @ +vxp) Ao,

v

gha

Elektrisches Feld B und Magnetfeld B werden durch die Poissonsche
bzw. Maxwellsche Gleichung bestimmt:

(3.55) V.E=L =L g et-eealv s L (gt at-enTy,
£ €
o] o o
R
z _ b+ = = 3 3B
(3.56) VXB—+uof(qv £ ev £ )d v+e N, 3% -
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Ehnlichkeit in strengem Sinn [3.15] muB solche Effekte wie Mi-
kroinstabilitdten, Turbulenz und Landau-D&mpfung einschlieBen und
verlangt daher wie in der Teilchenoptik neben der Ehnlichkeit der
Felder (G1.(3.23)) geometrische, zeitliche und kinematische Ehn-
lichkeit (Gl.(3.1), (3.2)), wobei die Ahnlichkeitsfaktoren X, T
und ¢, zundchst voneinander unabhingig gewdhlt werden kdnnen, da

in den Verteilungsfunktionen ¥, ¥ und t unabhingige Variable sind.

Die geforderte Ahnlichkeit der Felder und der Anfangsbedingungen
gibt mit G1.(3.55) und Gl.(3.56) sowie mit

(3.57) n =17 £(FF,0)d% und
(3.58)  £(1,¥1,tq) = 05 £,(F,,9,,t5)

folgende Beziehungen:

+ -
n n €
1 _ "1 _ "E _ + 3 _ 3 + _ +
(3.59) ;;: = ;—: = T: = 95 ¢, be 9, und  q, q;
2
B 8
B _ 4 B_ A
(3.60) 3 = ogdy und g T T

FaBt man diese Gleichungen zusammen, so wird:

B

=B .2
(3.61) ¢V = 0 =2 bzw.
n B
(3.62) 1 _-_B
n, ¢VA

SchlieBlich werden die Ahnlichkeitsrelationen in die Vlasov-

Gleichung eingesetzt. Mit my~ = m,” und m1+ = m2+ ergibt sich:
2 T 43 |CgT > o | ¥

(3-63) 3E + ¢V7\'V2 V2 f2+m— TEZ +TBBV2>< Bz ——_)—= o}
2 2 v 8v2

Der Vergleich der dimensionslosen Faktoren liefert:

¢..T €T
v_ - E_oo 1 =
(3.64) -5 = 1 ¢v 1; TBB 1
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Eine Kombination dieser Relationen untereinander sowie mit denen
der G1.(3.60), G1l.(3.61) und Gl.(3.62) fihrt weiter zu:

(3.65)

h=d
1l
-
=)
]
>
M
n
jesd
It
>

bl:!
N =
!
N
U
N

Es wird augenscheinlich, daB nur ein Ahnlichkeitsfaktor frei wdhl-
bar ist. Einige Ahnlichkeitsgesetze kdnnen so beispielsweise for-
muliert werden [3.15]:

T -2, 1.2 -
(3.66) vy = Vg 11 = 12 E.Il1 = E212
_ 2 2
B1l1 = B212 n_ll1 = n212.

Diese Ahnlichkeitsbetrachtungen wie auch die der Magnetohydrody-
namik spielen naturgemdB eine Rolle, wenn man Vorgdnge, die in
astrophysikalischen Plasmen ablaufen, im Labor untersuchen will.
Andererseits wird sehr intensiv versucht, Ergebnisse aus kleineren
Versuchsanlagen auf Plasmen der GrdB8enordnung zu skalieren, wie

sie in einem klinftigen Fusionsreaktor vorhanden sein werden.

3.2.5 ZeitmaBstd3be der Modellversuche

Interessante M&glichkeiten erdffnet die Betrachtung der ZeitmaB-
stibe der Modellversuche, der Modeflzeiten [3.13]. Setzt man in
den im vorangegangenen behandelten Ahnlichkeitsgesetzen alle Ahn-
lichkeitsfaktoren mit Ausnahme der fiir Zeit und Ldnge gleich eins,
so findet man:

1|k 1
(3.67) ty ~ TT t1 mit k = Vil 1; 2.

Bei verkleinerten Modellen laufen damit alle dynamischen Vorginge
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mit kiirzeren ZeitmaBstdben t2 ab und liefern in der Gegenwart
Ergebnisse, die beim Original erst in der Zukunft auftreten wer-
den. Dieser Gesichtspunkt ist von groBer Bedeutung auch bei der

Konzeption selbstoptimierender Regelsysteme.

3.3 Analogieversuche

Physikalische Vorgdnge in verschiedenen Gebieten der Physik, die
einschlieBlich der Rand- und Anfangsbedingungen durch mathematisch
gleiche Differentialgleichungen beschrieben werden, bezeichnet man
als analog. Analogien ermdglichen die Untersuchung eines kompli-
zierten physikalischen Systems in einem anderen Gebiet unter gege-
benenfalls experimentell gilinstigeren Bedingungen. Fiir die Er-
kenntnisgewinnung in der Physik waren und sind Analogiebetrachtun-
gen seit je von Bedeutung, da sie nicht nur durch wechselseitige
Befruchtung zur Entwicklung einzelner Disziplinen beitragen, son-
dern zu allgemeinen physikalischen Prinzipien filhren, die ver-
schiedenen Erscheinungen zugrunde liegen. Ein typisches Beispiel

sind die Transportvorginge [ 3.6].

3.3.1 Analogie von Transportvorgidngen

Wir betrachten Wdrmeleitung, Diffusion und elektrischen Ladungs-
fluB. Die Widrmestromdichte jT' die Teilchenstromdichte 3n und die
elektrische Stromdichte EE werden durch das 1. Fouriersche Gesetz
der Warmeleitung, das 1. Ficksche Gesetz der Diffusion und durch
das Ohmsche Gesetz beschrieben:

(3.68) (a) 3p = -Ap VT (b) 3, = -DVn  (c) 3 = -0 WV.

Ap ist die sog. WdrmeleitfZhigkeit, D der Diffusionskoeffizient.
Diese sofort augenscheinliche Analogie erdffnet eine ganze Reihe
von M8glichkeiten und flihrte insbesondere bei komplizierten wirme-
technischen Problemen zu verschiedenen elektrischen Analogiever-
suchen [3.2]. Flir nichtstationire Vorginge existieren die ent-
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sprechenden Analogien:

2
(3.69) (@ 3L =avit () P=pvn (@ ¥ =F .

Die Gesetze (a) und (b) werden als 2. Fouriersches Gesetz der
Wirmeleitung und 2. Ficksches Gesetz der Diffusion bezeichnet. a
ist die Temperaturleitfdhigkeit. Das 3. Gesetz erhdlt man aus der
in der Elektrizitdtslehre iiblichen Kontinuitdtsgleichung fiir die

Ladungsdichte q,

3.70) 32+ v.3; =0,
durch Einsetzen von Gl.(3.68c) und Einflihrung einer Kapazitdt pro
Volumeneinheit C* gem3dB der Definitionsgleichung dq = C*dV. Die
Analogie zwischen zwei Systemen ist erreicht, wenn die entspre-
chenden Ahnlichkeitszahlen gleich sind. Bei Betrachtung von W&r-
meleitung (Index T) und elektrischem StromfluB (Index E) verlangt

man so filir die entsprechenden Zeiten t und Lingen 1:

— 5 -
1 C‘lE

Die Analogiebeziehung {(Analogieinvariante) lautet damit:

a/c* EE EZ 2 =1
a tT 1E

Sie enthdlt zwei Anaflogiekonstanten tg/tq und (lE/lT)‘2 sowie eine

(3.71)

echte Analogiekennzahd, die Beuken-Zahl Beu genannt wird [3.11]:
(3.72) Beu = gég: .

Analogiekennzahlen sind dimensionslos und setzen sich ausschlie8-
lich aus StoffgrdBen verschiedener physikalischer Systeme zusam-
men.

Entsprechend liefert der Vergleich von Wirmeleitung und Diffusion
die Analogieinvariante

t 1. .12
(3.73) |2 t—T l—D- =1
D T
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mit der Lewis-Zahl Le als Analogiekennzahl:
(3.74) Le = §.

Weitere Analogiebeziehungen werden ausfiihrlich in [3.11] behan-
delt.

Ein Beispiel mdge einen solchen Analogieversuch illustrieren. In
einem aus verschiedenen Materialien zusammengesetzten Gebilde soll
bei einer punktférmigen Wirmequelle die r3umliche Temperaturver-
teilung zeitabh&ngig bestimmt werden. Man fiihrt dazu einen ent-
sprechenden Diffusionsversuch etwa mit schwach radioaktiven Teil-
chen in einem Modell durch, in dem die Lewis-Zahl {iberall gleich
gewdhlt wird und zusammen mit den Ehnlichkeitskonstanten G1.(3,73)
erfiillt. Mit geeigneten Detektoren kann die Diffusion bequem ver-
folgt werden.

Bei elektrischen Analogieversuchen ersetzt man dagegen in den

meisten F&dllen das kontinuierliche Medium durch ein geeignet ge-
wdhltes System diskreter elektrischer Schaltelemente [ 3.11].

3.3.2 Analogie von Potential- und Strdmungsfeldern

Fiir stationdre Vorgidnge gehen die Gleichungen (3.69) {iber in

(3.75) v*T =0, V?n =0, Viv = 0.

Temperaturfeld, Diffusionsfeld und elektrisches Feld gehorchen
damit ebenso der generellen Laplaceschen Gleichung wie z.B. Po-
tentialstrdmungen und elektrostatisches Feld bei Abwesenheit von
Raumladungen (p = 0). L3sungen aus einem Gebiet k&nnen daher ohne
weiteres ilibertragen werden, vorausgesetzt, daB sich die Gleichun-
gen zur Beschreibung der Randbedingungen ebenfalls in ihrem Aufbau
gleichen. Der einfachste Fall liegt vor, wenn das Potential auf
dem Rand gegeben und sogar konstant ist, d.h. der Rand eine Rqui-
potentialfldche darstellt.
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In der Praxis hat sich der elekirolyiische Trnog zur experimentel-
len Ausmessung von Potentialfeldern (eine relative Genauigkeit von
etwa 0,2 % wird erreicht) noch behauptet, obwohl Computer zur
Berechnung der Felder in steigendem MaBe eingesetzt werden. Der
elektrolytische Trog besteht aus einem geniigend groBen, mit einem
Elektrolyten gefiillten Behdlter, in den Elektroden aus Metall
eingebracht werden, die denen des zu untersuchenden elektrostati-
schen Feldes geometrisch &hnlich sind, bzw., den Randbedingungen
des analogen Problems entsprechen. Wegen des groBen Leitfdhig-
keitssprungs zwischen Metall und Elektrolyt sind die Elektroden
auch hier Aquipotentialflichen. Das Potentialfeld wird schlieBlich
mit einer Sonde abgetastet und aufgezeichnet [0.2], [3.7], [3.11].

3.3.3 Teilchenbahnen in Magnetfeldern

Teilchenbahnen in zeitlich konstanten Magnetfeldern lassen sich
anschaulich mit einem Verfahren darstellen, das auf einer Analogie
zwischen der Bahnkurve und der Gleichgewichtsform eines strom-
durchflossenen, gespannten biegsamen Drahtes im gleichen Feld
beruht [3.9]. Die Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen mit dem
Impuls B lautet:

q(¥ x B) = B.
Betrachten wir die Bahnkurve als Funktion der Bogenldnge s, d.h.
¥ = ¥(s), so ergibt sich mit
- -
> dr > d
v =V I’ p = a%, p = const
. > 2> 2>
> ¢« dr d'r d
P=Pg+PV-—F=pv—y
ds ds

die Gleichung der Bahn des Teilchens zu

2

!D-n
Ry

S

dr Z P
(3.76) 3g * B =g

o7

s

Auf ein Leiterelement der Linge d¥, welches vom Strom I durchflos-

sen wird, wirkt die Kraft
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aFy = I (aF x B).

Ihr muB die Zugkraft S das Gleichgewicht halten, mit der der Draht
an den Enden festgehalten wird. Sie ist liberall entlang des Drah-
tes vorhanden und wirkt so auch an den Enden des Leiterelements.
Die Resultierende hingt von der Krilimmung des Elements ab und

ergibt sich zu
2
dﬁé =85 ds-%g%.

Das Gleichgewicht dFy + dFg = 0 fihrt dann auf die Gleichung fiir
den Draht:
-

> 2
(3.7 4E x B - - §4L.

Teilchenbahn und Draht werden damit durch eine identische Kurve

beschrieben, wenn bei gleichen Anfangsbedingungen

(3.78) F = - £

gewdhlt wird.

Ein Expenimentaton ohne Plan
Lot wie edn Schiff im Stunm

ohne Steuen.
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4. Auswertung von Messungen

Das Ergebnis einer Messung ist ein Zahlenwert (fMefBwert) einer phy-
sikalischen GrdéBe (/leBgrtBe). Bei einem dinekien MeBverfahren
stellt dies unmittelbar auch gleich das endgiiltige Mefergebdnis
dar, wahrend bei indisekien Verfahren dieses erst aus einem oder
mehreren MeBwerten unterschiedlicher physikalischer GrdBen mit

Hilfe eindeutiger mathematischer Beziehungen ermittelt wird.

Die Erfahrung lehrt, daB bei einer Wiederholung der Messung in den
meisten F3llen ein etwas vom ersten Zahlenwert abweichendes Ergeb-
nis gefunden wird, auch wenn alle Arbeiten mit der gleichen Sorg-
falt durchgefiihrt werden. Damit wird die Frage nicht nur nach dem
wahnren Wert der gesuchten physikalischen Gr8B8e aufgeworfen, son-
dern auch nach der Genauigkeit, mit der man diesen aus gegebenen
Messungen bestimmen kann, vorausgesetzt natlirlich, daB ein solcher
Wert eindeutig existiert. Die Abweichungen eines MeBwertes x vom

wahren Wert x der im allgemeinen unbekannt ist, bezeichnet man

ol
als wahren Fehler e:

(4.1) e = X - X

Fehler miissen nach verschiedensten Gesichtspunkten einer kriti-
schen Analyse unterzogen werden; man muB versuchen, ihre Ursachen
zu erkennen, sie gegebenenfalls zu vermeiden bzw. wenigstens so
klein wie m8glich zu halten. Entsprechend den Ursachen werden die
unveamedidbanen Fehler in zwei Gruppen eingeteilt, in systematische
und zufdfllige oder statistische Fehler; beide Arten werden nach
v6llig unterschiedlichen Methoden behandelt, woraus auch unter-
schiedliche M&glichkeiten zu ihrer Korrektur resultieren. Eine
dritte Gruppe, die grofen Fehler, sind durch unkorrekte Arbeits-
weise und einzelne Bedienungsfehler verursacht. Sie sind im Prin-
zip vermeidbar und kdnnen oft als sog. "AusreiBer" leicht erkannt

werden.
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4.1 Fehlerquellen und Fehlerarten

Systematische Fehler haben viele Ursachen und sind schwierig zu

entdecken, da sie in vielen F&dllen bei einer Wiederholung der

Messung immer in gleicher GrdBe auftreten. Typische Fehlerquellen

sind

- Unvollkommenheiten der verwendeten MeBgerdte (z.B. Linearitdts-
fehler, Nullpunktsverschiebung, Eichfehler)

- Unvollkommenheit des benutzten MeBverfahrens

- Schlechte*Justierung der MeBanordnung

- Nichtausreichende Konstanz der Versuchsbedingungen

- Umwelteinfliisse

- Gleichbleibende Fehler des Experimentators

- Noch nicht bekannte Einwirkungen weiterer Parameter.

Das Auffinden und die Beurteilung dieser Fehler sowie ihre Kor-

rektur sind oft schwierig, da es keine allgemeinen Vorschriften

dafiir gibt. Man wird sicherlich die Versuchsbedingungen variieren

und alle oben erwdhnten Fehlerquellen sowie die Durchfiihrung des

Versuchs {iberpriifen; in Zweifelsfidllen bleibt nur die radikalste

Losung, ndmlich ein vdllig anderes MeBverfahren einzusetzen. Ent-

scheidend ist letztlich die kritische Einstellung des Experimenta-

tors und vor allem seine Erfahrung. Selbstverstdndlich hilft hier

die fortschreitende Experimentiertechnik und fiihrt in vielen Fil-

len zur Beseitigung einzelner Fehlerursachen. Ein klassisches

Beispiel kann dies veranschaulichen. Friihe Untersuchungen an ato-

maren und molekularen Teilchen wurden dadurch gestdrt, daB diese

mit dem Hintergrundgas St&B8e ausfilihrten. Die Durchfilihrung des

Versuchs im Ultrahochvakuum kann diese Fehler heute vollstindig

eliminieren.

Zufdllige Fehler haben ebenfalls viele, im einzelnen nicht niher

spezifizierbare Ursachen, doch fithrt ihr Zusammenwirken zu einer
Streuung der einzelnen MeBwerte, die nur vom Zufall abhidngt. Be-
trag und Vorzeichen dieser definitionsgemdf unvorhersehbaren Feh-
ler kénnen daher fiir die einzelne Messung zunichst nicht angegeben
werden. Man ist gezwungen, die Messung so oft wie sinnvoll zu wie-
derholen und die Gesamtheit der MeBSwerte mit Methoden der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und mathematischen Statistik zu behandeln.
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Beide mathematischen Disziplinen bilden die Grundlage der sog.
Fehlennechnung, die in den ndchsten Kapiteln kurz vorgestellt
wird. Ausfiihrliche Darstellungen findet man im angegebenen
Schrifttum [4.2] bis [4.9].

4.2 Grundlagen der Fehlerrechnung

4,2.1 Hiufigkeit, Wahrscheinlichkeit, Mittelwert, Varianz

Die Fehlertheorie befaBt sich ausschlieBlich mit den zufdlligen
Fehlern. Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, daB die gleiche
physikalische Gr&8e n mal gemessen wird. Bei einer kontinuierlich
verdnderlichen MeBgrdBe x unterteilt man den Bereich der gemesse-
nen n Werte in eine Reihe von gleich groBen Intervallen (Klassen)
der Breite Ax und bestimmt die Anzahl der in jede Klasse (x; ¢
Ax/2) entfallenden MeBwerte. Diese Hiufigkeitsverteilung kann in
einem Diagramm dargestellt wer-
den, das Histogramm genannt wird
(Fig. 4.1). Es vermittelt direkt

einen visuellen Eindruck vom

T

n

Ausgang der Messungen. Das Auf-
treten eines bestimmten MeB-

wertes x; ist zwar zufallsbe-

Hdufigkeit

dingt, doch wird offenkundig,

daB auch fiir diese Zufédlligkei-~

X; X ten eine gewisse Ordnung gilt.

Fig. 4.1: Histogramm einer
MeB8reihe Zum Vergleich von MeBreihen ist

es zweckm&Big, statt der absolu-
ten Hiufigkeiten n; (Anzahl der MeBwerte je Klasse X;) relative
Haufigkeiten hy = ni/n aufzutragen. Sie sind auf 1 normiert, Lh; =
1. Mit zunehmender Anzahl n der Messungen strebt die Verteilung
einer Grenzhdufigheitsventeilung zu, die exakt betrachtet nur fiir
die unfegrenzie MeBreihe gilt. Die Existenz einer Grenzverteilung
ist eine der grundlegenden Annahmen der Fehlerrechnung, die expe-
rimentell streng nicht verifizierbar ist. Mathematisch erhdlt man
den Grenzwert fiir jede Klasse:
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n,
(4.2) P(x;) = lim 1 mit I P(x
n+e n

Er ist nichts anderes als die Wahzrscheinlichkeit flir das Auftreten
eines MeBwerts in dem betreffenden Intervall (i) bei einer Einzel-

messung.

Die Grenzhdufigkeitsverteilung geht in eine glatte Kurve durch den
Grenziibergang Ax » O liber, die Wahrscheinlichkeit fiir einen MeB-
wert x im Intervall Ax wird p(x)Ax. Die Funktion p(x) bezeichnet
man als Waehrnscheinlichkeitsdichie. Die Wahrscheinlichkeit P, einen
MeBwert im Intervall Eq,xz] zu finden, wird damit

o)
(4.3) P(xqy = x £ x3) = J p(x)dx

X1

mit der Normierung
(4.4) Fpxrax = 1.

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen MeBwert im gesamten Bereich von
- bis x wird in der Statistik [4.9] als Verteilungsfunkiion F(x)
bezeichnet und ist definiert als

X
(4.5) F(x) = _f p(z)dz.

Die Grenzhdufigkeitsverteilung bzw. die Verteilungsfunktion ent-
halten in komprimierter Form die gesamte Information, die ein
Versuch geben kann [4.2], also prinzipiell auch den wahren Wert
Xoe Er wird jetzt definiert als der (arithmetische) MNittelwent
oder (rwantungswent E der GrdBe x, gebildet mit der Grenzhiufig-
keitsverteilung [4.9]:

P(x;)

(4.6) Xo = X = E(x) = I x;
i

flir diskrete Verteilungen bzw.

(4.7) Xy = X = E(x) = ? x pi{x)dx = T xdF (x)
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flir kontinuierliche Verteilungen.

Es ist plausibel, daB beim Vergleich von Messungen der gleichen
physikalischen GréB8e mit verschiedenen Verfahren derjenigen MeBse-
rie eine hdhere Pridzision zugesprochen werden muB, die die schmal-
ste Verteilungskurve ergibt. Je schmdler die Kurve ist, um so
kleiner ist der Fehler e = x - X einer Einzelmessung. Es ist daher
zweckmdBig, eine H3ufigkeitsverteilung neben ihrem Mittelwert auch
noch durch ein geeignetes MaB fiir ihre Breite zu charakterisieren.
Der arithmetische Mittelwert des Fehlers e ist dazu nicht geeig-
net, da er gleich Null ist. Man wdhlt den Erwartungswert des

Quadrats des Fehlers, den man als Varienz o2 bezeichnet.

(4.8) 02 = E(e?) = J e?p(x)xax = [ (x-%)2 p(x)dx.

(Fiir diskrete Verteilungen erhdlt man die entsprechende Glei-
chung.) Die Wurzel aus der Varianz wird Staenderdabweichung o den
Verteilung genannt, und sie ist ein direktes MaB fiir die Ausdeh-
nung der Verteilung, d.h. die Streuung der MeBwerte. Wir ld&sen
G1.(4.8) auf und erhalten mit den Gln.(4.4) und (4.7):

62 = f xzp(x)dx - 2% [ x p(x)dx + ()2 s p(x)dx,
(4.9) 02 = x2 - (0)2 = E(x2) - [E(x)]2.

Diese Beziehung gilt fiir alle Verteilungen und ist von praktischem
Wert.

In der Statistik bezeichnet man die Gesamtheit aller unter glei-
chen Bedingungen mdglichen Messungen als Giundgesamtheit. Sie ist
fiir unsere Fdlle unendlich groB8, d.h. die Realisierung der Grenz-
hdufigkeitsverteilung ist nicht erreichbar. Man wird sich immer
mit einer endlichen Anzahl n von Messungen begniigen miissen, die
man als Stichprobe vom Umfang n bezeichnet, und die eine zufdllige
Auswahl aus der Grundgesamtheit darstellt. Von dieser Stichprobe
will man so gut wie mdglich auf die Eigenschaften der Grundgesamt-
heit schlieBen. Die charakteristischen GrdB8en einer Stichprobe
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werden dazu ganz entsprechend definiert, wobei man allerdings im
Auge behalten muB, daB sie selbst jetzt Zufallsvariable der Stich-

probe sind.

Der arithmetische Mittelwert (Durchschnitt) wird als bester
Schitzwert des wahren Wertes betrachtet:

(4.10) % =-31 L X

(Eine Begriindung kann nach der GauBschen Methode der kleinsten

Quadrate erfolgen.)

Analog zu Gl.(4.8) filhrt man die Varianz 5n2 der Stichprobe als
Mittelwert jetzt aber der Quadrate der Abweichungen (x; - X,) ein
(der wahre Fehler e; kann nicht angegeben werden, da der wahre
Wert X nicht bekannt ist):

2
(4.11) s,% = g7 'Z (x5 - %,
i=1
(Der Nenner (n-1) anstelle von n zeigt an, daB erst die zweite
Messung als Vergleichsmessung anzusehen ist. Mathematisch wird er
dadurch begriindet, daB nur mit ihm der Erwartungswert von sn2

gleich der Varianz der Grundgesamtheit wird.)

Die Wurzel aus der Varianz ist die Staendaadalweichung S, dex
Stichprobe. Sie charakterisiert die Streuung der einzefnen MeBwer-
te um den Mittelwert und ist die beste Schitzung fiir die Standard-
abweichung ¢ der Grundgesamtheit, wie sie aus einer Stichprobe vom

Umfang n gewonnen werden kann. s, wird auch nittleren quadrati-

n
schen Fehlen genannt.

Fir die praktische Berechnung der Varianz erweist sich eine
Umformung als recht glinstig, die der Gl.(4.9) entspricht:

2

1
Sn” = o1 § i

[[Rlach=1

X + n[in]é],

1 n n
1(x-—)‘cn)2 = = [x x;2-2% z
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n
2 _ 1 2 _1[®_ 172
(4-12) sp" = 77 [-£1xi T [i£1xj:| :

Neben dem Mittelwert einer MeBreihe ist der Experimentator an
dessen Genauigkeit interessiert. Wir denken uns dazu die Messung
vom Stichprobenumfang n sehr oft wiederholt. Die jeweils gewonne-

nen Mittelwerte X, bilden wieder eine Verteilung, deren Standard-

abweichung sg einnMaB flir die Streuung eines Einzelergebnisses
ist, hier also eines Mittelwerts. sz wird daher als die Standand-
abweichung des Mittelwests (auch mittlerer Fehler des Mittelwerts)
bezeichnet. Mit Hilfe des Fehlerfortpflanzungsgesetzes (Abschn.

4.2.5) erhdlt man:

n A
s 1 - .2
(4.13) sz = -2 =.\/7 — Io(x: - %)% .
X — n(n-1) joq 1 n

Die Standardabweichung des Mittelwerts von n Messungen betridgt das
1/¥/n fache der Standardabweichung der Einzelmessung. Die Pr&dzision
einer Messung nimmt somit fir groBe n nur sehr langsam bei einer
Erhdhung der Anzahl der Messungen zu. Eine Verbesserung des Mefi-

verfahrens, die zu einer kleineren Standardabweichung s, der Ein-

n
zelmessung fiihrt, ist daher u.U. viel effizienter und sollte

zuerst versucht werden.

4.2.2 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

In diesem Abschnitt werden die fiir die Auswertung von Beobachtun-
gen wichtigsten Verteilungen der Grundgesamtheiten vorgestellt. Es
sind in der Tat verschiedene Verteilungen mdglich, da neben der
Streuung der MeBwerte durch zufdllige Fehler auch statistische
Schwankungen der MeBgrdBe selbst auftreten k&nnen. Beispiele hier-
fliir sind der radioaktive Zerfall und die spontane Strahlungsemis-

sion (siehe auch Abschn.6.2).

4.2.2.1 GauB- oder Normalverteilung

Sie wurde von C.F. GauB gefunden und kann « p2dordi in der Fehler-
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theorie hergeleitet werden. Thre groBe Bedeutung hat sie dadurch
erlangt, daB einerseits bereits viele physikalische GrdSen exakt
oder angendhert Wahrscheinlichkeitsdichten dieser Form haben,
andererseits die Verteilung der MeBwerte in auBerordentlich vielen
Fdllen tatsidchlich durch sie sehr gut beschrieben wird. Dazu
kommt, daB andere Verteilungen bei einer VergréBerung ihrer Merk-
malbereiche in sie iibergehen, so daB die Normalverteilung dann an
deren Stelle herangezogen werden kann. Die Wahrscheinlichkeits-

dichte fir die Zufallsvariable x lautet:

1 (x - xo)2
(4.14) pix;x,,0) = exp |- —— = flir -o< x <o
Y21 o 202

plx;x,0!

05}

Fig. 4.2:
Wahrscheinlich-
keitsdichten der
Normalverteilung
flir die Parame-
ter 0=0,5; 1; 2.

o1

In Fig. 4.2 ist sie filir die Parameter o = 0,5, 1 und 2 darge-
stellt. Sie hat folgende wesentliche Eigenschaften:

1) Sie ist symmetrisch um den Wert x = Xqe

2) Der Erwartungswert ist:

o

X = E(x) = [ x p(x;x,,0)dx = x

-0

o

1 .
J2Wc'

Er hat die maximale Wahrscheinlichkeitsdichte p(xo;xo,o) =
3) Auf beiden Seiten des Maximums f&llt p monoton ab und
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ndhert sich asymptotisch dem Wert Null.
4) Varianz und Standardabweichung ergeben sich zu:

o

Varianz = J (x - xo)2 p(x;x,,0)dx = 02,

-C0
Standardabweichung = o.

5) Fig. 4.2 illustriert, wie mit grdBer werdender Standardabwei-

chung die Verteilung immer breiter und das Maximum immer nied-

riger wird. Die Flidche unter der Kurve bleibt infolge der Nor-

mierung fpdx = 1 aber gleich.

Die standardisiente Form der Normalverteilung erhdlt man durch die
Transformation
X - X

(4.15) u = e
o}

Mit p{x)dx =?(u)du wird:

2
(4.16) (u) = 1 exp [- a ].
? V2w 2

Die Verteilungsfunktion der GauB-Verteilung ist nach Gl.(4.5)

definiert zu:

1 X - 1 {z-x, 2
(4.17) F(x) = [ exp (- 3 5 dz.

V2T g =e

Sie kann nicht mehr durch elementare Funktionen dargestellt werden
und ist daher in vielen Werken in der standardisierten (normier-
ten) Form ¢(u) tabelliert [4.1]:

_ 14 1,2
(4.18) &(u) = S exp |- 3 t°|dt.
V2T -

Oft wird allerdings die sog. Fehlerfunktion (auch GauBsches Feh-
Lenintegral) erf(u) vorgezogen:

u
(4.19) erf(u) = S exp(-t?)at = 28(w?) -1,
o]

2
v
Eine fiir die praktische Benutzung wichtige Beziehung ergibt sich

dann zu:
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(4.20) F(x) = ¢{:9) - [1 . erf[x - XOH'
ag

V2 o

Fig. 4.3 zeigt die standardisierte Form der Normalverteilung und
ihrer Verteilungsfunktion.

1.0
e
y ¢lu)
0.5
/[ N
\
/// olu)
/// 01 \\
2 N
-3 -2 -1 0 U —— 3

Fig. 4.3: Standardisierte Form der Normalverteilung ?(u) und ihrer
Verteilungsfunktion ¢(u)

Die Wahrscheinlichkeit filir eine normalverteilte Zufallsvariable x
im Intervall [xq,x,] wird somit:

(4.21) P(x1 S X s x2) = F(xz) - F(x1) =
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In Prozent ausgedriickt bezeichnet man P auch als statistische
Sichenrheit. Tabelle 4.1 gibt diese Werte fiir einige hdufig inter-

essierende Intervalle an.

Intervall P %
Xg = O £ X £ KXo + O 68,3
Xo = 1,96 © < x g Rg + 1,96 ¢ 95
Xy - 20 £ x £ Xy + 20 95,5
Xqg - 2,58 0 s x S Xy + 2,58 0 99
X - 30 £ x s Xg + 30 99,7

Tabelle 4.1: Statistische Sicherheiten fiir bestimmte Intervalle

Fig. 4.4 illustriert die Bereiche * ¢ und * 20 der Normalver-

teilung.

0.4 | PIx:%e0!

0,2

3%
X

Xo=0  Xo Xo*T X X~ 20 Xo X,+20 X

Fig. 4.4: Intervalle Xo —0 £X £ X +0 und Xq -20 £x £ xo+20

4.2.2.2 Binomialverteilung

Die Binomialverteilung, manchmal auch als Bernoulli-Verteilung be-

zeichnet, ist allgemein wohl die wichtigste diskrete Verteilung
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und hat ihren Namen daher, daB ihre Glieder gleich den Summanden
einer binomischen Entwicklung sind. Sie beschreibt folgende Situ-
ation: Bei einem Versuch mit nur zwei mdglichen Ergebnissen A und
B sei p die Wahrscheinlichkeit, daB A eintritt. Wiederholt man den
Versuch n mal, so gibt die Binomialverteilung die Wahrscheinlich-
keit an, daB Ergebnis A gerade x mal auftritt.

(4.22) P(x;n,p) = [QJ pX (1-p)?™¥ mit x = 0,1, ..., n.

Die Verteilungsfunktion wird daher

X
(4.23) F(x) = & [Q]pk(1—p)“‘k-
Q

Selbstverstdndlich ist die Normierung %P(x;m,p) = 1 erf{illt. Der

Erwartungswert und die Varianz sind nach [4.8]:

n
(4.24) % = E(x) = L x P(x;n,p) = np,
X=0
n
(4.25) o2 = BE[(x-%)%] = I (x-%)?P(x;n,p) = np(1-p).
X=0

Flir groBe Werte von n ndhert sich die Binomialverteilung der
Normalverteilung, was von praktischem Wert ist, da das Rechnen mit

dieser einfacher wird [4.9].

4.2.2.3 Poisson-Verteilung

Wird in der Binomialverteilung die Wahrscheinlichkeit p fiir ein
Ereignis sehr klein und die Anzahl n der Versuche sehr groB, ist
die Wahrscheinlichkeitsfunktion der G1.(4.22) sehr unhandlich. Man
fihrt daher den Grenziibergang n + = und p + 0 bei konstantem
Mittelwert X = np durch [4.5]. Diese diskrete Verteilung ist die

Poisson-Verteilung, und ihre Wahrscheinlichkeitsfunktion hat die

folgende Form:

=X
(4.26) P(x;X) = KT e * fiir x = 0,1,2 ...
X!



48

Sie ist durch einen Parameter, den Mittelwert X der Zahl der auf-
tretenden Ereignisse, eindeutig bestimmt. Erwartungswert von x und

Varianz sind:
(4.27) E(x) = IxP(x;X%X) = X ,
X
02 = E[(x-%)%] = T(x-%)% P(x;%) = %.
X

Die Verteilungsfunktion lautet:

= X ;k
(4.28) F(x) = e by

.
k=0 kT

In Fig. 4.5 ist die Poisson-Verteilung fir drei Werte des Parame-

ters X dargestellt. Man erkennt deutlich, wie die zundchst asymme-

trische Verteilung mit wachsendem X immer symmetrischer wird. Sie

= X und 0 = vVx_.

ndhert sich dabei einer GauB-Verteilung mit %o °

Die Poisson-Verteilung beschreibt eine Reihe von Phdnomenen, bei
denen statistische Ergebnisse diskrete, ganzzahlige MeBwerte lie-
fern, die voneinander unabhdngig sind. Ein typisches Beispiel
hierflir ist die Messung von Teilchen in der Atom- und Kernphysik.
Betrdgt die mittlere Zihlrate R Teilchen pro Sekunde und wird die
Messung jeweils iliber Zeitintervalle At vorgenommen, wird die in
diesen Intervallen tats&dchlich gemessene Teilchenzahl x, bzw.
Zdhlrate R = x/At, durch eine Poisson-Verteilung mit % = RAt und
der Standardabweichung o = VﬁXE‘ beschrieben. Wird diese Messung
n-mal durchgefiihrt, ergibt sich die Standardabweichung des Mittel-
wertes nach G1.(4.13) zu
Rat

(4.29) S)—( = -—n— -

Der relative mittlere Fehlen des Mittelwerts wird damit:

X /oAt AN

Er ist allein durch die Zahl N = nRAt aller insgesamt gemessenen
Teilchen bestimmt.
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Entsprechende Uberlegungen k&nnen auch fiir den Nachweis elektro-
magnetischer Wellen durchgefiihrt werden. Wir beschrinken uns
zundchst auf kontrolliente (stabilisierte) Schwingungen; man ver-

steht darunter unendlich ausgedehnte Wellenziige, wie sie ein Hoch-

Px;%) Plx;x)
0,4 0,2¢r
03 %x=08 %=3
0,2 0,1
0,1
| | I
1 2 3 L x 1 2 3 5 7 8 9 x
Pix;%)
01

O ——
Q0 [ ———
D —
x1
"
@
pr—
o
-

-
—
T

o —_

10

-
.y
-
N
—_
w
-
~
w
x

Fig. 4.5: Poisson-Verteilungen fiir verschiedene Mittelwerte

frequenzsender oder ein Laser erzeugen kann. Mit geeigneten Detek-
toren hoher Zeitaufldsung k&nnen einzelne Photonen gezdhlt werden
(Abschn.6.3.5), wobei die statistischen Eigenschaften des Detek-
tors selbst noch berilicksichtigt werden miissen. Die Theorie ergibt,
daB auch hier die gemessene Photonenzahl durch eine Poisson-
Verteilung beschrieben wird, in der X wieder die im MeBintervall
erwartete mittlere Photonenzahl darstellt. Die Photonen verhalten
sich in diesem Fall wie klassische, unabhingige Teilchen, und
einen derartigen Zustand der Photonen bezeichnet man als kohdren-
ten Zustand. Inkohdrente Strahlung wird unterschiedlich davon be-
schrieben, und wir werden darauf kurz im anschlieBenden Abschnitt

eingehen.
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4.2.2.4 Weitere Verteilungen

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung sind eine ganze Reihe weiterer
Wahrscheinlichkeitsverteilungen bekannt; wir flihren im folgenden
nur kurz diejenigen an, die dem Physiker 8fters begegnen. Test-

Verteilungen werden gesondert in Abschn.4.3.3 behandelt.

Bei allen Z3ihlmessungen ist die Wahrscheinlichkeit p(t)dt von In-
teresse, daB nach einem Ereignis zum Zeitpunkt t = 0 das ndchste
Ereignis nach der Zeit t eintritt, bzw. exakter ausgedrilickt, im
Intervall t bis t + dt. Gehorchen die Ereignisse selbst einer
Poisson-Verteilung, wird die Wahrscheinlichkeitsdichte der Zeitin-

tervalle t:
(4.31) pl(t;R) = R "Rt fir t > 0,
wobei R die mittlere Zihlrate (Ereignisse pro Zeiteinheit) dar-

stellt. Kleine Zeitintervalle sind also wahrscheinlicher als

groBe, Die Verteilung wird Exponential- oder Intervallverteilung

genannt, Verteilungsfunktion, Mittelwert und Varianz sind:
(4.32) F(t) = 1-e"RE

(4.33) t E(t) =

n

-

(4.34) o2 = [(t-8)%] = - £2.
=2
R
Werden bei der Zdhlung sog. Untersetzer benutzt, die nur jedes r-
te Ereignis zum 2Z&hlwerk weiterleiten, muB eine verallgemeinerte

Intervallverteilung benutzt werden.

Die Cauchy-Verteilung des Mathematikers ist dem Physiker unter der

Bezeichnung Lorentz-Verteilung geldufiger. Sie beschreibt bei-

spielsweise Ereignisse, die durch Resonanzphdnomene bestimmt wer-
den. TIhre Wahrscheinlichkeitsdichte und Verteilungsfunktion sind
gegeben durch
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. - r/2
(4.35) plxixg, ) = 1 L4 - und
(x-x )"+ (T/2)
o
X - X
(4.36) F(x) = %»+ %rarctan —?73—9.

Sowohl der Erwartungswert von x als auch die Varianz existieren
nicht, da die mit GL(4.35) gebildeten Integrale divergieren. Zen-

tralwert x_ und volle Halbwertsbreite ' sind die Parameter der

[}
Verteilung. Die volle Halbwertsbreite I ist dabei so definiert,
daB8 flir x - x, = ¢ ['/2 die Wahrscheinlichkeitsdichte die Hilfte
des Maximums ist. Der Vergleich von Lorentz- und GauB-Verteilung,

wie ihn Fig. 4.6 fiir gleiche Halbwertsbreiten zeigt, ist instruk-

tiv.
plx)
0.4}
Gauf
03t ad Fig. 4.6:
Lorentz- und GauB-Ver-
0.2 teilung mit gleicher
) ! Halbwertsbreite T.
0.1 ! ' Lorentz
; ;
ri i 1 L il i i
1 X-[12  Xo X%,+TI2 10 x

Man erkennt deutlich, daB die Lorentz-Verteilung flacher ist, d.h.
viel langsamer abfdllt. Dies zeigen auch die Wahrscheinlichkeiten
fiir das Intervall [x, - I'/2; x, + I'/2]. Man erhilt:

P(xo—F/Z
P(xO—F/Z

x 5 x5 + I'/2) = 76 % flir die GauB Verteilung und

S Xg o+ r/2)

A

A
x

50 % flir die Lorentz-Verteilung .

Wir betrachten jetzt im Gegensatz zur kontrollierten Schwingung
die Zahl der Photonen, die sich im thermischen Gleichgewicht in
einer Phasenzelle (beispielsweise in einer Hohlraumschwingung)

aufhalten. Es ergibt sich die sog. Bose-Einstein-Verteilung, die

mit der mittleren Besetzungszahl % geschrieben wird:

(4.37) P(x;%) = —1 . 1 ___ fiir x = 0,1,2,
N
X
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Fiir groBe mittlere Besetzungszahlen geht sie iiber in:

(4.38) P(x;%) = 1 e ¥/%,

K=

Verteilungsfunktion, Erwartungswert von x und Varianz sind:

g X 1 -{1+k)
(4.39) F(x) = 5 % [1 +=J

k=0 X
(4.40) E(x) = %
(4.41) o2 = %2 + &,

Fig. 4.7 zeigt die Poisson- und Bose-Einstein-Verteilung fiir eine

mittlere Photonendichte X = 10.

.A.,llll J“\u..lo [

Fig. 4.7: Poisson- (a) und Bose-Einstein-Verteilung (b) fiir die
mittlere Photonendichte k¥ = 10

01 01

b)

|H||||Il|:

1 x 0

Im ersten Fall haben wir eine Standardabweichung von o = 3,2, im
zweiten Fall von ¢ = 10,4, d.h. von der GrdB8e der mittleren Photo-

nenzahl selbst.

4,2.3 Vertrauensbereich

Den Begriff der statistischen Sicherheit hatten wir in Abschn.
4.2.2.1 bei der Normalverteilung eingefiihrt. Wir benutzen ihn

jetzt allgemeiner und bezeichnen so jede in Prozent ausgedriickte
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Wahrscheinlichkeit, eine MeBgrdBe bei einer beliebigen Verteilung
innerhalb gewisser Grenzen zu finden. Diese Grenzen werden Vexr-
trauens- odern Konfidenzgrenzen genannt, das Intervall Veataauens-
Beneich odern Konfidenzintervaell. Welche statistische Sicherheit in
konkreten Fidllen gewdhlt wird, bestimmt allein die gewlinschte

Aussagekraft der Messung.

Von besonderem Interesse ist der Vertrauensbereich fiir den Mittel-

wert X von MeBSwerten, deren Grundgesamtheit durch eine Normalver-

2

teilung mit der Varianz 0% beschrieben wird. Relativ einfach ist

der Fall, wenn die Varianz bekannt ist, da dann die Mittelwerte X
der Stichproben vom Umfang n ebenfalls um X normalverteilt sind,

und zwar mit der Varianz cz/n. Analog zu Gl.(4.15) flihrt jetzt die

Transformation
X - x
n
(4.42) U = ——
o/¥n

auf die standardisierte Form &(U) der Normalverteilung. Zu gewdhl-

ten Vertrauensgrenzen tUp gehdrt der Vertrauensbereich

[-upo/fn‘; Upo//x?] mit der Wahrscheinlichkeit nach Gl.(4.21):

(4.43) P(—Up s U s U

b ¢(Up) - ¢(—Up)

P(% - Upo/w/ﬁ‘ $ R, SR+ Upc/w/ﬁ‘)‘

Mit dieser Wahrscheinlichkeit liegt auch der wahre MeBwert X im
Intervall

(4.44) %, - Upc%/ﬁ SR s R, o+ Upo/Vﬁﬁ

das jetzt als Vertrauensbereich des Mittelwerts bezeichnet wird.

Im allgemeinen wird allerdings die Varianz der Grundgesamtheit

nicht bekannt sein, und neben dem Mittelwert Xy steht dann auch

2
n

Gl.(4.42) fiihrt man eine Variable t ein,

nur die Varianz s der Stichprobe zur Verfiigung. In Anlehnung an

X - X
n

s /o

n

(4.45) t

r
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die aber nicht normalverteilt ist. Die Theorie [4.5] liefert fiir

sie die t-Verteilung oder Student-Verteilung, die von W.S. Gosset

zuerst eingefiihrt wurde, der unter dem Pseudonym "Student" verdf-
fentlichte. Ihre Wahrscheinlichkeitsdichte p(t;n) lautet:

n
> r(3)
(4.46) p(tin) = n mit p, = 2 .

1+
Sie hdngt vom Stichprobenumfang n 2 2 ab; die Grd8e f = n-1 wird

als die Anzahl der Freiheitsgrade der Verteilung bezeichnet. Die

Verteilung ist symmetrisch und hat eine gewisse Ahnlichkeit mit
der Glockenkurve der Normalverteilung, wobei allerdings ihr Maxi-
mum niedriger ist; in gréBerem Abstand von t = 0 verlduft sie {iber
der Dichte der Normalverteilung. Fig. 4.8 zeigt t-Verteilungen fiir

verschiedene n.

plt;n}

Fig. 4.8:
t-Verteilungen filir n=2, n=3
und n—+e

-4 -3 -% -; 0 1 2 3 Lt

Fiir n = 2 ist sie identisch mit einer Lorentz-Verteilung, und mit
wachsendem n strebt sie gegen die Normalverteilung mit dem Mittel-
wert 0 und der Varianz 1. Flir n > 30 ist die Anndherung schon
recht gut, so daB mit der Normalverteilung gerechnet werden kann.
Flir kfleine Stichprobfen (n < 30) muB die t-Verteilung benutzt
werden. Die Verteilungsfunktion erhalten wir wieder durch Integra-
tion von G1l.(4.46):

2J—n/2
dv.

t
(4.47) F(t) = p, [1'+ﬁéT

Sie ist tabelliert, z.B. in [4.1]. Mittelwert und Varianz sind:

(4.48) T =0 fiir nz 3,
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v
>

(4.49) o2 = DX fip n
n-1

(Flir n=2 und n=3 hat die Verteilung keine Varianz, flir n=2 keinen

Mittelwert.)

Die gewdhlte statistische Sicherheit P% legt den Vertrauensbereich

P
Mittelwerts X ist dann analog zu Gl.(4.44):

[—tp; tp] mit den Grenzen t_ fest. Der Vertrauensbereich des

(4.50) X, - tpsn/w/ﬁ £ % s X

n + tpsn//E.

n

Der tabellierten Verteilungsfunktion kann der tp—Wert flir jede

gewdhlte statistische Sicherheit bequem entnommen werden:

b
I

= F(tp) - F(—tp) = 2 F(tp) -1

1
(4.51) F(tp) 7—(1 + P).
Fig. 4.9 zeigt diese Werte fir hdufig gewdhlte statistische Si-

cherheiten.

In der Statistik wird mit Hilfe des zenZialen Grenzweatsatzes
gezeigt, daB bei nicht zu kleinen Stichproben auch die Verteilung
der Mittelwerte, die aus anderen Ausgangsverteilungen gewonnen
werden, recht gut durch die Normalverteilung angenihert werden
kann, so daB die vorangegangenen Uberlegungen auch dort beniitzt

werden kdnnen.

Ganz analog kann man schlieBlich einen Vertrauensbereich mit ge-
widhlter statistischer Sicherheit fiir die Standardabweichung ¢
festlegen, die aus normalverteilten MeBwerten bestimmt werden

soll. Die Theorie filhrt fiir die Zufallsvariable

2 (n-1)sn2 ;B _ 2
(4.52) x° = —— = z (xi - x)
[of o i=1 n

auf eine Verteilungsfunktion, die als Chi-Quadrat-Verteilung

bezeichnet wird. Wir werden sie im niichsten Kapitel als eine der

sog. Testverteilungen ndher betrachten. Fiir die Bestimmung des
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Vertrauensbereichs von ¢ mit ihr verweisen wir auf die Literatur,
z.B. [4.5].

Fig. 4.9: Werte fiir t, bei verschiedenen statistischen Sicherhei-
ten P% in Aghéngigkeit vom Stichprobenumfang n,

P68 = 68%, P95 = 95%, P99 = 99% und P99,9 = 99,9%.

4.2.4 Chi-Quadrat-Test

Wir betrachten die Hdufigkeitsverteilung der MeBwerte vom Stich-
probenumfang n und untersuchen, mit welcher Wahrscheinlichkeit wir
von ihr auf die Verteilung der Grundgesamtheit schlieBen k&nnen.
Dazu vergleichen wir beide, bzw. sollte dieser Vergleich mit allen
sinnvoll zu erwartenden Verteilungen durchgefiihrt werden. Ausge-
hend von der empirischen Verteilung, wie sie etwa das Histogramm
der Fig. 4.1 veranschaulicht, wird der Bereich der MeBgrdBe x so
in k unabhdngige Klassen eingeteilt, daB jeweils mindestens 5
Einzelbeobachtungen in jeder liegen. Auch die Zahl der Klassen
sollte ebenfalls mindestens 5 betragen. Ein MaB fiir die Uberein-

stimmung ist die Summe der relativen Abweichungsquadrate, gebildet
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aus der empirischen Hiufigkeit n; der Klasse i und der fiir sie
theoretisch berechneten Hiufigkeit nP;, wenn P; die nach G1.(4.3)
berechnete Wahrscheinlichkeit der hypothetisch angenommenen Ver-

teilung fir diese Klasse ist, Man definiert dazu die entsprechende

ZufallsgrdBe
2 k (ni—nPi)2 k ni2
(4.53) X = z _I’T—_= L np - n.
i=1 i i=1 i

Ist x2 = 0, stimmen beobachtete und erwartete Hiufigkeit genau
iiberein, fiir x2 > 0 ist das nicht der Fall: je grdBer der Wert von
x2 ist, desto gréBer die Abweichung der beobachteten von der
erwarteten Hiufigkeitsverteilung. Da die Abweichung aber wieder
statistischer Natur ist, erhdlt man fiir x2 selbst eine Verteilung,
die fiir groBe Stichproben gegen die von F.R. Helmert eingefiihrte

Chi-Quadrat-Verteilung mit k-1 Freiheitsgraden strebt. Sie hat

allgemein folgende Dichtefunktion:

2
(4.54) pUx%:6) = pg (x2)(£72)/2 =X7/2 g po1 o 2f/2 r[g]

fir XZ >0.

Mittelwert und Varianz sind:

(4.55) x2 = £

(4.56) o2 = 2f,

f wird als Anzahl der Freiheitsgrade der Verteilung bezeichnet und
ist zundchst gegeben durch f = k-1. Miissen jedoch r Parameter der
angenommenen Verteilung aus den MeBwerten geschitzt werden, werden
dadurch den Abweichungen zwischen beobachteter und erwarteter
Haufigkeit noch r Bedingungen auferlegt; die Zahl der Freiheitsgrade
der Verteilung ist dann

(4.57) £ =k -r - 1.

Fig. 4.10 zeigt die xz—Verteilung fiir einige Freiheitsgrade. Fiir
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f=1 und f=2 fallen die Kurven monoton ab, fiir £>2 haben sie ein

Maximum bei x2=f—2.

(x%1)
o5k
f=1
Fig. 4.10:
Wahrscheinlichkeitsdichte
$=2 der Chi-Quadrat-Verteilung
flir die Freiheitsgrade f=1;
f24 f=2; £=4 und f=6
t=6
01}
. N I —
1 5 X’

Die Verteilungsfunktion lautet:
X2

(4.58) F(x?2) = pg J v(E-2)/2 o-v/2 gy,
o

Sie ist tabelliert, =z.B. [4.ﬂ, kann aber fir groBe f recht

brauchbar durch die Normalverteilung angendhert werden:
(4.59) F(x2) » ¢{/2x% - v2E-1).

Flir x2 wdhlt man eine obere Grenze szr bis zu der man die Hypo-
these als bestd3tigt betrachtet, daB die angenommene Verteilung
tatsichlich die der Grundgesamtheit ist. Bei x2 > sz wird die
Hypothese verworfen. Mit sz wird dabei die Wahrscheinlichkeit P
festgelegt, mit der alle mdglichen Abweichungen erfaBt werden.
P*= 1-P gibt die Irrtumswahrscheinlichkeit an, daB eine in der

Tat richtige Hypothese abgelehnt wird.

2 2 2
. < H = .
(4.60) P(0 X X p) F(x p)
In der Praxis wdhlt man recht hdufig die Wahrscheinlichkeiten
Pgg = 95% und Pgg = 99%. Fig. 4.11 zeigt einige Grenzen xzp. Auf -
getragen ist sz/f als Funktion des Freiheitsgrades f. Oberhalb

der Kurven ist die Hypothese zu verwerfen.
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Der XZ—Test geht von einer hypothetisch angenommenen Verteilung
der Grundgesamtheit aus, wobei die Parameter der Verteilung in den
meisten Fillen aus den MeBwerten geschdtzt werden miissen. So ist

beispielsweise das Stichprobenmittel die beste Schitzung fiir den

n
I
X AN
f \\\ Re
2
N
R T7
1 = Rq

50 100

f

Fig. 4.11: Obere Grenzwerte der X2—Verteilung als Funk-
tion des Freiheitsgrades filir die Wahrschein-
lichkeiten P90=90%, P95=95%, P99=99% und

P9919=99,9%.

Mittelwert der Grundgesamtheit (Abschn.4.2.1). Mit Hilfe von Rech-

nern ist es jedoch auch leicht m&glich, durch Variation der Para-

2

meter den minimalen Wert von ¥ nach Gl.{4.53) zu bestimmen und

damit die wahrscheinlichste Verteilung (Minimum—xz—VerfahrenL

4.2.5 Fehlerfortpflanzung

In vielen F&dllen ist die interessierende physikalische Gr&Be einer
direkten Messung nicht zugdnglich, kann aber aus anderen meBbaren

GrdéB8en bestimmt werden. Wir betrachten dazu das Beispiel, daB die
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GréBe z eine bekannte Funktion der voneinander unabhdngigen ein-

zeln meBbaren Gré8en x und y ist:
(4.61) z = f(x,y).

Die GrdB8en x und y werden m- bzw. n-mal gemessen, die Stichproben-

\ X — 2 2
mittelwerte sind X n und s, “.

Fiir jede Kombination der MeBwerte x; und yy erhalten wir einen

Wert z;,, und aus der Stichprobe vom Umfang men bestimmen wir den
Mittelwert

und ¥, die Stichprobenvarianzen s

(4.62) Zy, = Tz;, = I I flx4,y)-

Die Taylorsche Reihenentwicklung der Gr&Be zj um den Wert

f(im,yn), der sich ergibt, wenn die Mittelwerte im und ?n einge-

setzt werden, lautet:

- = 9f = of S
Zix = f(xm,yn)+[§i]-(xi—xm)+(§§]-(yk-yn)+...,

wobei die partiellen Ableitungen an den Stellen x = X undy = ¥,

zu bilden sind. Der Mittelwert z der gesuchten Gr&8e bei Ver-

mn
nachldssigung der Glieder h8herer Ordnung wird dann

m n

- o 4. [of o (3E) o o
ii1 kz=1 [f(x“‘y““[ﬁ].(xi_x’““[W)(yk y“):l

NI
!
8-

mn =
- 1 s = b = -
Zmn = o [ﬁn f(xm,yn)+n(sﬂz(xi—xm)+m[%§JE(yk-yn)].
Da Z(xi—im) =0 und E(yk-ym) = 0, bleibt
(4.63) Zp, = £(Zg,¥p)-

Den gesuchten Mittelwert erhdlt man somit (bis auf Fehler 2.
Ordnung) durch Einsetzen der Mittelwerte X und ¥y in die vorgege-
bene Beziehung.

Die Varianz der Verteilung von z wird in der gleichen Ndherung

1 m n

s2 = I I (z,

-z, )2
mn mn- i=1 k=1 ik™ “mn
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1 2] (s e af -2
® mn ii1 ki1[{3§](xi xm)+[s§J(yk yn)] ’

Das gemischte Glied ist Null, so daB sich ergibt:

2 2 £2 52
(4.64) s, = [%5} s, + [gy] s,

Diese Beziehung wird als GauBsches Fehlerfortpflanzungsgesetz be-

zeichnet und kann auf beliebig viele Variable erweitert werden.

Wir betrachten als Beispiel die multiplikative Verkniipfung von

MeBgrdBen:
(4.65) z = C x%B
s2 = [o c g2 yns]zsmz . [s c im“yn3'1]zsn2
-a-p)2
R Cos gk . =2 Cx_y
Wir dividieren durch den Mittelwert zg = min
s 2 s 2 s 2
(4.66) 2By = o? B4 g2 D
Zmn *m Yn

4.2.6 Gewogener Mittelwert

In der Praxis kommt es h3ufig vor, daB8 filir eine physikalische
GrdBe mehrere Mittelwerte unterschiedlicher Genauigkeit vorliegen,
die entweder aus verschiedenen MeBreihen, von verschiedenen Beob-
achtern oder gar mit verschiedenen MeBverfahren gewonnen wurden.
Sind die entsprechenden Mittelwerte ia, ib, ... mit den Standard-
abweichungen Sar Spr sves gewinnt man daraus den sog. gewogenen
Mittelwent wieder durch arithmetische Mittelbildung, wobei aller-
dings jedes Stichprobenmittel mit einem Faktor w, dem sog. Ge-
wichi, bewertet wird:

(4.67) x =

AT

+beb+...
¥ ¥
“b

a
a
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Das Gewicht spiegelt die Genauigkeit des betreffenden Mittelwerts
wieder, d.h. es ist umso grdBer, je kleiner die Standardabweichung

ist.

Das Fehlerfortpflanzungsgesetz (Gl.(4.64)) liefert auf X angewandt

die Varianz des gewogenen Mittels:

2 w;25;2 + w;zsgz +
(4.68) s = 2
(wa + Wy + ...)

Die Gewichte wird man natlirlich so wdhlen, daB diese Varianz 52

ein Minimum wird. Betrachten wir der Einfachheit wegen nur zwei

Werte und halten die Summe w = w_ + Wy, konstant, 138t sich die

a
Varianz schreiben:
22 2 2
w_s + (w-w_ )" s
(4.69) %= -2 2 a_ b
W

Die Bedingung 352/3wa = 0 liefert daraus

s 2
a_ b
(4.70) == 3

b S,

£

d.h. die Gewichte sind im umgekehrten Verhdltnis der Stichproben-
varianz zu wdhlen. Dieses Resultat gilt natlirlich entsprechend fiir
beliebig viele Stichproben.

4.3 Kurvenanpassung (Lineare Regression)

Eine wichtige Aufgabe ist das Auffinden eines funktionalen Zusam-
menhangs zwischen physikalischen Grd8en. Man wird dabei versuchen,
jedes Problem zundchst auf die Untersuchung von nur jeweils 2
GréBen zuriickzufiihren, indem man die anderen konstant h3lt. Das

Experiment liefert dann Wertepaare

(x990 (x5,¥2), ooy (Xp,vp),
2112 n’fn

die eine Stichprobe vom Umfang n einer zweidimensionalen Grundge-
samtheit darstellen. Im allgemeinen werden dabei auch beide MeB-
gréRen mit einem MeBfehler behaftet sein.
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Zunichst ist es in den meisten Fillen am zweckmdBigsten, die
Wertepaare in einem rechtwinkligen Koordinatensystem darzustellen.
In diesem Punktediagramm 138t sich oft schon eine glatte Kurve
erkennen, die den Daten angendhert ist. Fig. 4.12 zeigt ein Bei-
spiel, in dem sich die Wertepaare durch eine Gerade anndhern
lassen. Das Anpassen nach AugenmaB flhrt insbesondere bei derarti-
gen linearen Zusammenhdngen in vielen F&llen schon zu brauchbaren
Ergebnissen, die beste Gerade
(Ausgleichs- oden Regressionsge-
nade) kann allerdings auch hier
nur durch eine objektive Methode
bestimmt werden. Eine solche M3g-
lichkeit bietet das Prinzip der
kleinsten Quadrate von GauB [4.9].

Wir vereinfachen die Ausgangssitu-

ation, indem wir die GrdBe x als

x unabhdngige Variable mit vernach-

Fig. 4.12: MeSwerte mit Aus- lissigbar kleinem Fehler betrach-
gleichsgerade .

ten; der zu einem Wert X; gemesse-

ne Wert y, weicht dann um yi—y(xi)

vom tatsdchlichen Wert y(xi) ab. Die am besten passende Gerade
(4.71) y = ax + b

ist schlieBlich diejenige, filir die die Summe der Abweichungsqua-
drate F(a,b,n) ein Minimum wird:

n
(4.72) z (yi -ax; —b)2 = F(a,b,n) »> Min.

1

1

Bedingung fiir das Minimum ist das Verschwinden der ersten partiel-

len Ableitungen,

3F _ dF _
E—Oundm—o,

und man erhdlt:
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n 2
(4.73) .Z (xiyi—axi—bxi) = 0,

n
(4.74) L (yi-axi—b) = 0.
i=1

Die L&sung dieses Gleichungssystems fiir die Unbekannten a und b

lautet:

inZyi— aniyi
2

(4.75) a = >
(in) -n Exi

2
IX, IX.y, - Ly.LX,
(4.76) b= —3 = Lt

2
(in) -n in

(Summiert wird jeweils iiber i von 1 bis n).

Wir bilden formal das arithmetische Mittel aller x; - und y;-

Werte:

X = = Ix; und ¥; = %»Zyi
Gl.(4.74) wird damit:
(4.77) § = aX + b.

Die Ausgleichsgerade geht durch diese Mittelwerte von x und y und

kann damit geschrieben werden:
(4.78) y - ¥ = a({x-%).
Das SteigungsmaB wird auch als Regressionskoeffizient bezeichnet.

Ein MaB fiir die Streuung der y;-Werte um die Gerade ist die Va-
rianz sn2:
2
Ely,- ; .
(4.79) s % - [rayeep]”  Flabmg,
) n n-2 n-2 .

Die Zahl der Freiheitsgrade ist hier n-2, da flir die Berechnung

der Ausgleichsgeraden zwei zusitzliche Bedingungen zu erfilillen wa-
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ren.

Interessant sind die Standardabweichungen fiir die GrdBe a und b

der Geraden. Man erhidlt:

2 2
(4.80) s, C

(4.81) sp2 = 52 ——s .
ani -(in)

Im Prinzip ist man natlirlich auch hier analog den Uberlegungen in
Abschn.4.2.3 an dem SteigungsmaB a und dem Achsenabschnitt b
interessiert, wenn die Verteilung der zweidimensionalen Grundge-
samtheit bekannt wdre. Es stellt sich damit wieder das Problem des
Vertrauensbereichs, der angibt, mit welcher statistischen Sicher-
heit diese Werte aus der Stichprobe gewonnen werden k&nnen. Wir
verweisen dazu auf die relevante Literatur [}.5]. Methoden der
Korrelationsrechnung werden bendtigt, wenn beide Variable als
gleichberechtigt betrachtet werden miissen, bzw. die Abhdngigkeit
beider nicht funktional ist.

Das Problem der nichtflinearen Regression wird ganz entsprechend
behandelt, wobei man als Regressionskurve vorzugsweise ein Polynom
wihlt [4.3].

Die Kunst, Wahrheiten zu enitdek-
ken, Beruht auf den Fiéhigkeilt,
kleinste Beolachiungen zu machen
und aus den sich wiederholenden
edine gemedinsame Gesetzlichkell
herauszulesen,

Sigmund Graff
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5 MeBeinrichtung
5.1 Grundstruktur einer MeBeinrichtung

Flir die Durchflihrung einer Messung werden in der Regel eine Reihe
von Gerdten und Ubertragungsgliedern bendtigt, die zusammen die
flefeinnichtung bilden. Entsprechend ihrer Funktion lassen sich die
Komponenten zu folgender idealisierten Grundstruktur zusammenfas-
sen, obwohl in speziellen Fillen natlirlich ein einzelnes MeBger&t

bereits die ganze MeBeinrichtung darstellen kann:

Mefgrofe Verstdrker
— 1 Aufnehmer oder Ubertroger Ausgabe
Wandter

Fig. 5.1: Grundstruktur einer MeBeinrichtung

Der Aufnehmen, oft auch Meffihfer genannt, nimmt an seinem Eingang
die zu messende GrdBe auf und gibt an seinem Ausgang ein weiter-
verarbeitbares Signal ab, das von der MeBgrdBe abhdngt. Ein typi-
scher Aufnehmer ist etwa eine Photodiode, auf die Strahlung f&llt.
In einem nachfolgenden Vesstérken k&nnen schwache Signale ver-
stdrkt werden, bzw. kann ein flefBwentwandfer die AusgangsgrdBe in
eine andere, leichter zu handhabende GrdBe umformen. Ein Ubestra-
gungselement (elektrische Leitung, drahtloses System) bringt das
Signal zum Ausgefen, der die gewiinschte Information entweder di-
rekt dem Experimentator in geeigneter Form anzeigt oder aufzeich-
net, bzw. filir eine weitere Verarbeitung mit einem Rechner entspre-
chend speichert; vielfach werden Rechner direkt angeschlossen, so
daB die Verarbeitung der Daten schon wdhrend der Messung selbst

erfolgen kann.

Systemtheoretisch gesehen sind sowohl die ganze MeBeinrichtung als
auch die oben angefiihrten einzelnen Funktionsbldcke &hnlich: eine
EingangsgréBe Xe wird dem System zugefiihrt, und durch Verarbeitung

im System entsteht daraus die AusgangsgrdBe x Beide GrdBen sind

a*
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durch definierte Beziehungen miteinander verkniipft, die das System
charakterisieren, und die man unter dem Begriff Udertragungseigen-
schaften zusammenfafBt [}.1; 5.3; 5.5; 5.6; S.Q]. Viele dieser
Eigenschaften sind nicht gerdtespezifisch, sondern von allgemeiner

Natur. Sie werden im ndchsten Kapitel behandelt.

5.2 ibertragungseigenschaften

5.2.1 Statische Ubertragungseigenschaften

Der stationdre Zustand einer MeBeinrichtung M (oder eines Ele-
ments) ist erreicht, wenn bei zeitlich konstanter Eingangsgrdfe Xg
alle Einschwingvorgidnge abgelaufen sind. Zwischen Ausgangsgrdfe Xa
e besteht dann

ein funktioneller Zusammenhang:

und EingangsgrdBe x

—— M e i —— (5.1) Xa = f(Xe).

Flir ein MeBsystem muB dieser ein-

deutig sein, d.h., es darf bei-

Fig. 5.2: Ein- und Ausgangs-
grdBe bei einer

MeBeinrichtung treten: filir steigende und fal-

spielsweise keine Hysterese auf-

lende MeBgrdBen muB der gleiche
Zusammenhang gelten. Kritisch sind langsam verlaufende irrever-
sible Verdnderungen, bedingt durch Alterung einzelner Teile. Sie
kdnnen nur durch wiederholte Kontrolle der Beziehung zwischen Ein-
und AusgangsgrdBfe festgestellt werden. Entsprechend muB der Ein-
fluB der Umweltbedingungen (Luftdruck, Temperatur, Erwdrmung der

Gerdte bei ldngerem Betrieb) iiberpriift werden.

Die graphische Darstellung der Gl.(5.1) bezeichnet man als Aennfi-
nie. MeBtechnisch erwilinscht ist dabei ein finearer Zusammenhang,
d.h. eine Gerade als Kennlinie, die zudem noch durch den Nullpunkt
geht:

(5.2) Xy = K xg.
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Die KenngrdBe K wird {dertragungsfektonr genannt, dessen Einheit
(k] = [x,] [xe]‘1 ist. Betrachtet man ein komplettes MeBgerit,
bzw. eine vollstidndige MeBeinrichtung, bezeichnet man iiblicherwei-
se K auch als Emptindfichkeit S, die angibt, welche Anderung Axg
der EingangsgrdBe notwendig ist, um eine Anderung Ax, der Aus-

gangsgr6Be zu bewirken:
(5.3 §=—2=K&K.

Bei nichtlinearen Elementen wird Gl.(5.3) benutzt, um die Empfind-

lichkeit S jetzt auch bei gekriimmter Kennlinie zu definieren:

dx

- a
(5.4) S = = "
e

Sie ist damit nicht mehr konstant, sondern h3ngt vom Arbeitspunkt
[xg; x,] ab. Bei kleinen MeBbereichen geniigt es oft, die Kennlinie

durch die Tangente im Arbeitspunkt anzun&hern.

5.2.2 Dynamisches Verhalten linearer {Jbertragungsglieder

Unterliegt die EingangsgrodBe xe(t) schnellen zeitlichen Ande-
rungen, folgt die AusgangsgrdBe nicht verzdgerungsfrei. Das .Uber-
tragungsverhalten kann zwar prinzipiell bei genauer Kenntnis der
MeBeinrichtung oder ihrer einzelnen Elemente mathematisch berech-
net werden, doch ist eine experimentelle Bestimmung vorzuziehen,
da nur so mit Sicherheit alle relevanten EinfluBgr&Ben erfaBt
werden. Die EingangsgrdBe wird dazu in wohldefinierter Weise ver-
dndert und die Ausgangsgr&Be mit genligend hoher Zeitaufldsung
registriert. Den benutzten zeitlichen Verlauf von x,(t) bezeichnet
man dabei als 7estfunktion, der resultierende Verlauf von xa(t) am
Ausgang heiBt Antwortfunkiion. Die wichtigsten Testfunktionen sind
die Sprung-, die Stof- und die Sinusfunkition.

5.2.2.1 Ubertragung aperiodischer Signale

Fig. 5.3 illustriert das Verhalten eines Systems 1. Ordnung, wenn
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der Verlauf der EingangsgrdBSe einer Sprungfunktion (a) folgt. Ein

System 1. Ordnung wird formal durch eine Differentialgleichung 1.

Ordnung beschrieben. Die Antwortfunktion, (b), generell als
Sprungantwort bezeichnet, nidhert
sich exponentiell mit der Zeit-

x (1) konstanten T dem stationdren Wert

Xeo |- Xao = Kxggt

(5.5)  xa(t) = Kxgo[1-e (t-to)/T]
fir t 2t

{a)

o*

Nach einer Zeitkonstanten T sind
erst 63% des neuen Endwerts er-
reicht, nach 5 Zeitkonstanten 99%.
Entsprechend der geforderten Genau-
igkeit bezeichnet man als finsteldld-
zeit Ty die Zeit, in der sich X, (t)
dem Endwert KXo, etwa bis auf 5%,
1% oder 0,1% gendhert hat.

Zum Vergleich verschiedener Systeme
normiert man die Sprungantwort auf

die Sprunghdhe x der Eingangs-

eo
groBe,

x_(t)
(5.6) hy(t) = -2

X

eo

K[1-e‘(t‘to)/qj,

Fig. 5.3: Zeitdiagramme zum ) : :
dynamischen Verhal- und bezeichnet diese normierte

ten eines Systems Sprungantwort als Udergangsfunktion
1. Ordnung .
(Fig.5.3c).

Die meisten Systeme sind jedoch von 2. oder hSherer Ordnung, und
die Ubergangsfunktion erreicht ihren Endwert schwingend oder krie-
chend (optimal mit aperiodischem Verhalten). Fig. 5.4 zeigt die
entsprechenden Beispiele. Als Einstellzeit Tp bei schwingendem

Ubergang wird die Zeit bis zu dem Moment genommen, in dem sich die
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Ubergangsfunktion endgiiltig bis auf eine festgesetzte Abweichung
(hier beispielsweise 5%) dem Endwert gendhert hat; bei Systemen
mit kriechender Einstellung legt man sie wie bei Systemen 1.
Ordnung fest. Zur praktischen Charakterisierung der Ubergangs-
funktion erweist sich die Anstiegszeit Ty als sehr niitzlich. Sie

gibt die Zeit an, in der h,(t) von 0,1 K auf 0,9 K anwidchst.

halt)

C‘lg K17 777777777
9K

1.0K 4
09K

01K 0,1K

Fig. 5.4: Ubergangsfunktionen mit schwingender (a) und mit krie-
chender Einstellung (b).

In anderen F&dllen ist es oft zweckmiBiger, das Ubertragungsverhal-
ten mit der StoBfunktion als Testfunktion zu untersuchen. In einem
Photomultiplier erzeugt beispielsweise ein einzelnes an der Photo-
kathode ausgeldstes Elektron an der Anode einen Strompuls, dessen
Breite und Form durch Laufzeitstreuungen im Vervielfachersystem
bestimmt werden (Abschn. 7.4.2). Ein anderes Beispiel ist der
Lichtpuls, den ein Teilchen oder Quant in einem Szintillator

bewirken.

Die StoB8funktion x,(t) ist dabei ein kurzer Rechteckpuls der Dauer
At und der Amplitude Xeor
wdhrend dieser Zeitspanne noch keine Ausgangsreaktion x,(t) zeigt.
Mathematisch 148t sich im Grenzfall At+0 die StoBfunktion durch

die Dirac'sche §-Funktion beschreiben (DiracstoB):

wobei At so kurz sein muB, daB sich

3

(5.7)  xolt) = xg8(t) mit I xg(t)at = xgq.
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Die StoBantwort x,(t) wird Ublicherweise auf Xgor d.h. die Fliche
unter der EingangsstoBfunktion, normiert und dann als Gewdichts-

Lunktion oder EinheditsstoBaniwont bezeichnet:
(5.8)  gy(t) = x,(t)/%Xgqe

Fiir eine beliebige EingangsgrdBe x,(t)#0 fiir t z 0 kann damit die
Antwortfunktion als Faltungsintegral mit der Gewichtsfunktion
dargestellt werden:

t
(5.9) x (t) = x (1) gy(t-T)dr.
o

Da die StoBfunktion durch Differentiation aus der Sprungfunktion
hervorgeht, sind StoB- und Sprungantwort ebenfalls miteinander

verknilipft:
d
(5.10)  g,(t) = g5 hy(t).

Gl.(5.9) wird damit bei gegebener {ibergangsfunktion:

t d@ h_(t-1) ta X, (1)

(5.11)  x,(t) = [ xe(r)——ai————— aT = h,(t-1)drt.
o T

o
Verlangt eine spezielle Problemstellung, daB die Pulsform der
EingangsgrdBe aus der AusgangsgrdBe bestimmt werden muB, eignet
sich die Darstellung entsprechend Gl.(5.9) unter Umst&nden beson-
ders gut: eine Laplace-Transformation der Gleichung fiihrt zur
Laplace-Transformierten der Eingangsgr&Be, so daB dann nur die

Ricktransformation durchgefithrt werden muB:
(5.12) Lixy(8)} = Llxg(t)) - Llg ()],

In dieser Darstellung wird auch offenkundig, daB die Laplace-
Transformierte der Gewichtsfunktion das gesamte {bertragungsver-
halten bestimmt; sie wird deshalb als llertragungsfunktion des

Systems bezeichnet und allgemein definiert durch die Beziehung

Lix (£)}
(5.13) H(s) = g (t)}=o‘ﬂ{ga(t)} mit
e
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(5.14) s = 0 + iw.

Diese Betrachtungsweise hat den Vorteil, daB sich die Ubertra-
gungsfunktion fiir eine ganze MeBeinrichtung bestehend aus n Ele-
menten in Serie als Produkt der einzelnen Ubertragungsfunktionen
darstellen 1&8t:

n
(5.15) H(s) = I Hy(s).
i=1

5.2.2.2 Ubertragung periodischer Signale

Von den periodischen Testfunktionen ist nur die Sinusfunktion von
allgemeiner Bedeutung. Nach dem Abklingen der Einschwingvorgange

erhdlt man bei einer Eingangsfunktion

(5.16)  xg(t) = xo el

eine Ausgangsfunktion der gleichen Kreisfrequenz w, jedoch mit
einer Amplitude Xao und einer Phasenlage ¢, die beide von w abhidn-
gen:

(5.17) x(8) = x o (w)et[wt+o(w)]

Das Verhdltnis von Ausgangs- zu Eingangssignal bezeichnet man als
komplexen Frequenzgang,

(5.18) H{w) = fﬁgffl elt(w),

eo
der filir w*0 natlirlich in den statischen {bertragungsfaktor K
ibergeht. Fiir die Einheit gilt: [H] = [K] = [x,] [xe]'1. H{w) 138t
sich im Prinzip in der GauB'schen Zahlenebene als Ortskurve dar-
stellen, doch fiir die praktische Anwendung ist die Darstellung im
sog. Bode-Diagramm vorteilhaft: der Logarithmus des Zahlenwerts
des Amplitudenverhdltnisses wie auch die Phase werden iiber dem
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Logarithmus der Frequenz aufgetragen. Fig. 5.5 zeigt als Beispiel
Amplituden- und Phasengang eines Ubertragungselements 1. Ordnung.
Fiir niedrige Frequenzen ist das Amplitudenverhdltnis zundchst
konstant; mit steigender Frequenz wird das Ausgangssignal immer
schwdcher, und die Phasenverschiebung nimmt zu, Das System {iber-
trdgt bei hohen Frequenzen daher nicht mehr gut, und man definiert

als so0g. Grenzfrequenz wy die

Frequenz, bei der das Amp?itu—
|g{5¥ﬂﬂ} denverhiltnis auf 1/¥/2, d.h
*0 ’ et
-1 0 1 2 auf 71% des urspringlichen
' i ' 'lgii Werts abgesunken ist. Flr Mes-
g {K} X v sungen ist allerdings ein der-
[g!f)- artiger Amplitudenfehler nicht
10 mehr tragbar: man muB entweder
{K} | die tolerierte Abweichung spe-
100 zifizieren (10%, 5%, 1%), oder
man bleibt generell mit der
" h&chsten benutzten Freguenz
0° -1 ? 3 ? etwa um den Faktor 10 unter-
lgi& halb der Grenzfrequenz,
o
| (5.19) w s wg/10.
-90°}

In der graphischen Darstellung
pflegt man meistens die Fre-
quenz w auf eine Frequenz wg
zu normieren. Obwohl w, will-

Fig. 5.5: Darstellung des Fre- kiirlich gewd@hlt werden kann,

quenzgangs im Bode-
diagramm flir ein Ele- normiert man zweckmdBig auf

ment 1. Ordnung die Grenzfregquenz Wy oder auf
die Eigenfrequenz bei schwin-

gungsfidhigen Systemen.

Die in Fig. 5.5 dargestellten Eigenschaften eines Systems kenn-
zeichnen das sog. "7.iefpaBverhalien”. Einer der einfachsten Tief-
pdsse, bei dem Eingangs- und AusgangsgrdBe sogar zur gleichen
physikalischen Grd&Benart gehdren, ist das RC-Glied (s. Fig. 5.6).

Der komplexe Frequenzgang kann hier sofort als Verhdltnis der
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Impedanzen angeschrieben werden, wenn man das Element als Span-
nungsteiler betrachtet:

L o
R
U, —c |u,
o~ o Fig. 5.6: RC-TiefpaR
u 1/iwC 1
(5.20) H(w) = -8 = . = —
Ue R +1/iwC 1+ iwRC

Daraus ergibt sich:

(5.21)  |H(w)]| = — 1 und ¢ = - arctan wRC.

Y1 +w?R%C?

Die Grenzfrequenz ist

(5.22) wg = 1/RC,

und somit wird:
(5.23) 1lg|H(w)]| = - %’lg(1+w2/w92) und ¢ = - arctan (w/wg).

(Die Kurven in Fig.5.5 stellen diesen Fall bis auf einen konstan-

ten Faktor {K} im Amplitudengang exakt dar.)

Es ist blich, den Frequenzbereich zwischen 0 und Wy als Bandlnrei-
te zu beschreiben, obwohl als Bandbreite von fMleBsystemen die

strengere Definition des Bereichs von 0 bis wg/10 vorzuziehen ist.

Durch LSsung der Differentialgleichung ergibt sich flir die Zeit-
konstante der Ubergangsfunktion des RC-Glieds folgende Relation,

die allgemein aber fiir alle Systeme 1. Ordnung gilt:

(5.24) Wy = 1/T.

Mit Gl.(5.6) wird damit die Anstiegszeit
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(5.25) T, = 2024

Fiir die Einstellzeit Tp erhdlt man bei einer geforderten Genauig-
keit von 1%

(5.26) Tp = 2.

g9
Entsprechende Beziehungen lassen sich fiir alle Systeme hdherer
Ordnung finden, auch wenn diese nicht immer allgemein theoretisch
begriindbar sind. In der Praxis benutzt man daher oft Gln.(5.25)

und (5.26) als Faustformel auch fiir diese Fille.

Elemente mit "HochpaBrerhalien” kdnnen nur fir dynamische Mes-
sungen benutzt werden; sie unterdriicken niederfrequente Anteile
einschlieBlich eventuell vorhandener Gleichanteile. Fig. 5.7 zeigt
die flir einen HochpaB typische Amplitudenkennlinie, Fig. 5.8 den
einfachsten CR-HochpaB. (Bis auf einen Faktor ist wieder der
Amplitudengang der Fig. 5.7 der des CR-Glieds). Bei der untezen
Grenzfrequenz ist das Amplitudenverhdltnis 1/v/2 des maximalen
Werts. Das Verhdltnis der Impedanzen liefert fiir das CR-Glied den
Freguenzgang:

I 0
e
U, R U,
O— O
Fig. 5.7: Amplitudenkennlinie Fig. 5.8: CR-HochpaB
eines Hochpasses
u R iwRC
(5.27) H(w) = & = = ’
U R+1/iwC 1 + iwRC
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bzw. die Kennlinien

wRC w/ooy

(5.28) |H(w)]| = und

n

/1 +w?R2C? 41+ (w/mgu)z

(5.29) ¢(w) = arctan(1/wRC) arctan(wgu/w)

mit der unteren Grenzfrequenz

(5.30) wg, = 1/RC.

Die Amplitudenkennlinie eines schwingungsfdhigen Systems zeigt
schlieBlich ein typisches Maximum bei der Eigenfrequenz wy (Fig.
5.9 illustriert den Fall eines entsprechenden Tiefpasses), widhrend
die Kombination von Tief- und HochpaBeigenschaften zum sog. "Band-

paBverhalten” anderer Ubertragungsglieder fiihrt (Fig. 5.10).

X gl 1q4 Xad®!
Ig{ Xeo } 9 Xeo
-2 -1 0 1 -2 -1 0 1
1 T T T - T T T T .
lg-— H W — —— g2
1g{K} | 9%, 'olHa} 9%,
{Ha}
lg%)% 9ot
{Hm}
{x} g o
[FRLIYR
9100 100

Fig. 5.9: Amplitudengang eines Fig. 5.10: Amplitudengang eines
schwingungsfdhigen Elements mit BandpaB-
Systems verhalten

Den komplexen Frequenzgang erhdlt man im Prinzip als Spezialfall
der ﬁbertragungsfunktion, indem man s = iw setzt. Damit ist offen-
kundig, daB analog Gl1.(5.15) H(w) einer ganzen MeBeinrichtung bei
einer Reihenschaltung der Elemente auch gleich dem Produkt der

einzelnen Frequenzgidnge ist:
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(5.31) H(w) = T H(w),

~
=g
-

bzw. mit Gl. (5.18)

: [1.2 o]
(5.32) H(w) = T |[H (w)]|x exp|li £ ¢ (w)].
k=1 K x=1 K

Das Bode-Diagramm der MeBeinrichtung ergibt sich damit einfach
durch graphische Addition der Amplituden- und Phasenkennlinien der
einzelnen Elemente, da die Amplitudenverhdltnisse logarithmisch

als lngk(w)| aufgetragen sind.

Umgekehrt erlaubt die Analyse der {bertragungseigenschaften einer
MeBeinrichtung durch Betrachtung der Ubertragungsfunktionen bzw.
komplexen Frequenzgdnge der einzelnen Elemente, gezielte Verbes-
serungen an kritischen Punkten durchzufiihren.

5.3 Gegenkopplungsprinzip

Eine Mdglichkeit, die Ubertragungseigenschaften eines Gerdts oder
Ubertragungselements zu beeinflussen, bietet das Verfahren dex
Gegenkopplung. Fig. 5.11 zeigt das Prinzip. Die Ausgangsgrdfe
xa(t) wird mit einem weiteren Ubertragungsglied auf den Eingang
zuriickgefiihrt und der Eingangsgrdfe xo(t) entgegengeschaltet. Sind
die komplexen Frequenzginge von Ubertrager und Riickfiihrelement
Hy(w) und H (w), erhdlt man fiir eine sinusfdrmige Eingangsfunktion

der Frequenz w die sinusf8rmige Antwortfunktion
(5.33) x,(t) = Hy(w) [xo(t) - Ho(w)x,(t)].

Eine einfache Umformung fiihrt zu

H (w)
(5.34) x (t) = —O — ____x (t),
1 +H (0) H (w)

und der effektive komplexe Frequenzgang ist damit

H (w)

(5.35) Hoce(w) = — O
eff 1 +H_ () Hy ()
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Wird er in der Form geschrieben

(5.36) Heff=—1{_1_} =1 .F,
B, {1+1/HH] H_

wird deutlich, daB er durch den reziproken Frequenzgang des Riick-

fiihrelements multipliziert

. mit einem Korrekturfaktor
Holw) F, = (1+1/H,H, )" bestimnt
wird. Ist

(5.37) |Hg| >> [u |77,

H,(w) wird dieser Korrekturfaktor

sogar F.. = 1. Die Vorteile
9 r

sind offenkundig., W&hrend
Fig.. 5.11: Rickfiihrschaltung die in vielen F&llen akti-

ven Vorwidrtselemente (Hg)
durch HuBere Einfliisse leicht in ihren {ibertragungseigenschaften
beeinfluBt werden kdnnen, wdhlt man fiir das Riickfiihrelement zweck-
mdBig passive Bauteile. Stdrungen im Vorwidrtszweig wirken sich
dann auf die Ubertragungseigenschaften des gesamten gegengekoppel-
ten Systems gar nicht mehr oder nur schwach aus. Die Wahl des
Frequenzganges H, erlaubt zudem, eine gewlinschte Frequenzabhingig-
keit einzustellen. Man muB allerdings in Kauf nehmen, daB die
Empfindlichkeit des Systems entsprechend G1.(5.36) reduziert wird.

Am bekanntesten sind Gegenkoppplungsschaltungen bei Verstirkern.

5.4 Die elektrische Leitung

5.4.1 Leitungen als Ubertragungselemente

Zu den wichtigsten Ubertragungselementen gehdrt die homogene elek-
trische Leitung. In der Kette einer MeBeinrichtung (Fig. 5.1)
dient sie nicht nur als kurze Verbindung zweier anderer Glieder
sondern auch zur Ubertragung der Signale {iber gréBere Entfernun-
gen. Als MeBleitungen mit groBer Ubertragungsbreite werden mei-
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stens Koaxialkabel benutzt; Innen- und AuBenleiter sind konzen-
trisch angeordnet, und zwischen ihnen befindet sich ein verlustar-
mes Dielektrikum. Die elektrischen und magnetischen Felder der
iibertragenden Wellen sind im Raum zwischen beiden Leitern einge-
schlossen, wobei der AuBenleiter gleichzeitig duBere Stérfelder

abschirmt.

Die Einfachheit des Systems verleitet leider Sfters zur Nichtbe-
achtung der Ubertragungseigenschaften der elektrischen Leitung und
fihrt dann u.U. zu schwerwiegenden Fehlern. Die folgenden Beispie-
le mdgen dies illustrieren. Der kurze Lichtpuls eines Farbstoff-
lasers soll mit einer Photodiocde registriert und das Signal mit
einem schnellen Oszillographen aufgezeichnet werden. Fig. 5.12a
zeigt das Resultat auf dem Schirm, wenn man den Ausgang der Photo-
diode einfach liber eines der iiblichen Koaxialkabel von 1 m Linge
mit dem hochohmigen Eingang (R, = 1 MQ) des Oszillographen verbin-
det. Eine Kabelldnge von 1 = 11 m fiihrt zu der Sequenz von Signa-
len der Fig. 5.12b, und erst eine Eingangsimpedanz, die dem Wel-
lenwiderstand des Kabels entspricht (hier Ry, = 50 @), ergibt den
flir diesen Widerstand zu erwartenden korrekten Spannungspuls der
Fig. 5.12c.

11 T 1
100 mv/div- 50 mv/div | 50mV/div-]

NAAA \
d \ \
\ \

al 10 ns/div b} S50ns/div c) 10ns/div

Fig. 5.12: a) Signal einer Photodiode am hochohmigen Eingang
(Ry = 1 MQ) eines Oszillographen, Kabelldnge 1 = 1 m;

b)) 1 =11 m; Ry =1 M2; ¢) 1 = 1m, Ry, = 50 @

Fig. 5.13 enthiillt, wie schon relativ kurze Leitungen die Ubertra-
gung bei sehr hohen Frequenzen beeinflussen, obwohl diese sog. HF-

Kabel im allgemeinen als verlustarm bezeichnet werden. Das Kabel
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ist mit dem korrekten Wellenwiderstand abgeschlossen, und bei
einer Linge von 1 = 1 m wird die Modulation des Laserpulses noch
deutlich iibertragen (Fig. 5.13a). Bei einer Lidnge von 1 = 11 m ist
die Modulation nur noch schwach erkennbar (Fig. 5.13b), wdhrend
bei 1 = 79 m die Dimpfung das gesamte Signal bereits drastisch

reduziert hat (Fig. 5.13c¢c).

[ ]
50 mV/div— S0 mV/div 50 mV/div ~

' fl A
\ \\
a)  Sns/div bl Sns/div c) Sns/div

Fig. 5.13: Signal einer sehr schnellen Photodiode am Ende eines
Kabels der Linge 1; das Kabel ist mit dem Wellenwider
stand abgeschlossen. Die Aufzeichnung erfolgte mit ei-
nem Oszillographen der Bandbreite 1t GHz; a) 1 = 1 m;
b) 1 =11 m; ¢) 1 = 79 m. Kabeltyp: RG 58 C/U.

5.4.2 Leitungsgleichungen

Zur Ermittlung der Ubertragungseigenschaften der elektrischen
Leitung betrachten wir ein kurzes Stilick einer Doppelleitung; die
Liange dz des Leiterelements soll dabei sehr klein gegen die Wel-
lenldnge der entlang der Leitung laufenden Welle sein. Fig. 5.14
zeigt die Strom- und Spannungsverhdltnisse, wobei beide GrdéB8en vom
Oort z und der Zeit t abhidngen. Die benachbarten Leiterstiicke
werden gegensinnig vom Strom I(z) durchflossen und weisen zusammen
einen ohmschen Widerstand dR auf. Jede Ader ist dabei von magneti-
schen Feldlinien umgeben, und somit hat das Leiterelement auch
eine Induktivitdt dL. Die Kapazitd3t zwischen den Adern ist dC, die
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Verluste in dem die Leiter umgebenden Dielektrikum beriicksichtigt

ein Querleitwert dG. Es ist iiblich, diese LeitungsgrdBen auf die

Lingeneinheit zu beziehen und als Befag der betreffenden GroBe zu

bezeichnen:
Widerstandsbelag R' =

Ableitungsbelag G' =

g%—, Induktivitdtsbelag L' =

gg~, Kapazitdtsbelag

4=
ge.

c' =

Die vier Leitungsbeldge bestimmen vollstdndig das elektrische

Verhalten der Leitung,

bezeichnet man diese als homogen.

)¢

1 I*-a—zdz
—t —t—
T T )
| |
| !
My Plue g,
| | dz
| [
——— —p—
1 1 1 . }
] ]
z z+dz
Fig. 5.14: Strom- und Spannungs-

verhdltnisse an einem
Leiterstiick

und sind sie entlang der Leitung konstant,

1 I+dl
o——— 0o
arl

R'dz Ldz
Ul 6'dz Cdz Us+du
(o -0
Fig. 5.15: Ersatzschaltbild des

differentiellen Lei-
tungsstiickes

Die Grundgleichungen k&nnen bequem mit Hilfe des Ersatzschaltbil-

des des Leiterstlicks (Fig. 5.15)
ar = %L gz = - vG'dz - C'az
av = §¥ gz = - IR'dz

(5.38) - §L - ve' + c'§Y,

(5.39) -4Y - '+ 8L

aufgestellt werden:

au
ot

- L'dz %%y oder
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Differentiation der ersten Gleichung nach t und der zweiten nach z
liefert nach gegenseitigem Einsetzen die Leitungsgleichung fiir die

Spannung

2 2
(5.40) 2= p'c' 2%, (r'c' + G'L') §F + R'G'UL
2 2
9z ot
Sie wird oft auch als 7elegraphengleichung bezeichnet. Die ent-
sprechende Gleichung fiir den Strom ist identisch, U wird nur durch
I ersetzt [5.7; 5.10].

5.4.3 Ubertragungseigenschaften der Leitung

5.4.3.1 Statischer {bertragungsfaktor

Im Falle 3/3t = 0 und 32/3t2 = 0 werden

2 52
(5.41) 27U = R'G'U  und _g = R'G'I.

322 9z
Spannung und Strom nehmen bedingt durch ohmsche und dielektrische
Verluste entlang der Leitung ab. Die LOsungen dieser Differential-
gleichungen haben die Form

U= Uy e~rZ U, e’ una I = 1, e Az i, ez

mit A = YR'G'; die Konstanten Uy, U,, I; und I, sind durch die
Bedingungen am Anfang und Ende der Leitung sowie durch G1.(5.38)
und Gl.(5.39) bestimmt. Flir den Fall einer Spannung U, am Eingang
(z = 0) und eines Widerstands R, am Ende einer Leitung der Linge 1

ergibt sich so der statische {bertragungsfaktor K der Leitung zu
(5.42) K = U, /U, = 1/ [cosh(w/R'G"l) v 1L /R sinh(~/R'G"l)j|.
R G'
a

Der Widerstandsbelag berechnet sich als ohmscher Widerstand des
Innen- und AuBenleiters pro Lidngeneinheit und ist fiir typische
Kabel von der Grdfe R' = 2 x 1073 @ m_1, wdhrend der Ableitungsbe-
lag infolge des hohen Isolationswiderstandes sehr klein ist; er

liegt in der Gr&Benordnung G' = 1072 @ "m~1. pamit geht Gl. (5.42)
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fliir V/R'G' 1 << 1 {iber in

(5.43) K

+R'1l
a

d.h. K = 1 fiir viele in der Praxis vorkommende F&lle.

5.4.3.2 Eigenschaften der verlustlosen Leitung

Die dynamischen Ubertragungseigenschaften folgen aus der vollstidn-
digen Telegraphengleichung, doch ist der Spezialfall der wvealust-
Losen Leitung von besonderer Bedeutung, da man ihn wo immer nur

mdglich anstreben wird. Wir setzen

(5.44) R' =0 und G' =0

und erhalten fiir die {deale Leitung

2 2
(5.45) 3—% - 1n'c' 2 Y,
3z dt
2 2
(5.46) 2.1 = 1,'c' 2°I,
322 8t2

Strom und Spannung gehorchen der Wellengleichung: sie bewegen sich

als Welle ungeddmpft mit der Phasengeschwindigkeit
1
ST

entlang der Leitung. Wird eine zundchst unendlich lang angenommene

(5.47) v =

Leitung am Eingang (z = 0) mit der Spannung
- iwt

(5.48) U (t) = Uy (w) e

gespeist, wird die fortlaufende Welle durch

(5.49) Ulz,t) = U, (v) et(wt-Bz)
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beschrieben. 8 = w/v wird als Phasenausbreitungskonstante bezeich-

net. Fiir den Strom gilt entsprechend
(5.50) I(z,t) = I g (w) elluwt-Bz-¢),

wobei zundchst noch eine Phasenverschiebung ¢ zugelassen ist. Gl.
(5.38) verknilipft aber beide, und setzen wir unsere L&sungen
G1l.(5.49) und Gl. (5.50) ein, erhalten wir:

(5.51) ¢ = 0,

Strom und Spannung sind in Phase;

(5.52) $2eH} =% - 2,

das Verhdltnis von Spannung und Strom ist an jeder Stelle der
Leitung filir die fortlaufende Welle konstant und reell, es wird als
Wellenwiderstand Z, der venlusilosen Leitung bezeichnet. Damit ist
auch der Eingangswiderstand der unendlich langen Leitung gleich
dem Wellenwiderstand.

In der Realitdt hat natlirlich jede Leitung eine endliche Linge 1
und ist am Ende mit einer Impedanz %2a abgeschlossen, die ein be-
liebiger Widerstand oder ein Netzwerk aus konzentrierten Schalt-
elementen sein kann. Im allgemeinen fiihrt dies dazu, daB die ein-
laufende Welle teilweise reflektiert wird, wobei auch eine Phasen-
dnderung ¢ auftreten kann. Wir definieren den komplexen Reflexi-
onsfaktor

(5.53) r = |r|el?

als das Verhdltnis der Spannung von reflektierter und einfallender

Welle an der Ausgangsimpedanz Z4. Die allgemeinen L&sungen der
Wellengleichungen (5.45) und (5.46),

(5.54) U = yjel(wt-B2) | y oilut+fz)
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(5.55) I = I,el(wt-B2) , 1 oilwt+Bz)

mit den 4 komplexen Integrationskonstanten Uy, Uy, I und Iy,
gehen flir diesen Fall einer einlaufenden und einer reflektierten
Welle mit Gln. (5.38), (5.48) und (5.53) iiber in:

(5.56) Ulz,t) = Uggy(w) [ei(mt—sz)+ r ei(wt+Bz—281)]

(5.57) I(z,t) = Eggifl [ei(wt—sz)_ r ei(wt+Bz—ZBl)]
Zo

Die Phase (-2Bl) der reflektierten Welle beriicksichtigt die end-

liche Laufzeit der Welle iiber das Leitungsende zum Ort z. Die

Beziehung

(5.58) U,(t) = U(l,t) = 2, * I(1,t)

liefert mit den Gln. (5.56) und (5.57) den Reflexionsfaktor

Z_ -2
(5.59) r = a—o_

Za +Zo

Er gilt in dieser Form auch fiir verlustbehaftete Leitungen (R'#0,
G'£0), wenn Z, komplex wird, s. G1.(5.64).

Der fiir die Ubertragung von Signalen wichtigste Fall liegt vor,
wenn die Ausgangsimpedanz gleich dem Wellenwiderstand ist, Zy =
258 der Reflexionsfaktor wird r = 0, es wird keine Welle reflek-
tiert. Das am Eingang der Leitung eingespeiste Signal erscheint

ungeddmpft am Ausgang, und zwar verzdgert um die Laufzeit
(5.60) t; =1/v = 1vITC".

Es wird im Widerstand Z, vollstdndig absorbiert, man spricht von

Leitungsanpassung.

Im KunzschluBfall mit 2 =0 wird r = -1, d.h. die Reflexion der
Spannungswelle erfolgt mit ungeinderter Amplitude, aber um 180° in
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der Phase verschoben. Ist die Leitung mit einem sehr hohen Wider-
stand abgeschlossen (Leerlauffall), ist r = 1; die Wellen werden

jetzt mit unverdnderter Phase reflektiert, sie addieren sich:
(5.61) U (t) = 2 % Ugg (@) el(wt—Bl).

Wir erhalten am AbschluBwiderstand die doppelte Spannung. Fir die
Strome der reflektierten Wellen ergeben sich mit Gl.(5.57) gerade

die umgekehrten Verhdltnisse.

Bei nicht angepaBter Leitung muB selbstverstdndlich auch die Impe-
danz des die Leitung speisenden Generators berlicksichtigt werden,

doch verweisen wir hier auf die Literatur [5.7; 5.1QL

Wir kdnnen jetzt unsere Signale der Fig. 5.12 verstehen. Bei An-
passung (c¢) wurde auf dem Oszillographenschirm das korrekte Signal
der Diode aufgezeichnet. Der AbschluB der Leitung mit dem hochoh-
migen Eingang des Oszillographen (b) fiihrte dazu, daB das Signal
nicht nur mit gleicher Phase reflektiert wurde, der Vorgang wie-
derholte sich auch am anderen Ende des Kabels, da die Photodiode
als Stromgenerator mit h&herem Innenwiderstand wirkte. Am Ausgang
erschienen so weitere Signale nach der doppelten Laufzeit des
Signals auf dem Kabel. Kabellidnge und Laufzeit ergaben die Ge-
schwindigkeit der Wellen von etwa 20 cm/ns (d.h. 2/3 der Geschwin-
digkeit ¢ des Lichts im Vakuum)}, die typisch fiir viele HF-Kabel
ist. Im Falle des 1 m langen Kabels (a) war die gesamte Pulsdauer
des Diodenstroms linger als die doppelte Laufzeit, die noch in der
Modulation des aufgezeichneten Signals in Erscheinung tritt. Die
Leitereigenschaften kommen allerdings fi{ir das kurze Kabelstlick
ohne Anpassung nicht mehr zum Tragen: es wirkt in erster Linie wie
ein konzentrierter Kondensator der Kapazitdt C'l (etwa 100 pF),
der durch den Strompuls der Photodiode aufgeladen wird, und der
sich dann mit der entsprechenden Zeitkonstanten lber den Eingangs-
widerstand des Oszillographen und den Innenwiderstand der Diode
entlddt, Die Kapazitdten der Diode und des Eingangsverstidrkers des
Oszillographen miissen dabei selbstverstdndlich mitberiicksichtigt
werden. Die beobachtete Zeitkonstante von der GréBenordnung 10‘4s

stimmte mit diesen Uberlegungen iiberein.
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5.4.3.3 Eigenschaften der verlustbehafteten Leitung

Die Berlicksichtigung von Verlusten (R'#£0; G'#0) bedingt naturgemis
eine Didmpfung der Wellen. Der Ansatz einer entsprechenden fort-
schreitenden Welle

(5.62) Ulz,t) = Ug(w) elWt o772

fliihrt zu einer L&sung der Telegraphengleichung (5.40) mit

(5.63) Y = +/(R" + iwL"') (G' + iwC') = a + iB.

Y wird dabei als Ausbreitungskoeffizient bezeichnet, o als Damp-
fungskonstante. Fiir den Strom gilt die entsprechende Gleichung.
Analog zum Fall der verlustlosen Leitung setzen wir beide Ldsungen
in Gl.{5.38) ein und erhalten als Verh&ltnis von Spannung und
Strom den Wellenwiderstand Z

(5.64) z = YReiul,

der jetzt nicht nur komplex ist, sondern auch von der Frequenz
abhdngt. Die Betrachtung der am Leitungsende reflektierten Welle
fihrt zu einem Reflexionsfaktor, der die gleiche Form hat wie der
flir die verlustlose Leitung (Gl.(5.59)).

Die Leitungen fiir MeBzwecke und Signalilibertragungen zeichnen sich
durch geringe Verluste aus:

(5.65) R' << L' und G' << wC'.

Bei hohen Frequenzen sind diese Bedingungen praktisch immer er-
fiillt. Der Wellenwiderstand ist dann reell (Z = Zo), der Ausbrei-
tungskoeffizient Yy kann nach Ausklammern von w/L'C" entwickelt
werden und liefert folgende N&herungsausdriicke filir die Phasen- und

Da&mpfungskonstante:
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(5.66) B = wVL'C"

(5.67) o = B YEr + Gk v [4}—' " G'Zo].

Wir erkennen zundchst, (Gl. (5.66)), daB sich auch hier die Signale
mit der gleichen Geschwindigkeit v = w/B8 = 1/L'C" ausbreiten wie
auf der verlustlosen Leitung. Diese Geschwindigkeit ist dazu nahe-
zu frequenzunabhdngig, da sowohl Kapazitdts- wie auch Induktivi-
titsbelag praktisch nicht von der Frequenz abhidngen. Beide lassen
sich aus den geometrischen Daten und den Materialkonstanten der

Koaxialleitung berechnen [5.10]:

2me_¢€ €

' ro . F
(5.68) C' = 3L 8= 55,6 m7a S

(5.69) L'

f

Shuploln(®/d) = 200 u ln(b/d) .

€ € und T sind elektrische Feldkonstante, Dielektrizitdts-

or Err Ho
zahl, magnetische Feldkonstante und Permeabilitdtszahl; 4 ist der
Durchmesser des Innenleiters, D der Innendurchmesser des AuBenlei-

ters. Der Wellenwiderstand wird damit (u, = 1 gesetzt)

(5.70) 2y = & = 59,96 —L-1n(D/d) @
vE

r
und die Phasengeschwindigkeit

1 1
(5.71) v = ———=—= — = =
YL'C Vereouruo %er

Die Dielektrizitdtszahl des Materials zwischen den Leitern be-
stimmt in dieser Ndherung allein die Phasengeschwindigkeit der
Wellen, und da in vielen HF-Leitungen Polydthylen mit €y = 2,28
benutzt wird, ist eine Geschwindigkeit von etwa 2/3 der Vakuum-
lichtgeschwindigkeit ¢ sofort verst&ndlich. Die bevorzugten Wel-
lenwiderstédnde von Koaxialkabeln sind 50Q und 75Q, obgleich 608-,
950- und 120Q-Kabel auch erhdltlich sind.

Die Dampfungskonstante setzt sich additiv aus den durch die ohm-
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schen Leiterverluste und die dielektrischen Verluste bedingten
Anteilen zusammen, die verschieden stark mit der Frequenz grdBSer

werden. Flir hohe Frequenzen ergibt sich
(5.72) R'~vYw und G' ~ w.

Das Anwachsen der ohmschen Verluste ist durch die mit zunehmender
Frequenz steigende Stromverdr3ngung bedingt (Skin-Effekt); bei

sehr hohen Frequenzen liberwiegen dann die dielektrischen Verluste.

Die Ubertragungseigenschaften der Leitung der Linge 1, die am Ende
mit dem Wellenwiderstand Z, abgeschlossen ist, kdnnen jetzt bequem
durch den komplexen Frequenzgang H(w) beschrieben werden. (In der
Nachrichtentechnik ist es iiblich, H(w) als Ubertragungsfunktion zu
bezeichnen). Mit den G1ln.(5.62) und (5.63) wird:

) ya,e _ _-al

U . s
(5.73) H(w) = 22— = LB _ el =3Bl _ g,y o190,
Ue(t) u(o,t)

Die Phase ¢ = -Bl = -wt; ist allein durch die Laufzeit t; der
Wellen bestimmt, der Amplitudengang |H(w)| durch die Dimpfungskon-
stante ¢ und die Linge 1 der Leitung. Datenbldtter von Leitungen
geben die Ddmpfungskonstante, aus der dann durch Multiplikation
mit der Ldnge 1 der Leitung der Logarithmus des Amplitudengangs

gewonnen werden kann:

, bzw.

U
(5.74) a(w) = —}in|H(w)] =-}1n:Ue=
a

(5.75) 1gH(w)| = -0,434 a(w) 1.

Obwohl das Amplitudenverhdltnis eine dimensionslose GrdB8e ist, ha-
ben sich filir derartige logarithmierte GrdBenverhiltnisse einhei-
tendhnliche Hinweise eingeblirgert [2.3]: der natiirliche Loga-
rithmus des Verhdltnisses zweier FeldgrdBen (hier der Spannung)
wird mit dem Hinweis Neper (Kurzzeichen: Np) versehen. Damit er-
h&lt a(w) den einheitenihnlichen Hinweis Np/m:
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u

(5.76) a(w) = —L1nl &l NP,

1} 10, m
{1} ist die MaBzahl der Linge der Leitung. Der Zehnerlogarithmus
wird zundchst primdr auf das Verhdltnis von LeistungsgrdBen ange-
wendet und mit dem Hinweis Bel (Kurzzeichen: B) versehen. In der
Praxis ubertrdgt man ihn allerdings auch auf Feldgrdfen und nimmt
den zehnten Teil, das Dezibel (dB). Die Umrechnung fiir die Dadmp-

fungskonstante erfolgt dann gemiR
(5.77) 1 Np/m = 8,686 dB/m.

Fig. 5.16 zeigt die Ddmpfungskonstante als Funktion der Frequenz v

10-‘ 1 - - g 4
8 +—— —2-RG 213/UH
6 =
L4 RG 58C/V
”
2 // "',/
’ 1
H L1 11
102 - ol i
z 8 =
-~ b=
-1
4 //‘r
ol
107?
L 68 2 L 68 2 L 68
10 100 1000 10000

viIMHZ  ————

Fig. 5.16: Dampfungskonstante a flir die Koaxialkabel RG 58 C/U und
RG 213/U als Funktion der Frequenz v. Die gestrichelte
Kurve gilt flir eine dimpfungsarme Variante des Kabels
RG 213/U, bei dem als Isoliermaterial geschiumtes Po-
lydthylen verwendet wird.

fiir zwei h3ufig in der MeBtechnik verwendete Koaxialkabel. Mit
Hilfe dieser Kurven kann man die obere Grenzfrequenz Wy bestimmen,
bei der das Amplitudenverhiltnis auf 1//2 abgesunken ist. Gl.
(5.74) liefert

= Np _ dB
(5.78) alag) » 234210 - 240 2.
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Fiir das Beispiel der Fig. 5.13 erhalten wir so die Dampfungskon-
stanten (b) a(wg) = 0,0315 Np/m und (c) a(wg) = 4,39 x 1073 Np/m
mit den Grenzfrequenzen (b) “g ~ 310 MHz und (c) “g ~ 7 MHz. Die
beobachtete Ddmpfung der Signale wird so verstdndlich. Es ist auch
offenkundig, wie man durch Wahl des Kabels RG 213/U die Ubertra-
gung hdtte verbessern kdnnen, da bei gleichen Kabelldngen die ent-

sprechenden Grenzfrequenzen (b) v, ~ 1450 MHz und (c¢) vg ~ 33 MHz

g
sind.
5.5 Signaliibertragung durch Lichtwellenleiter
5.5.1 Prinzip des optischen Ubertragungssystems

Die Lichtleitung durch Glasfasern ist zwar seit langem bekannt und
wurde auch fir verschiedene Anwendungen ausgenutzt, doch erst mit
der erfolgreichen Herstellung von Fasern extrem geringer Ddmpfung
zu Beginn der siebziger Jahre setzte eine stiirmische Entwicklung
optischer Ubertragungssysteme ein, die insbesondere auch die Nach-
richtentechnik der Zukunft wesentlich veridndern wird. [5.2; 5.4;
5.8].

Ein optisches Ubertragungssystem besteht im Prinzip aus drei Ele-
menten (Fig. 5.17): (a) dem Sender, einer Laser- oder Lumineszenz-
diode, die durch einen elektrischen Strom zur Lichtemission ange-
regt wird, (b) dem dielektrischen Lichtwellenleiter (Glasfaser)
und (c¢) dem Empfdnger (Photodiode), der das Lichtsignal wieder in

ein elektrisches Signal umsetzt. Sender und Empfinger sind hier

xgz Ig Sender Lichtwellen = Empfanger Xa= g
—_—] - \»1; E e

¥* leiter

Fig. 5.17: Prinzip eines optischen Ubertragungssystems.
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elektrooptische und optoelektronische Wandler allein zum Zwecke
der Ubertragung durch Lichtwellenleiter und stellen im Vergleich
zur rein elektrischen {lbertragung beispielsweise durch ein Koaxi-
alkabel zwei zusdtzliche {bertragungselemente in der Kette einer
MeBeinrichtung dar. Die Frage ist daher berechtigt, ob optische

Ubertragungssysteme dann {iberhaupt noch Vorteile bieten k&nnen.

Bei vielen meBtechnischen Anwendungen ist die fir das optische
System charakteristische Potentialtrennung zwischen Sender und
Empfdnger von entscheidender Bedeutung. Erdschleifen werden ver-
mieden, Sender oder Empfidnger k&nnen jeweils ohne Probleme auf
Hochspannungspotential gelegt werden, und die Lichtleiterkabel
sind unempfindlich gegen elektromagnetische St&rungen. Weitere
Vorteile, aber auch Nachteile werden schlieBlich bei der spezifi-

schen Betrachtung der Ubertragungseigenschaften offenkundig.

5.5.2 Ubertragungseigenschaften der Lichtwellenleiter

Optische Wellenleiter bestehen im Prinzip aus dielektrischen Fa-
sern mit einer Brechzahl ny, die gr&Ber ist als die Brechzahl Ny
eines die Fasern umgebenden Mantels. Trifft ein Lichtstrahl unter
einem Winkel Yy, der grdBer ist als der Grenzwinkel Yg der Totalre-
flexion

(5.79) yg = arc sin(ny/ng),

auf die Mantelfldche, wird er totalreflektiert und lidngs der Faser

4 Ny Mantel

Fig. 5.18: Prinzip des Stufenprofil-Lichtwellenleiters
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gefiihrt, auch wenn diese gekriimmt ist (Fig. 5.18). Beim Einkoppeln
in die Faser darf dazu der Einfallswinkel 6 den sog. Akzeptanzwin-
kel 8, nicht iiberschreiten. Das Brechungsgesetz liefert mit Gl.
(5.79)

(5.80) nosineA = ngCosYg =‘ﬂnK2—nM2 = Ay .

Ay wird als numendische Apertun der Faser bezeichnet. Sie bestimmt
den maximalen vom Lichtleiter. aufgefangenen Lichtkegel und damit

die Kopplungseffizienz zwischen Lichtsender und Lichtleiter.

Lichtstrahlen, die unter verschiedenen Einfallswinkeln (zwischen 0
und eA) in die Faser eintreten, pflanzen sich im Kern der Faser
auch unter verschiedenen Winkeln zur Faserachse fort. Sie durch-
laufen auf ihren zickzackfdrmigen Bahnen unterschiedliche Weglidn-
gen in der Faser, und die daraus resultierenden unterschiedlichen
Laufzeiten bedingen eine Verbreiterung eines in die Faser einge-
koppelten kurzen Lichtpulses.

Eine physikalisch verbesserte Betrachtungsweise muB natilirlich den
Wellencharakter des Lichts beriicksichtigen, denn die in der Faser
verlaufenden Lichtwellen interferieren miteinander. Dies hat zur
Folge, daB sich das Licht nur unter ganz bestimmten Winkeln zur
Achse der Faser ausbreiten kann. Diese zuldssigen Wellenformen
werden als Moden bezeichnet. Man erhdlt sie durch L&ésung der
elektromagnetischen Wellengleichungen

2 323 2 ,2s
(5.81) AB =0"2E ,na Aﬁ:.’_‘zi_‘;
2 .2 ot
c” a3t c

fiir den Fall der durch die Glasfaser gegebenen Randbedingungen. n
ist dabei die lokale Brechzahl. Die Gesamtzahl N der ausbreitungs-
fédhigen Moden in einem Lichtwellenleiter mit Stufenprofil (Fig.
5.18) ist im allgemeinen sehr groB, da der Kerndurchmesser 4 groB
gegen die Wellenlidnge X des Lichts ist. N ergibt sich angendhert
zu [5.2]

2 2
(5.82) N = L [%J (ng? - ny?).
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Wie die Laufzeitbetrachtung der Lichtstrahlen bereits aufzeigte,
ist die Geschwindigkeit dieser Moden entlang der Faserachse ver-
schieden, und man spricht daher von Mlodendispension. Sie und die
durch sie bedingte Verbreiterung der Lichtpulse wird in den sog.
fMlonomodefasenn vermieden: bei ihnen ist der Kerndurchmesser so
klein gewdhlt, daB nur noch ein Modus ausbreitungsfdhig ist,

(5.83) d £ 0,76 ——2 .

i
Allerdings wirkt sich der kleine Kerndurchmesser nachteilig bei
der Einkopplung der Lichtleistung in die Faser aus und erschwert

das SpleiBen von Fasern.

Vernachlédssigbar geringe Modendispersion bei grdBeren Kerndurch-
messern haben die Gradientenprofilfasenn. Wahlt man flir den Kern
einen n&herungsweise parabolischen Verlauf der Brechzahl iiber den
Querschnitt (Fig. 5.19), werden die Laufzeiten aller Moden durch
die Faser nahezu gleich, und die Wege der Lichtstrahlen zeigen
wellen- statt zickzack3dhnliche Formen. Der Akzeptanzwinkel Op
hdngt jetzt wegen des Brechzahlprofils vom Radius r ab und nimmt
entsprechend Gl. (5.80) von einem Maximalwert auf der Faserachse
auf den Wert Null an der Kern-Mantel-Grenze ab.

Ny Mantel ): :

Kern

Fig. 5.19: Strahlengang und Brechzahl der Gradientenprofil-
Multimodefaser.

Die Verbreiterung der Pulse bewirkt hier wie auch bei den Monomo-
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defasern die Matenialdispension. Sie beruht auf der Wellenldngen-
abhdngigkeit der Brechzahl ny des Fasermaterials und hdngt damit
auch von der spektralen Breite der als Sender benutzten Lichtquel-
le ab: es entstehen Laufzeitunterschiede auch innerhalb eines ein-
zigen Modus. Besonders glinstig ist der Wellenldngenbereich um
1,3 um, in dem die Materialdispersion von Quarzglas ein Minimum
hat und Lichtguellen mit grdBerer spektraler Emissionsbreite ohne
Probleme benutzt werden kdnnen. Die exakte Lage des Minimums hdngt
von der Dotierung des Glases ab. In Gradientenprofilfasern be-
stimmt dann die verbleibende Modendispersion wieder die Laufzeit-
verbreiterung, wdhrend in Monomodefasern ein weiterer Dispersions-
effekt, die sonst vernachl&dssigbar kleine Wellenle.iterdispension,
von Bedeutung wird. Sie beruht auf der Tatsache, daB die Phasen-
ausbreitungskonstante B entlang der Faserachse aufgrund der Wel-
lenleiterstruktur frequenzabhdngig wird. SchlieBlich lassen sich
Material- und Wellenleiterdispersion in Monomodefasern durch ge-
eignete Wahl des Kerndurchmessers und der Brechzahldifferenz auch
noch kompensieren (sog. Nulldispersion) [S.Q, so daB enorm grofe
ibertragungsbandbreiten m8glich werden. Breiten der StoBantwort

von unter 10 ps werden fiir Monomodefasern von 1 km Linge erreicht.

Alle drei beschriebenen Dispersionseffekte ergeben eine Verbrei-
terung der StoBantwort, die proportional zur vom Licht durchlau-
fenen Faserld3nge L ist. In realen Multimodefasern koppeln jedoch
die einzelnen Moden miteinander, was dazu filihrt, daB oberhalb
einer kritischen Faserldnge, der sog. Aopplungsldnge Lo, die Ver-
breiterung nicht mehr proportional zu L, sondern nur noch propor-
tional zu Vf‘ansteigt. Diese Modenkopplung bewirkt weiterhin, das
unabhdngig davon, in welche Moden am Faseranfang eingespeist
wurde, das Licht nach der Kopplungslidnge in allen ausbreitungsfi-
higen Moden gefiihrt wird, wobei sich eine fiir die jeweilige Faser
charakteristische stationdre Verteilung der Strahlungsleistung
iber die Moden einstellt.

Die Ddmpfung der in einer Faser gefiihrten Strahlungsleistung P ist
ein weiterer sehr wichtiger Faserparameter. Da in Multimodefasern
jeder Modus eine andere Dampfung hat, ist es sinnvoll, diese auch

nur flir die oben erwdhnte stationdre, aber ungleichmiBige Vertei-



96

lung des Lichts {iber die Moden zu bestimmen. Die Strahlungslei-

stung nimmt exponentiell mit der Faserldnge L ab:
(5.84) P(L) = P(0)e %L,

Es ist jedoch zweckmdBig, die Form

(5.85) P(L) = P(0) 107® L/10

zu wdhlen, da es in der Praxis iliblich ist, die Dampfungskonstante
mit dem einheiten&hnlichen Hinweis dB/m (Dezibel/Meter) zu verse-

hen und entsprechend anzugeben:

(5.86) a =fﬁ1g{,’-}%} 4B,

(Bei einer Faser mit der Ddmpfung a¢'L = 3dB hat man am Faserende
noch 50% der eingekoppelten Strahlungsleistung.)

Drei verschiedene Mechanismen tragen zur Dadmpfung bei [5.{h

a) Absorption

b) Materialstreuung

c) Strahlungsverluste.
Absorptionsverluste entstehen insbesondere durch elektronische
Anregung von Verunreinigungen und Anregung von Molekiilschwingungen
etwa der OH -Ionen, die bei der Faserherstellung zur Zeit noch
schwer vermeidbar sind. Die Streuverluste sind prinzipiell unver-
meidbar und werden vor allem durch Rayleigh-Streuung an Dichte-
schwankungen des Fasermaterials in Bereichen klein gegen die Wel-
lenldnge verursacht. Sie nehmen daher mit 1/)\4 ab und stellen die
unterste, in einem Glas erreichbare Verlustgrenze dar. Strahlungs-
verluste entstehen durch UnregelmdBigkeiten der Wellenleiterstruk-

tur und an Krimmungen und Mikrokriimmungen.

Fig. 5.20 illustriert die Dampfung einer schwach dotierten Quarz-
glasfaser in Abhidngigkeit von der Lichtwellenlidnge A. Die gestri-
chelte Kurve deutet qualitativ den Verlauf der Verluste durch
Rayleigh-Streuung an. Es ist offenkundig, daB der Wellenlidngenbe-
reich um 1,37 um wegen der starken OH -Absorption fiir die optische
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Ubertragung nicht zu empfehlen ist. Um 1,3 um hat dagegen bei
geringer Dadmpfung auch die Materialdispersion ihr Minimum, so daB
dieser Bereich besonders giinstig ist. Niedrigste Dimpfungswerte
werden bei 1,55 um erreicht, a's= 0,2 dB/km konnte realisiert
werden. Die heute verfiligbaren Sende- und Empfdnger-Bauelemente
arbeiten allerdings noch liberwiegend bei Wellenl&ngen zwischen

0,75 um und 0,9 um.

0.5

T r yrIre

/

0'1 i L 1 1 11411 i 1 1
800 1000 1200 1400 1600 A/nm

Fig. 5.20: Didmpfung einer schwach dotierten Quarzglasfaser als
Funktion der Wellenldnge. Im schraffierten Spektralbe-
reich hat die Materialdispersion ein Minimum.

Die Ubertragungseigenschaften eines gegebenen Lichtwellenleiters
kénnen jetzt im Zeitbereich durch Bestimmung der Gewichtsfunktion
(EinheitsstoBSantwort) oder im Frequenzbereich durch den komplexen
Frequenzgang charakterisiert werden. Im ersten Fall koppelt man
einen extrem kurzen Laserpuls (Dauer etwa kleiner als 0,1 ns) ein
und bestimmt aus der Antwortfunktion am Ende der Faser mit Gl.
(5.13) die ﬁbertragungsfunktion H(s) und durch inverse Laplace-
Transformation daraus die EinheitsstoBantwort ga(t). Zu beachten
ist dabei wieder, daB8 die Moden mdglichst entsprechend der statio-

ndren Leistungsverteilung angeregt werden.

Zur direkten Messung des komplexen Frequenzgangs H(w), s. Abschn.
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5.2.2.2, wird die Strahlungsleistung eines Senders sinusfdrmig mit
einer Frequenz moduliert, die von der tiefsten bis zur hdchsten
interessierenden Signalfrequenz variiert wird. Die Ubertragungs-
funktionen aller Glasfasern zeigen dabei einen Verlauf, der ange-
ndhert einem GauBschen TiefpaB entspricht. Bei der Grenzfrequenz
w, ist H(w) auf die Hdlfte abgesunken, H(wg) = %H(O), und man

g

bezeichnet den Frequenzbereich 0 bis Wy als die Bandbreite der

Faser.

5.5.3 Sendeelemente und Detektoren

zZu dan Ubertragungseigenschaften der Glasfaser kommen die der
Lichisender und Empfdnger, Koppelelemente und SpleiBe bringen
zusdtzliche Dampfungsverluste. Als optische Sender haben sich
Lumineszenzdioden (LED = Light Emitting Diode) und Laserdioden
(LD) durchgesetzt. Beide haben geringe Abmessungen und gewdhrlei-

sten eine glinstige Kopplung an den Lichtwellenleiter.

Die Lumineszenzdiode besteht im Prinzip aus einem geeigneten pn-
Ubergang. Wird sie in DurchlaBrichtung betrieben, gelangen Elek-
tronen aus dem n-Bereich und L&cher aus dem p-Bereich in den
Ubergangsbereich, die aktive Zone, wo sie rekombinieren; die frei
werdende Energie wird dabei jeweils als Photon emittiert. Ein sehr
wichtiger Vorteil wird sogleich offenkundig: die Rekombinations-
rate und damit die Zahl der entstehenden Lichtquanten ist propor-
tional zu den in die aktive Zone gelangenden Trdgerpaaren und so
direkt proportional zum Diodenstrom. Die Lichtemission kann daher
beguem iber den Ansteuerstrom moduliert werden. Fig. 5.21 zeigt
den prinzipiellen Verlauf der Lichtleistung-Strom-Kennlinie. Sie
hidngt allerdings von der Temperatur ab [5.4], die deswegen in

analogen Ubertragungssystemen stabilisiert werden muSB.

Die Emissionswellenldnge ist durch den Abstand von Leitungs- und
Valenzband festgelegt. Entsprechend der Breite der besetzten Zonen
in diesen Bandern ist jedoch die Wellenldnge nicht scharf defi-
niert. Die spektrale Halbwertsbreite ist typisch AA = 40 - 60 nm

flir Lumineszenzdioden im Bereich A = 800 - 900 nm. Als Halbleiter-



99

materialien werden dabei vorzugsweise Galliumarsenid (GaAs) oder
Galliumaluminiumarsenid (GaAlAs) verwendet. Flir die Wellenldngen-
bereiche um 1,3 um und 1,55 um hat sich Galliumindiumarsenidphos-
phid (GaInAsP) durchgesetzt: die gewlinschte Emissisonswellenlidnge

kann dabei durch Variation der Materialzusammensetzung eingestellt

werden.
P/mwW
LD
10 Fig. 5.21: P/I-Kennlinie ei-
- ner Lumineszenz- und einer
B Laserdiode
5 L
- LED
1}
i 1
100 200 I/mA

Da die Rekombinationsprozesse spontan erfolgen, ist die Strahlung
inkohdrent; die rdumliche Abstrahlcharakteristik entspricht nahezu
der eines Lambert-Strahlers. Die Lebensdauer der Tr&dger in der
aktiven Zone (typisch 1 ns bis 10 ns) begrenzt die Anstiegszeit
des Lichtes und damit die Modulationsbandbreite der LED auf libli-
cherweise 50 MHz bis 100 MHz, obwohl im Einzelfall 1 GHz reali-
siert werden konnte [5.4].

GréBere Bandbreiten bis in den GHz-Bereich werden generell mit
Laserdioden erzielt. Bei gleichen Halbleitermaterialien ist der
wesentliche Unterschied zur LED, daf die zur aktiven Zone senk-
recht stehenden Endfldchen des Diodenkristalls als planparallele
teildurchldssige Spiegel wirken und einen optischen Resonator
(Fabry-Perot-Resonator) bilden. Die aktive Zone wird duBerst diinn
ausgefiihrt, und so kommt analog zur Glasfaser noch ein Lichtwel-
lenleiter-Effekt hinzu, so daB nur bestimmte Moden in diesem
Resonator-System mdglich sind; in ihnen baut sich eine hohe Ener-

giedichte auf. Bei Besetzungsinversion tiberwiegt die induziente
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Emission die Absorption, und die Lichtquanten werden phasenaichiig
in Resonatormoden emittiert: die aktive Zone wirkt als Lichtver-
stirker. Wird die Lichtverstdrkung schlieBlich so groB, daB die
Lichtverluste im Resonator kompensiert werden, setzt Laserbetrieb
ein. Durch die teildurchldssigen Spiegel wird kohdrente Strahlung
mit einer definierten Abstrahlcharakteristik emittiert. Eine typi-
sche P/I Kennlinie zeigt Fig. 5.21. Unterhalb des Schwellenstroms
Is
hidrent, oberhalb steigt sie steil mit dem Strom an. Die Tempe-

ist die Ausgangsleistung der Laserdiode noch niedrig und inko-

raturabhidngigkeit ist wesentlich grdBer als bei der LED, da zur
Enderung der Steilheit der Kennlinie eine viel grdBere Abhdngig-

keit des Schwellenstroms von der Temperatur kommt.

Im allgemeinen Fall besteht das Spektrum der Laserstrahlung aus
einer Anzahl schmaler Emissionslinien entsprechend den verschiede-
nen Frequenzen der an der Verstdrkung beteiligten Resonatormoden.
Durch Einengung der rdumlichen Emissionsbreite und Erniedrigung
der effektiven Brechzahl beiderseits des laseraktiven Streifens
zur Flhrung der Lichtwelle erreicht man, daB nur ein longitudina-
ler Modus angeregt wird. Bei einer spektralen Breite von unterhalb
0,07 nm ist die Auswirkung der Materialdispersion in den Glasfa-
sern vernachldssigbar.

Als Detektoren am Ende des Lichtwellenleiters werden iiberwiegend
Halbleiterphotodioden benutzt. Das optische Signal wird durch den
inneren Photoeffekt wieder in ein elektrisches Signal umgewandelt.
Einfache pn-Dioden, pin-Dioden und Lawinenphotodiocden fiir Weit-
streckensysteme haben sich bewidhrt. Sie werden in Abschn. 7.5.2 im
einzelnen beschrieben, Der Frequenzgang wird nicht nur durch Dif-
fusionsvorgéngg und Ladungstrdgerlaufzeiten in der Diode bestimmt,
sondern auch durch den duBeren Lastkreis. Die oberen Grenzfrequen-
zen liegen bei einigen GHz, Dioden bis zu 7 GHz werden bereits
kommerziell angeboten.

Zum Erfoly gibt es kedinen Lifi,
man muB die Trneppe nehmen.
Emil Oesch.
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6. Natlirliche Grenzen der Messungen

6.1 Leistungsfihigkeit der Sinnesorgane

Die Entwicklung der Technik des Messens ermdglicht es, moderne
MeBverfahren und MeBeinrichtungen in den meisten Fdllen so zu
konzipieren, daB sie weitgehend unabhdngig von der Leistungsféd-
higkeit unserer Sinnesorgane sind. Selten wird daher das Ohr heute
zu subjektiven Messungen in der Akustik herangezogen, wdhrend das
Auge dagegen sehr wohl noch zum Ablesen von Analoginstrumenten
sowie auch bei einer ganzen Reihe von optischen Beobachtungen
benutzt wird [6.18].

Die Empfindlichkeit des Auges iiberrascht auch im Vergleich mit
anderen Detektoren (Abschn. 7). Sie wird am grdéBten flir das dun-
keladaptierte Auge, wobei es mindestens 30 Minuten lang an die
Dunkelheit gewdhnt werden muB. Die kleinste Lichtenergie wird vom
Auge bei der Wellenldnge von 507 nm wahrgenommen. Sie betridgt un-
gefihr 2 - 10‘18J. Dies entspricht etwa 5 Lichtguanten, die al-
lerdings innerhalb einer Millisekunde auf die gleiche Stelle der
Netzhaut treffen miissen. Eine 3quivalente Photokathode miiRte eine
Quantenausbeute von 20% haben, was nur von den allerbesten er-

reicht wird.

Die relative spektrale Empfindlichkeit des Auges und damit der bei
vorgegebener Strahlung auf die Netzhaut ausgelibte Lichtreiz sind
allerdings von Person zu Person verschieden und hingen auch von
der Bestrahlungsstdrke ab. Man hat daher international einen
idealisierten Standard-Beobachter definiert und fiir ihn den spek-
tralen Hellempfindlichkeitsgrad V(A) sowohl filir das helladaptierte
als auch fiir das dunkeladaptierte Auge festgelegt [2.ﬂ.

Beide Funktionen sind im Maximum auf 1 normiert und in Fig. 6.1
dargestellt., Fiir Tagessehen (photopischer Bereich) liegt dieses
Maximum bei einer Wellenldnge von X = 555 nm. Fiir das dunkeladap-
tierte Auge ist die Empfindlichkeitskurve zu kiirzeren Wellenldngen

hin verschoben und leicht verdndert.
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Der kleinste Sehwinkel, unter dem bei visuellen Betrachtungen sehr
kleine Objekte unter guten Kontrast- und Beobachtungsbedingungen
noch getrennt gesehen werden k&nnen, wird durch die Struktur der
Netzhaut bestimmt und betrdgt etwa 1' = 2,9 x 10'4rad.

6.2 Das Heisenbergsche Unschirfeprinzip

Das von Heisenberg 1927 formulierte Unsch8rfeprinzip zeigt die
fundamentalen Grenzen auf, die der Genauigkeit gesetzt sind, mit
der die dynamischen Variablen mikrophysikalischer Systeme bestimmt
werden kdnnen. Eine einzelne GrdBe kann zwar auch hier mit im
Prinzip beliebiger Genauigkeit gemessen werden, nicht jedoch
gleichzeitig zwei GrdBen, deren quantenmechanische Operatoren
nicht kommutieren. Die Griinde sind grundlegender Art und werden in
entsprechenden Lehrbilichern (beispielsweise [6.4; 6.15]) ausfiihr-
lich behandelt.

Eine Messung im mikrophysikalischen Bereich ist dadurch gekenn-
zeichnet, daB auch bei vollkommen fehlerfreier MeBapparatur das
Ergebnis statistischer Natur ist. Wiederholungen unter exakt glei-
chen Bedingungen filihren dann zu einer flir das jeweilige MeBverfah-
ren charakteristischen Wahrscheinlichkeitsverteilung der MeBwerte
(Abschn. 4.2.2). Allerdings bedingt der MeBprozess eine derartige
Stdrung des physikalischen Systems, daB eine gleichzeitige Messung
der kanonisch konjugierten GrdBe nur mit einer Genauigkeit m&glich

ist, die durch die entsprechende Unschdrferelation gegeben ist.
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Ein MaB fir die Streuung der einzelnen MeBwerte ist die Standard-
abweichung 0 der betreffenden Verteilung (s. G1.(4.9)); sie wird
in diesem Zusammenhang als "Unschidrfe A" bezeichnet. Die Unschirfe
des Ortes ist damit

(6.1) &x = o,
und die Unschidrferelation filir Ort und zugehdrige kanonische Im-

pulskomponente p, lautet so
(6.2) Axbpy, z h/2.

Es ist offenkundig, daB wegen der Kleinheit der Planck-Konstanten
h = 27h bei makrophysikalischen Messungen Gl.(6.2) keinerlei Be-
deutung hat; die durch sie bedingten Unschidrfen liegen weit unter-

halb jeder erreichbaren Genauigkeit.

Ganz analog lautet die Unschidrferelation fiir die kanonisch konju-

gierten GrdBen Energie und Zeit:

(6.3) AE At z h/2.

Sie verkniipft die Unschidrfe AE = O der Energie eines atomaren
Systems mit der Unschirfe At = Oy der Zeitintervalle t, iiber die

die entsprechenden Messungen der Energie durchgefiihrt wurden.

Wird die Energie-Zeit-Unschidrferelation auf spontan zerfallende
quasistationdre Zustdnde angewandt, folgt aus der Exponentialver-
teilung der gemessenen Zeitintervalle eine Standardabweichung, die
gleich dem Mittelwert t ist (s. Gl1.(4.34)). Dieser wird als mitt-
lene Lebensdauer T des Zustandes bezeichnet:

(6.4) T =%t =0, = At.
Die Unschdrfe der Energie des Zustandes ist damit

(6.5) AE z ﬂ/ZT.
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Fiir quasistationdre Zustd@nde mit AE << E gilt angendhert das
Gleichheitszeichen (Zustand maximaler Bestimmtheit), und fiihren
wir noch die in der Praxis hdufig benutzte Breite [ = 2AE des
Zustandes (Niveaubreite) ein, so liefert Gl.(6.5) zwischen dieser

und der mittleren Lebensdauer die Relation
(6.6) ' T =h.

In dieser Form hat die Energie-Zeit-Unschdrferelation eine groBe
Bedeutung in der Atom- und Kernphysik. Erfolgt beispielsweise der
Zerfall durch Aussendung von Quanten der Energie hw, bedingt die
Niveauunschdrfe eine spektrale Intensitdtsverteilung p(w) der
elektromagnetischen Wellen, und mit der Breite Y des "Linienpro-
fils" geht G1.(6.6) mit I = 2hAw = hy {iber in

(6.7) Y1T=1,

Flir das Linienprofil selbst erhidlt man die Lorentz-Verteilung (s.
Abschn.4.2.2.4):

y/2
(6.8) plwjw,,y) = £ .
fo) T (w-wo)2+(Y/2)2

Wie man erkennt, stellt y die volle Halbwertsbreite dar und wird
als natunliche Linienfreite bezeichnet. Bei Ubergingen zwischen
zwel Zustdnden mit den Energiebreiten Ty und F2 wird selbstver-
stdndlich die spektrale Halbwertsbreite

(6.9) Yy = (I'q + F2)/h.

Gl.(6.7) spiegelt im {ibrigen eine allgemeine Eigenschaft von Wel-
len wieder; sie verknlipft die endliche Dauer eines begrenzten
Wellenzuges mit seiner spektralen Breite. Die Fourier-Transforma-

tion liefert fiir dispersionsfreie Wellen

(6.10) Yy T = K.
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K ist eine Konstante von der GrdB8enordnung eins, und ihr exakter

Wert hdngt nur von der jeweiligen Form des Wellenzuges ab.

Wir wenden schlieBlich noch G1.(6.3) auf monochromatische elek-
tromagnetische Wellen an. Zur Charakterisierung einer Welle ist
sowohl die Messung der Amplitude oder Intensitdt wie auch der

Phase notwendig.

Die Unschidrfe der Phasenmessung ergibt sich aus der Unschidrfe der

benutzten Zeitintervalle mit ¢ = wt zu

(6.11) Ad = wAt.

Die Amplitudenmessung erfolgt durch Feststellen der Anzahl N der
im jeweiligen Zeitintervall ankommenden Photonen.

Mit E = N hw wird die Energieunschirfe

(6.12) AE = hw AN.

Photonenzahl und Phase einer Welle geniligen so der Unschirferela-

tion

(6.13) AN Ad 2 1/2.

Sie setzt die absolute Grenze fiir die MeBgenauigkeit von Signalen
insbesondere im optischen Bereich, wo im Vergleich zu Radiowellen
bei gleicher Strahlungsleistung wegen der erheblich grdB8eren Quan-
tenenergie die Zahl der Photonen pro MeBintervall und damit auch
die zugehdrige Unschirfe AN nicht mehr groB gegen eins sind. Die
Unschérfe der Phase wird entsprechend groB. Kohdrente elektromag-
netische Wellen stellen Zustdnde maximaler Bestimmtheit dar, und
flir sie gilt daher das Gleichheitszeichen in Gl.(6.13).

6.3 Rauschen

Auch im makrophysikalischen Bereich bestimmen letztlich stati-
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stische Schwankungen von physikalischen GrdBen um ihren Mittelwert
die maximal erreichbare Genauigkeit einer Messung. Sind sie bei
konstanten 3JuBeren Bedingungen nicht beeinfluBbar, bezeichnet man
diese Schwankungen allgemein als Rauschen. Die Ursachen k&nnen in
drei Gruppen eingeteilt werden [3J]:

- Thermisches Rauschen,

-~ Korpuskulare Natur der Materie und der Elektrizitdt,

- Unschidrferelationen der Quantenmechanik.
Ausfiihrliche Behandlungen findet man beispielsweise in [6.5],
[6.11], [6.15] und [6.24].

6.3.1 Brownsche Bewequng eines Galvanometers

Spiegelgalvanometer sind hochempfindliche Instrumente und ermdg-
lichen bei Verwendung langer Lichtzeiger die Messung sehr kleiner
Strdme. Eine stindige Zitterbewegung des Lichtzeigers ist mit dem
Auge bequem erkennbar. Solange das Galvanometer nicht angeschlos-
sen ist, handelt es sich um einen rein mechanischen Vorgang: die
Gasmolekile der umgebenden Luft bombardieren auf Grund ihrer ther-
mischen (Brownschen) Bewegung das bewegliche System und bewirken
die zufdlligen Schwankungen. Im zeitlichen Mittel ist selbstver-
stdndlich das ausgelibte Drehmoment Null.

Ist das Galvanometer mit der es umgebenden Luft im thermischen
Gleichgewicht, gilt fiir das schwingungsfihige System mit einem
Freiheitsgrad der Gleichverteilungssatz der statistischen Mecha-
nik:

(6.14) Mittlere potentielle Energie = %+ D ¢2(t) = - kT.

(k = Boltzmann-Konstante; D = Richtmoment des Galvanometers; ¢ =
Ausschlagwinkel gegeniiber der Nullage ¢ = 0).

Das mittlere Quadrat der Schwankungen des Ausschlagwinkels ist

somit

(6.15) ¢2(t) = KL,
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Ein elektrischer Gleichstrom kann nur dann mit Sicherheit nachge-
wiesen werden, wenn der durch ihn hervorgerufene Galvanometeraus-
schlag groBer ist als diese thermischen Schwankungen. Man defi-
niert daher als kleinste iiberhaupt noch meBbare Stromstérke I ;.
diejenige, die einen Ausschlag bewirkt, welcher der Wurzel aus dem
mittleren Schwankungsquadrat entspricht. Mit Hilfe der Galvanome-

terbeziehung
(6.16) D¢ =G I

(G ist die dynamische Galvanometerkonstante) wird:

(6.17) Ini, = 2+ % =522

min

Analoge Betrachtungen kdnnen flir andere elektromechanische Systeme
angestellt werden. Beispiele hierfiir sind die Membran eines Mikro-

phons oder der piezoelektrische Wandler [ 6.5].

6.3.2 Thermisches Widerstandsrauschen

Eine weitere Folge der ungeordneten Wirmebewegung atomarer Teil-
chen ist auch das thermische Rauschen in allen elektrischen Lei-
tern. Die thermische Bewegung der Ladungstrdger fiihrt zu stati-
stisch auftretenden Verschiebungen der Ladungsschwerpunkte im
Leiter, so daB zwischen den Enden des Leiters eine entsprechende

rasch fluktuierende Spannung, die Rauschspannung Ug, auftritt.

Fig. 6.2: Ersatzschaltbild eines Lei-
ters beschrieben durch Widerstand R

R Ug und eingeprdgte Rauschspannung Ui

Im Ersatzschaltbild wird dies durch den rauschfrei gedachten Wi-
derstand R in Serie mit der Rauschspannungsquelle Ug beschrieben,
Die effektive Rauschspannung UR,eff ist durch die sog. Nyquist-
Beziehung gegeben, die filir das thermodynamische Gleichgewicht

direkt aus dem Gleichverteilungssatz der statistischen Mechanik
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folgt [6.20].

Entsprechend der urspriinglichen Ableitung von Nyquist betrachten
wir eine sehr lange verlustlose Leitung der Linge L (s. Fig.6.3),
die an beiden Enden mit dem Wellenwiderstand Z, abgeschlossen ist,
s. Abschn.5.4.3.2. Fiir die verlustlose Leitung ist %, = R reell.

Das ganze System mdge sich mit seiner Umgebung bei der Temperatur

Uglt) Uglt)

Z,= R Z,=R

Fig. 6.3: Mit Wellenwiderstdnden Z, abgeschlossene, verlustlose
Leitung.

T im thermodynamischen Gleichgewicht befinden. Wir denken uns fer-
ner die Rauschspannung in ihre Fourier-Komponenten zerlegt. Jede
von der Quelle ausgehende Welle, z.B. U(z,t) = er(m)ei(wt'sz) fiir
die nach rechts laufende Welle (Gl.(5.49)), breitet sich mit der
Geschwindigkeit v = w/B entlang der Leitung aus und wird am ande-
ren Ende vollstdndig absorbiert: jedes Ende der Leitung wirkt
somit flir die ankommenden elektromagnetischen Wellen wie ein
schwarzer Kdrper. Auf Grund des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik
miissen daher auch die von beiden Quellen in einem Frequenzinter-
vall Av ausgesandten mittleren thermischen Rauschleistungen P,4Av
gleich sein und kdnnen auch nur universell von der Temperatur
abhdngen. Die gesamte, im Intervall Av auf der Leitung sich be-

findende Energie ist somit
(6.18) E,Av = 2 P,Av L/v.

Werden jetzt beide Enden kurzgeschlossen, muf fiir diesen verlust-
losen Fall die Energie auf der Leitung erhalten bleiben, und zwar
in den Eigenschwingungen der Leitung im Frequenzintervall Av. Aus

der Bedingung filir stehende Wellen ergeben sich die Frequenzen v:
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A v .
{(6.19) n 5 =0 35 = L mit n=1,2,3 ...

Die Anzahl der Schwingungsformen im Intervall v bis v + Av wird

damit:
(6.20) &n = 2L v,
v

Andererseits ist im thermodynamischen Gleichgewicht die mittlere
Zahl N der Photonen in einem Zustand durch die Bose-Einstein-

Verteilung gegeben,

(6.21) N = .
R kT_1

so daB fiir die Energie im Intervall Av auf der Leitung gilt:

- An hv
(6.22) E,Av = N hv An = —537§T:T .

e

Mit den Gln.(6.18) und (6.20) erhalten wir daraus die von einem

Widerstand abgegebene Rauschleistung

hv
(6.23) P,Av = Av.
v ehv7kT_1

Sie ist unabhdngig vom Widerstandswert R selbst. Fig. 6.4 illu-
striert die normierte spektrale Rauschleistungsdichte Pv/kT als
Funktion von hv/kT. Fiir hv << kT wird die Rauschleistung sogar un-

Fig. 6.4: Normierte spek-
3 trale Rauschleistungdichte
Pv/kT.

P,/kT

10 10 10 1 10 hv/kT

abhingig von der Frequenz, und man spricht von einem we<ifBen Rau-
schen. Abweichungen davon sind vernachldssigbar fiir Frequenzen

unterhalb hv_ .. = kT/10; dies entspricht bei Zimmertemperatur
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einer Frequenz von v, .. * 600 GHz. In praktisch allen elektroni-
schen Anwendungen wird diese Grenze, die wellenlédngenmdgfig im
Submillimeterbereich liegt, nicht erreicht, wohl dagegen bei-

spielsweise bei Verstdrkern, die nach dem Maser-Prinzip arbeiten.

Die effektive Rauschspannung des Widerstands R ist {iber den zeit-

lichen Mittelwert des Spannungsquadrats definiert, U%,eff = Ug(tL
Sie bewirkt einen effektiven Strom IR, eff = UR,eff/ZR im Strom-
kreis der Fig. 6.3. Die an den Widerstand am anderen Ende der

Leitung abgegebene Leistung ist somit
(6.24) 12 R = U2 _ce/4R = P AV
. R,eff R,eff vV

und man erhdlt:

2 hv/kT
(6.25) UR,eff = 4 KT R Av 2337E5r; bzw.
(6.26) UZ .p¢ = 4 KT R AV flir hv << kT.

Diese Gleichung wird allgemein als Nygquist-Beziehung bezeichnet.

Das Leistungsspektrum des Rauschens (spektrale Dichtefunktion)

wird damit
2
(6.27) Wy(v) = UR,eff/Av = 4 kT R.

Zahlenbeispiel: Der Eingangswiderstand eines Oszillographen sei
R = 1 MQ. Bei einer Bandbreite von Av = 100 MHz ist die an ihm
auftretende effektive Rauschspannung bei Zimmertemperatur

UR,eff =1,3 mV.

o—@——:R:——o

U
Ue C |Ug+aU,
Fig. 6.5: Ersatzschaltbild
des RC-Tiefpasses.

Lo O

Das thermische Rauschen beeinfluBt natfirlich die Ubertragungsei-



genschaften aller Glieder einer MeBeinrichtung (Abschn.5), und als
Beispiel wollen wir das Rauschen am Ausgang eines RC-Tiefpasses

betrachten.

Flir die Schwankungen AU, am Ausgang liefert die Ubertragungsglei-

chung

(6.28) U, + AU, = H(w) (Ug + Up)

mit dem komplexen Frequenzgang nach Gl. (5.20):

UR UR
(6.29) AU, = H(w) Up = T34 ~ 7 Fiefu, !
wobei Wy = 1/RC die obere Grenzfrequenz ist.

Der zeitliche Mittelwert des Schwankungsquadrats ist damit

N

_ 1
(6.30) AUa = —

2
1+ W
w”/ g

bzw. mit der Nyquist-Beziehung (Gl.(6.26)):

2N
N

(6.31) AU; - _2 kT R At; _4 kT2R é\,
(1 +w /wg) 1+v /vg

Durch Integration iiber den gesamten Frequenzbereich wird das tota-

le mittlere Spannungsquadrat des Rauschens am Kondensator:

(6.32) 202 o = #L

Es hdngt nicht von R ab; die mittlere im Kondensator gespeicherte
elektrische Energie ist gleich kT/2, wie es der Gleichvertei-

lungssatz der statistischen Mechanik fordert.

6.3.3 Der Schrot-Effekt

Eine weitere Komponente des Rauschens hingt ebenfalls mit der
diskreten Natur der Ladungstrdger zusammen. Bei konstantem Strom

ist zwar die mittlere Anzahl der transportierten Ladungstriger pro



Zeitintervall konstant, die tatsdchliche Zahl schwankt dagegen
statistisch und fiihrt zu entsprechenden momentanen Stromschwankun-
gen. In Analogie zum Auftreffen von Schrot-Kdrnern auf eine Me-
tallplatte wird dieses Phdnomen als Schrot-Effekt bezeichnet, das

Rauschen des Stromes als Schrotrauschen.

In seiner einfachsten Form findet man den Effekt in einer Vakuum-
diode mit ebenen Elektroden (Fig.6.6). Flr die Beschreibung des

-0
I
Us
Fig. 6.6: Vakuumdiode mit Fig. 6.7: Strompuls eines
ebenen Elektroden einzelnen Elektrons

Stromes nehmen wir an, daB die Elektronen mit vernachldssigbarer
Geschwindigkeit aus der Glihkathode austreten, und daB das elek-
trische Feld zwischen Anode und Kathode konstant ist, dh., daB
keine Raumladungen das Feld und damit die Bewegung der Elektronen
beeinflussen. Die Geschwindigkeit der Elektronen nimmt dann linear
mit der Zeit zu, und der Strom Iy, den die Bewegung eines einzel-
nen Elektrons durch Influenz im &uBeren Kreis bewirkt [6.5], zeigt
das gleiche Zeitverhalten (Fig.6.7):

2e
t-t flir t, <t<t, +71
(6.33) I (t) = e f(t-ty) = g7 (oK) FUrog k
o] fiir t<tkund t>tk+r
tk+'r tk+1'
(6.34) fIkdt = e bzw. ff(t—tk)dt = 1.
" Yy

Die Dauer T des Strompulses entspricht der Laufzeit des Elektrons
von der Kathode zur Anode. Die Pulsform ist fiir alle Elektronen

gleich, so daB der Gesamtstrom zum Zeitpunkt t gegeben ist durch
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(6.35) 1(t) =2 I = e I flt-ty).

z
k
Die Elektronen werden statistisch, voneinander unabhidngig aus der
Glihkathode emittiert, die Verteilung der Emissionszeitpunkte te
und damit auch der Impulse f(t—tk) ist dann durch die Poisson-
Verteilung (Abschn.4.2.2.3) gegeben. Wir zerlegen den Strom I(t)

in einen Gleichstrom Io und einen Rauschstrom Is(t),

(6.36) I(t) = I + Iglt),

so daB fiir den zeitlichen Mittelwert gilt

(6.37) I(E) = I, und Ig(t) = 0.

Die zeitlichen Mittelwerte der Quadrate werden dann

2 2 2
(6.38) 12(t) = 1,2 + 13(t).

Das Campbellsche Theorem [6.5; 6.11; 6.12; 6.24] ermdglicht es,
diese Mittelwerte {iber eine statistisch unabhingige Impulsfolge

durch entsprechende Mittelwerte fiir den Einzelimpuls auszudriicken.

Ist Z die mittlere Impuflsrate (= Anzahl von Impulsen je Sekunde),

gilt:
tk+T
(6.39) I, = I(E) = z [ e f(t-t,)dt = Ze,
t.
k
tk+T
(6.40) I2(t) =z [ e?£2(t-tj)dt.
t
k

Fir die Diode ergibt sich mit Gl.(6.33)

(6.41) 1Z(t) = 32-=221
Je kleiner die Pulsdauer, umso grdBer ist das mittlere Schwan-
kungsquadrat. Flir die Praxis ist diese Beziehung allerdings kaum
nutzbar, da sie voraussetzt, daB die Messung im Prinzip mit belie-
big guter Zeitaufldsung mdglich ist, bzw. iliber das ganze Spektrum

des Rauschstroms erfolgen kann. Wir driicken den Strom durch sein
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Amplitudenspektrum aus. Fiir den Einzelpuls lautet die Fourier-

Transformation:

o

(6.42) F(w) = [ f£(t-tp)e 1¥tat, und damit

iwt
(6.43) Iy(t) = e flt-ty) = 5% J Flw)e'®du.

Das Parseval Theorem [ 6.5]

(6.44) [ £2(t-t )dt = E1_ J|F(w)|2dw = J|F(v)|2av

- m
ermdglicht es, das mittlere Schwankungsquadrat durch das Integral
iiber das Quadrat des Amplitudenspektrums auszudrilicken:

(6.45) I2(t) = z 2/ [F(v)[2av = 2eI f|F(v)]2av.
-0 o

Aus dieser Gleichung kann man direkt den effektiven Rauschstrom

IS,eff fiir einen Frequenzbereich v bis v + Av ablesen:
(6.46) 12(t) = Iéleff = 2eI |F(v)]2av.

Die Freqguenzabhingigkeit wird allein durch die Form des einzelnen
Strompulses f(t—tk) bestimmt. Fiir niedrige Frequenzen w << 1'1,
bzw. v << (2WT)_1, geht allerdings Gl1.(6.42) iber in

o t, +1
(6.47) F(v) = f f(t-t)e 22™tat = 1 f£(t-t)dt = 1,
-00 t
k

und man erhdlt die bekannte Schottky-Beziehung

(6.48) I3 _gp = 2eI AV fir v << 1/2mt.

Der effektive Rauschstrom ist in diesem Bereich unabhidngig von der
Frequenz (wedifiles Rauschen); er ist eine Funktion des Stroms, der
Bandbreite und der Gr&Be der Ladung, die von den jeweiligen Tri-
gern transportiert wird. Im Gegensatz zum Widerstandsrauschen, das

von der Temperatur abhdngt, kann Ig nicht durch Anderung &uBerer



Bedingungen beeinfluBt werden. Das Leistungsspektrum ist somit
2 -
(6.49) Wy(v) = IS,eff/Av = 2el,.

Zahlenbeispiel: I, = 1 mA; Av = 1 kHz; IS,eff = 0,6 nA.

Wird die Vakuumdiode nicht im S&dttigungsbereich betrieben, redu-

ziert die Raumladung vor der Kathode das Schrotrauschen merklich.

6.3.4 Weitere Schwankungserscheinungen

Eine ganze Reihe weiterer Effekte verursacht ebenfalls statisti-

sche Schwankungen, und einige sollen noch kurz angefiihrt werden.

Funkel-Effekt. Er wurde zundchst in Elektronenrdhren mit Oxidka-
thoden beobachtet und beschreibt die Tatsache, daB die lokale
Austrittsarbeit der Elektronen aus der Kathode schwankt und so zu
entsprechenden Schwankungen des Stroms fiihrt. Als Ursache kommen
verschiedene physikalische Mechanismen in Frage, die alle jedoch
relativ langsame Anderungen bedingen, und so besonders im nieder-
frequenten Bereich zum Rauschen beitragen. In der Tat findet man
flir dieses Funkefl-Rauschen ein Leistungsspektrum, das mit 1/v
abnimmt. Die Schwankungen steigen dazu etwa linear mit dem Strom
an, so daf sich flir den effektiven Rauschstrom IF,eff ergibt:
2

I
2 o
(6.50) IF,eff ~ const —;—Av.

Auch beim Stromtransport in Halbleitern beobachtet man bei tiefen
Frequenzen sehr hiufig eine entsprechende Abhingigkeit; es hat
sich daher eingeblirgert, in all diesen Fillen von 7//-Rauschen
oder Funkel-Rauschen zu sprechen, (In der technischen Literatur

wird die Frequenz mit £ = v bezeichnet).

Generations-Rekombinations-Rauschen. Eine halbleiterspezifische

Variante des Schrot-Rauschens ist das Generations-Rekombinations-
Rauschen, oft auch als Stzomrauschen bezeichnet. Der wesentliche

Unterschied zur Vakuumdiode besteht darin, daB die mittlere Le-



bensdauer der Ladungstriger (Elektronen und L&cher) in Halbleitern
im allgemeinen klein gegeniiber der Zeit ist, die ein Trdger zum
Durchlaufen der ganzen Probe bendtigen wiirde. MaBgebende GrdBen
fiir das Rauschen sind daher die Generations- und Rekombinationsra-
ten der Ladungstrdger. Die filir verschiedene Prozesse sich ergeben-
den Rauschspektren zeigen ein gleiches charakteristisches Verhal-
ten [6.5; 6.16]:

I2
o

(6.51) 1&g off = const. Av

2,2
1+v /\)g
Flir den Frequenzbereich unterhalb der Grenzfrequenz Vg ist das
Rauschen frequenzunabhingig (weiB), oberhalb fdllt es mit 1/v2 ab.
Die Grenzfrequenz selbst ist dabei durch die mittlere Lebensdauer
7 der Ladungstrdger gegeben (vg = 1/2n71). Ein Rauschspektrum
dieser Form erhdlt man auch, wenn weiBes Rauschen durch ein RC-
Glied im Frequenzbereich beschnitten wird (G1.(6.30)).

6.3.5 Quantenrauschen

Ganz analog zum Schrotrauschen des elektrischen Stroms filihrt die
Quantisierung des elektromagnetischen Strahlungsfeldes zu Schwan-
kungen des "Photonenstroms". Mit einem "idealen" Detektor der
Quantenausbeute n = 1 (beispielsweise einer Photozelle, auf deren
Kathode gerade jedes Photon ein Elektron ausldst, s.
Abschn.7.4.1), kann die Verteilung der auftreffenden Photonen im
Prinzip in eine ganz entsprechende Verteilung von Strompulsen

umgewandelt und so experimentell registriert werden.

Betrachten wir zundchst eine unendlich lange monochromatische
Welle, d.h. einen sog. kohdrenten Zustand des Strahlungsfeldes.
Klassisch sind Amplitude und Phase zeitlich konstant, es treten
keine Schwankungen auf. Bei Messungen liber gleiche Zeitintervalle
At wird man zwar bei einer einfallenden Strahlungsleistung P,
jeweils eine mittlere Photonenzahl

P_At
(6.52) N = —p




erwarten, die tatsdchlich beaobachtete Anzahl schwankt allerdings
entsprechend der Verteilung der Photonen, die in diesem Fall ei-
ner Poisson-Vealeilung entspricht (s. Abschn.4.2.2.3): die Photo-
nen verhalten sich hier wie klassisch unabhingige Teilchen [ 6.3].
Die Standardabweichung der Photonenzahl ist (Gl.(4.27)):

/POAt
(6.53) ON =‘$/I‘T= T .

Der Strom der sog. Photoelektronen im idealen Detektor weist die
gleiche Poisson-Verteilung auf, und seine mittlere Schwankung kann
daher durch die Schottky-Beziehung des Schrotrauschens beschrieben

werden. Zum mittleren Photostrom

(6.54) 1,=e N - _0
erhalten wir so das Quadrat des effektiven Rauschstroms (Gl.(6.46)
bzw. G1.(6.48)) =zu

2e2P

o
o AV

(6.55) T3 e¢ = 26T Av =

Es ist liblich, als Signal-Rausch-Verhdltnis S/N das Verhdltnis der

entsprechenden Leistungen zu definieren:

12

= -9
5 ;
Ip,eff

Flir den Photostrom geht diese Beziehung iiber in

(6.56)

417

P
= =0
2hvav °

=2{tn

(6.57)

Denkt man sich den idealen Detektor formal rauschfrei, so kann man
den Photostrom so beschreiben, als wiirde unabhingig von der ein-
fallenden konstanten Strahlungsleistung P, eine &quivalente
Rauschleistung PR,eff auf den Detektor treffen [6.12; 6.17]:

(6.58) Pp opg = 2 hvhv.

(Neben diesem direkten Empfangsverfahren ermdglicht der Hetero-

dynempfang das Rauschen um den Faktor zwei zu verkleinern, der



Homodynempfang sogar um den Faktor vier [6.ﬂ!)

Im Gegensatz zum thermischen Rauschen, das bei hohen Freguenzen
abnimmt, steigt das Quantenrauschen linear mit der Frequenz an und
liberwiegt im Bereich (hv/kT) >1 , dh. bei Zimmertemperatur im in-
fraroten und optischen Spektralbereich. Zur Charakterisierung des
Rauschens filihrt man eine &quivalente Rauschtemperatur Tp als die-
jenige Temperatur ein, die ein Widerstand haben miiBte, damit seine
thermische Rauschleistung gleich dem Quantenrauschen ist. Durch
Gleichsetzen der Gln. (6.23) und (6.58) erhdlt man fiir Tg bei
Direktempfang:

hv
(6.59) TR = Y in (372)

Beispiel: Im optischen Bereich entspricht dem Quantenrauschen bei
A = 500 nm eine Rauschtemperatur von Tz = 70 000 K.

Als kleinste nachweisbare Strahlung ist es sinnvoll, diejenige
festzulegen, bei der gerade S/N = 1 ist, d.h. beim Direktempfang
mit dem idealen Detektor ist auch

(6.60) Po,min = PR eff = 2hvav.

Diese Leistung liegt nur um einen Faktor 2 {iber einer durch die
Unschidrferelation gegebenen Grenze [6.9; 6.12; 6.17]. Gl.(6.60)
besagt im librigen, daB in der MeBzeit At ~ 1/2Av im Mittel gerade

ein Photon gemessen werden muR.

Kohdrente Strahlung wird im Radio- und Mikrowellenbereich mit
entsprechenden Sendern erzeugt, bei den Mikrowellen kommen bereits
Maser hinzu. Im infraroten und optischen Spektralbereich stehen

Laser zur Verfligung.

Konventionelle Strahlungsquellen emittieren dagegen sog. theami-
sches Licht [6.3], die Strahlung ist inkohi#rent, und fiir die
Photonen in jedem Modus gilt die Bose-Einstein-Venteilung (s.Ab-

schn.4.2.2.4). Die Schwankungen sind erheblich grdBer,



(6.61) of = K% + R,

und entsprechend wird im Detektor ein gr&Berer Rauschstrom fest-
gestellt [6.9].

Verteilen sich allerdings die gemessenen Photonen auf z unabhdn-
gige Moden, gleichen sich die starken Schwankungen der Bose-Ein-
stein-Verteilung aus, und die Standardabweichung der neuen Ver-

teilung ergibt sich zu

N

2 ITIz =
(6.62)y o = - + Nz'
Im Grenzfall sehr vieler Moden erhdlt man somit wieder die Pois-

son-Verteilung [6.3; 6.12].

6.4 Phasenempfindliche Detektoren und Verstdrker

Ist die zu untersuchende physikalische GrdBe so klein, daB das von
ihr in einem Aufnehmer, Wandler oder Verstdrker erzeugte Signal
vom Rauschen v8llig iiberdeckt wird, welches diese Glieder einer
MeBeinrichtung selbst erzeugen, ist eine direkte Messung ohne
weitere MaBnahmen nicht m8glich. Ein RC-Glied ist dazu ein sehr
einfaches und bequemes Mittel. Es begrenzt die Bandbreite und re-
duziert das Rauschen so weit, wie es die spezielle Problemstellung

gerade zuldRt.

RuBerst wirkungsvoll ist ein Verfahren, das erstmals von Dicke
[6.7] bei der Untersuchung extrem schwacher Strahlung im Mikro-
wellenbereich in die physikalische MeBtechnik eingefiihrt wurde.
Das Prinzip beruht auf einer Modulation der physikalischen Grése,
der multiplikativen Mischung des aus ihr abgeleiteten Signals mit
einem Referenzsignal gleicher Frequenz und der anschlieBenden
phasenempfindlichen Gleichrichtung. Entsprechende Geridte bezeich-
net man als phasenempfindliche Gleichrichten, Detektonren oden
Venstinkern, kommerziell sind sie meist als Lock-in Verstiénkenr be-

kannt.



Heute werden Verfahren dieser Art routinemdBfig in vielen Gebieten
der Physik und auch Chemie eingesetzt. Als Beispiele seien nur
einige angefiihrt: kernmagnetische (NMR) und Elektronenspin-Reso-
nanzspektroskopie (ESR) [6.1; 6.10; 6.23], Fluoreszenz- [6.25],
Laser- [6.13], Modulations- [6.6] und Rdéntgen-Spektroskopie [6.2],

Radioastronomie [6.22].

Wir betrachten eine zu messende physikalische Eingangsgrdfe g1
die am Ausgang des Aufnehmers, Wandlers oder Verstdrkers die
Signalspannung Us abgibt. Bei direkter Messung widre das Signal-

Rausch-Verhdltnis

2 2
8 _ Uo _ Uo
(6.63) 5 = — =
o UR,eff 4 kT Ranv

wenn das gesamte Rauschen durch einen dquivalenten Rauschwider-
stand qu charakterisiert wird. Durch Modulation der Eingangsgr&Be
(z.B. Zerhacken elektromagnetischer Strahlung mit einer rotieren-
den geschlitzten Scheibe) kann man aus ihr aber auch ein periodi-
sches Signal erzeugen. Fiir den Idealfall einer sinusfdrmigen Modu-

lation mit einer einzigen Frequenz hat man
(6.64) Uy, = (Uo/2) sin wt,
im Fall eines allgemeinen periodischen Signals lassen sich die

folgenden Uberlegungen auf jede Fourier-Komponente des Signals

anwenden.

Der zentrale Teil des einfachsten phasenempfindlichen Gleichrich-
ters ist ein linearer multiplikativer Mischer mit nachfolgendem
TiefpaB (Fig. 6.8). Im Mischer werden Signal und Rauschen mit
einer sinusf8rmigen Vergleichsspannung U, = Ugy,sin(w,t + ¢,) mul-
tipliziert [6.14; 6.19; 6.21].

Die Ausgangsspannung U, ist dann:

(6.65) U, ~ [(Uy/2)sinut + Up(t)] Uy sinfw,t + ¢,).



Us+ U Mischer Uo= Yax+ Ueor Tiefpah Uox+ Uan

(U,+Ug) B U, RC-Glied

U,= Uy, sinlw,t +¢,)

Fig. 6.8: Prinzip des phasenempfindlichen Gleichrichters.

Synchronisiert man die Frequenz w, der Vergleichsspannung mit der

v
Signalfrequenz (w, = w), wird die dem Eingangssignal U, entspre-

chende Ausgangsspannung
(6.66) Uy, ~ (UO/Z)Uovsinwtsin(wt+¢v)

= (U Uy, /4) [cosd,-cos(2ut+d,)].
Das dem Mischer nachgeschaltete TiefpaBfilter (etwa ein RC-Glied
mit wg = 1/RC << 2w) bildet den arithmetischen Mittelwert, so daB
wir flir das Signal erhalten

(6.67) Ty, ~ (Ug Ugy/4) cosby.

Dieses Ausgangssignal ist direkt proportional der Eingangsspannung
und hdngt von der Phasenverschiebung ¢, zwischen Eingangs- und
Vergleichsspannung ab., Filir oy = 0° ist die Gleichrichtung opti-
miert.

Flir den Rauschanteil nach dem Mischer ergibt sich

(6.68) Uap ~ UR(t)U,, sin@t + 6,),
und Fig.6.9 illustriert das Ausgangssignal fiir eine spezielle

Frequenz wp = %wv des Rauschspektrums. Man erkennt, daB bei der



Fig. 6.9: Illustration der Mischung zweier Signale

Multiplikation positive und negative Signalanteile entstehen, und
eine Mittellung daher beliebig kleine Werte liefert, wenn {iber

eine geniigend lange Zeit integriert wird.

Flir eine Komponente des Rauschspektrums 1&8t sich G1.(6.68) mit
Hilfe trigonometrischer Beziehungen folgendermaBen umformen (wobei

wir ¢v = 0 ansetzen):
(6.69) UaR(wR) ~ UgrUgySinugt sinw,t,
(6.70) Ugplwg) ~ (UgpUs,/2) [coslug-w,)t - coslwg + w,)t].

Der TiefpaB mit einer oberen Grenzfrequenz Wy << w, liefert den

entsprechend gemittelten Wert
(6.71) ﬁaR(wR) = H(w) Uygrlwg),

bzw. mit Gl.(5.21) flir den RC-TiefpaB:
2 2
) U
=2 OR “ov
(6.72) UaR(wR) ~ 2 D+(w ) )2/m%
R v g

cosz(wR—wv)t.

Aus dem breiten Leistungsspektrum Wy(wg) des Rauschens (s. Gl.
(6.27)) wird so nur ein schmaler Bereich um die Frequenz w, her-
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ausgefiltert und bestimmt das Rest-Rauschen. Die effektive Breite

Awoge kann man aus Gl.(6.72) sofort angeben:

(6.73) Lluwggg = ng = 2/RC, bazw.

(6.74) Avgge = 1/7RC.

Sie kann beliebig klein gemacht werden, indem man die Zeitkon-
stante RC entsprechend vergrdBert, wobei man natiirlich unter der
Zeitskala bleiben muB, mit der Verdnderungen der EingangsgrdBe
untersucht werden sollen., Das Signal selbst (Gl.{6.67)) wird durch
diese Integration nicht beeinfluft. Die geschickte Wahl der Modu-
lationsfrequenz w,, erlaubt es gleichzeitig, die Messung aus einem
Frequenzbereich starken Rauschens (z.B. 1/f-Rauschen bei niedrigen

Frequenzen) in einen solchen geringeren Rauschens zu verschieben.

Die Wissenschafit, richtig venstanden,
hedilt den flenschen von seinem Stolz,
denn sie zeigi ihm seine Grenzen.

Albent Schweitzen
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7. Detektoren filir Teilchen und elektromagnetische
Strahlung
7.1 Problematik

Elektromagnetische Strahlung wie auch Teilchen sind filir den Physi-
ker die wichtigsten Informationstriger iliberhaupt. Gleiches gilt in
vielen Gebieten, flir welche die Physik eine der Grundlagen oder
unentbehrliches Hilfsmittel ist. Hinzu kommen vielseitige Anwen-
dungen wie etwa als Sonden zur Untersuchung der Materie und ihrer
Bausteine oder als Ubertragungsform hoher Energien. Die breit ge-
streuten Probleme bei der Detektion kann man bereits vermuten,
wenn man nur die heute benutzte bzw. auftretende Strahlung be-
trachtet.

Teilchenstrahlen {iberstreichen den Energiebereich von etwa 1 eV
bis zu 400 GeV, d.h. von etwa zwdlf Zehnerpotenzen. Das Spektrum
der elektromagnetischen Strahlung umfaBt gar einen Frequenzbereich
von 103 Hz (Radiowellen) bis zu 1023 Hz (bestimmte Komponenten der
kosmischen Strahlung). In der Radicastronomie analysiert man
Strahlungsleistungen in der GrdBenordnung 10‘16W, bei Untexrsuchun-
gen zur kontrollierten Kernfusion mittels Tr3gheitseinschluB8 fo-

kussiert man intensive Laserstrahlung von iiber 1014w,

Eine auch nur annidhernd vollstdndige Behandlung aller heute be-
nutzten Detektoren ist daher in diesem Rahmen nicht m&glich. Eine
Auswahl der umfangreichen Literatur ist im Literaturverzeichnis
zusammengestellt. Im folgenden werden nur die fir den Physiker wie
auch Ingenieur im allgemeinen wohl wichtigsten Detektoren vorge-
stellt., Das Verstdndnis der ihnen zugrunde liegenden Prinzipien
erlaubt ihre optimale Verwendung und das Vermeiden von Fehlern.
Auf Anwendungsmdglichkeiten sowie dabei auftretende Probleme wird

gegebenenfalls hingewiesen.

Fast alle Detektoren nutzen spezifische Wechselwirkungen zwischen
der Strahlung und Materie aus, und sie werden daher auch geordnet
nach entsprechenden Gesichtspunkten behandelt.
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Die photographische Schicht

7.2.1 Allgemeine Eigenschaften

Obwohl moderne photoelektrische Vielkanaldetektoren kombiniert mit

elektronischer Verarbeitung der MeBwerte heute in vielen Bereichen

die Photoplatte verdringen und in steigendem MaBe eingesetzt wer-

den, bleibt die photographische Schicht als Strahlungsdetektor von

einer Universalitdt und Wirtschaftlichkeit, wie sie noch kein

anderes System erreicht hat [7.13; 7.19; 7.3{]. Die wesentlichsten

Vorteile sind:

Zweidimensionale Registrierung der auftreffenden Strahlung (in
Sonderfdllen sogar dreidimensional).

Permanente Speicherung.

GroBe Ortsaufldsung. Spezielle hdchstaufldsende Schichten er-
reichen ein Aufldsungsvermdgen von liber 1000 Linien pro mm,
was einer Speicherkapazitdt von 108 bit/cm2 entspricht.
Empfindlich sowohl flir Strahlung vom infraroten Spektralbereich
bis zu den y-Strahlen als auch fiir Teilchenstrahlen.

Einfache Handhabung.

Geringe Kosten.

Dem stehen natiirlich auch Nachteile gegeniiber:

Die Schwédrzung der photographischen Schicht hingt von der Ent-
wicklung ab.

Die Schwdrzungskurve ist nichtlinear.

Die Schwidrzungskurve kann bei gleicher Emulsion und gleicher
Entwicklung von Platte zu Platte variieren.

Niedrigere Quantenausbeute und geringerer dynamischer Bereich
im Vergleich mit photoelektrischen Detektoren.

Keine Zeitaufl&sung.

Reziprozitdtsfehler.

Intermittenzeffekt.

Schrumpfung der Schicht beim Fixier- und Trocknungsprozes.

Die gespeicherte Information kann erst durch punktweises Aus-
messen der Schwdrzung der Schicht mittels eines Mikrophotome-
ters (Densitometer) fiir eine Weiterverarbeitung genutzt werden.
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Auf den photographischen Prozess wird im einzelnen nicht eingegan-
gen; er ist ausfiihrlich in der Literatur beschrieben [7.12; 7.1ﬂ.

Ebenso wird die Farbphotographie ausgeklammert.

Normale photographische Emulsionen enthalten Silberhalogenidsalze
(vornehmlich Silberbromid) in einer Gelatineschicht. Durch die
auftreffende Strahlung werden Halogensilberkdrner entwicklungsf&-
hig, es entsteht das sog. latente Bild, das &duBerlich nicht wahr-
nehmbar ist. Die chemische Entwicklung in einer reduzierenden
Ldsung flihrt dann zur Ausscheidung von metallischem Silber an den
Entwicklungskeimen, es entstehen einzelne Silberkdrner. Das Fi-
xierbad entfernt das unreduziert gebliebene Silberhalogenid, die
anschlieBende Wisserung beseitigt die 1&8slichen Chemikalien. Fir
die einzelnen Arbeitsvorgdnge liefern die Hersteller fiir jede

photographische Schicht genau einzuhaltende Vorschriften.

Die Zahl der entwickelten Silberkdrner pro Flicheneinheit ist so
ein MaB flir die Bestrahlung der Schicht (Belichtung in der Photo-
metrie). In der Tat werden in speziellen F3llen insbesondere dann,
wenn die Zahl der Silberk&rner sehr klein ist, diese unter dem
Mikroskop ausgezdhlt [7.12]. Im allgemeinen bestimmt man jedoch
die Menge des an den einzelnen Stellen vorhandenen Silbers, die
Schwdrzung, gemittelt liber ein kleines Flichenelement aus der
lokalen Transparenz T der Schicht flir weiBes Licht. Dazu wird ein
Lichtbilindel an der zu messenden Stelle durch die Schicht hindurch-
geschickt und das Verhdltnis von austretendem zu einfallendem
Strahlungsflu8 P, gebildet.

(7.1) T = P/Po.

Als MaB fiir die Schwdrzung benutzt man die sog. Dichte D, die als
dekadischer Logarithmus des reziproken Wertes der Transparenz
definiert ist:

(7.2) D =-1g T = 1g (P,/P).

(Die MeBbedingungen miissen allerdings festgelegt werden, da die

geschwdrzte Emulsion nicht nur Licht absorbiert, sondern auch
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streut. Man erhdlt so eine unterschiedliche Dichte je nachdem, ob
nur das gerichtete transmittierte Lichtbiindel oder auch das diffus

gestreute Licht gemessen wird.)

Die Bestrahlung (Belichtung) H ist das Produkt aus Bestrahlungs-
stirke (Beleuchtungsstdrke) E und Bestrahlungszeit (Belichtungs-
zeit) t:

(7.3) H=E¢t.

Die Einheit ist [H] = Jm~2, bzw. [H] = 1x's. Vergleicht man aller-
dings Schwarzungskurven flir energetische Strahlung verschiedener
Wellenldngen, ist es oft zweckmdBiger, als Bestrahlung einfach die
Zahl der pro Flicheneinheit auftreffenden Photonen zu wihlen, [H]
= m~2. Bei Teilchenstrahlen hat man entsprechend die Zahl der
Teilchen einer Sorte bei jeweils einer Energie, doch wird hier
meistens wie auch bei y-Strahlen die sog. fonendosis mit der

Einheit C/kg anstelle der Bestrahlung vorgezogen EL12].

Die Schwdrzung als Funktion der Bestrahlung charakterisiert eine
Emulsion fiir die betreffende Strahlungsart, und die sog. Schwdnr-
zungskurve muB flir jede quantitative Untersuchung jeweils bestimmt

werden. Fig. 7.1 illustriert den typischen Verlauf.

Fig. 7.1:
Schwdrzungskurve
einer photogra-
phischen Emulsion

L A Schieier

Ig{H} 0 1 2 3 Ig{H}




Die konstante Schwdrzung Dy zu Beginn der Kurve ist unabhdngig von
der Bestrahlung. Sie enthidlt nicht nur die Dichte des Schichttra-
gers, sondern auch eine Schwidrzung, die allein durch den Entwick-
lungsprozess entsteht. Sie wird als Schfeien bezeichnet. An der
Schwelle A setzt die Schwdrzung bei Bestrahlung ein (im Sichtbaren
miiBten bis zu 10 Photonen absorbiert werden, um ein Korn entwik-
kelbar zu machen), es schlieBt sich der sog. Fuf bis zum Punkt B
an. Der geradlinige Teil zwischen den Punkten B und C ist der ei-
gentliche Arbeitsbereich der Schicht. Bei C geht die Kurve in den
Schulten-Bereich liber, der Anstieg nimmt ab, bis die Kurve hori-

zontal verlduft. Bei dieser maximalen Dichte D ist praktisch

max
alles Silberhalogenid der Emulsion zu Silber reduziert. Bei noch
grbBeren Bestrahlungen kann allerdings die Schwdrzung wieder ab-
nehmen, ein Effekt als Soflarisation bekannt, da er erstmals bei
Aufnahmen der Sonne beobachtet wurde. Generell tritt die Solarisa-

tion bei ROntgenstrahlen leichter auf als bei Licht [7.12].
Der geradlinige Teil der Schwdrzungskurve hat die Form

(7.4) D - Dg =y (1g{H} - 1g{H;}).
Der Punkt 1g{H;} heiBt Inertic. Die Steigung y der Geraden ist ein
MaB filir den erreichbaren Kontrast und wird als Gamma-W#eat der
Emulsion bezeichnet. Yy hdngt allerdings von der Entwicklungsdauer
ab und strebt asymptotisch bei langer Entwicklung einen Grenzwert

Yo &N

Die &fmplindlichkeit einer photographischen Schicht wird heute
durch die Bestrahlung festgelegt, die notwendig ist, um eine
vorgegebene Dichte (beispielsweise D = 0,1) iiber dem Schleier zu

erreichen.

Eine weitere wichtige KenngrdBe ist das Auflésungsvermbgen, das
durch die endliche GréBe der K&rner und durch die Lichtstreuung in
der Schicht bestimmt wird. Es wird als die Anzahl von Linien pro
Millimeter (L/mm) definiert, die auf der Schicht gerade noch als

getrennt wahrgenommen werden k&nnen.
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Die bisherigen Betrachtungen setzten die Giiltigkeit des Reziprozi-
tdtsgesetzes voraus, das Bunsen und Roscoe (1862) generell fiir
photochemische Reaktionen formuliert hatten. Es besagt, daB das
Produkt einer photochemischen Reaktion nur von der Bestrahlung
abhdngt und unabhidngig davon ist, liber welche Zeit die Strahlungs-
menge geliefert wurde. In der Tat ist es giiltig fiir die Bestrah-
lung photographischer Schichten mit R&ntgen- und y-Strahlen sowie
mit Teilchen. Bei Bestrahlung mit Licht im sichtbaren Spektralbe-
reich werden dagegen Abweichungen von der Reziprozitdt (Schwaerz-
schild-ELLekt) festgestellt, und Aufnahmen filir quantitative Aus-
wertungen sollten daher am zweckmdBigsten mit gleicher Belich-
tungsdauer hergestellt werden. Fiir lange Belichtungszeiten bei
kleinen Intensit&dten, wie sie in der Astronomie erforderlich sind,
fand Schwarzschild eine effektive Bestrahlung der Form

(7.5) Hggg = E * tP,

die iliber einen nicht zu groBen Bereich die Schwdrzung korrekt
beschreibt. p wird als Schwaazschild-Exponent bezeichnet und hat
meistens einen Wert um 1. Ahnliche Abweichungen werden ebenfalls
bei sehr kurzen Belichtungszeiten mit hohen Intensitdten festge-
stellt [7.34] und miissen in der Kurzzeitphotographie beachtet wer-
den.

Eine Folge ist auch der Inteamitienzeffekt. Wird die Belichtung
unterbrochen, ist die erreichte Schwdrzung nicht mehr gleich der-
jenigen, die man bei entsprechender kontinuierlicher Belichtung
erhalten hidtte.

7.2.2 Spektrale Eigenschaften

Die Empfindlichkeit einer photographischen Schicht hingt von der
Wellenldnge der einfallenden Strahlung ab, und man definiert eine
spektrale Emplindlichkeit s()) als den Kehrwert der Bestrahlung
H(X) in einem schmalen Spektralintervall, die in der Schicht nach
der Entwicklung eine vorgegebene Schwidrzung hervorruft:
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(7.6)  s(}) = gy bei D = const.

In den Datenblittern werden oft Kurven fiir D = 0,1 als auch fiir

D = 0,6 liber dem Schleier angegeben. Eine unbehandelte photogra-
phische Emulsion hat eine langwellige Empfindlichkeitsgrenze, die
fiir AgCl etwa bei 425 nm, fiir AgBr bei 480 nm und fiir AgJ bei 440
nm liegt. Setzt man zu AgBr ca. 5% AgJ zu, verschiebt sich die
Grenze bis zu 520 nm. Zu kiirzeren Wellenl&dngen hin wird die Emp-
findlichkeit zundchst durch Absorption in der Gelatineschicht

begrenzt, die unterhalb von 250 nm stark zunimmt.

Ein Zusatz von organischen Farbstoffen, die an den Silberbromid-
kdrnern adsorbiert sind und l&ngerwelliges Licht absorbieren, kann
allerdings die Empfindlichkeit einer Emulsion jenseits der Grenze
erhdhen. Man spricht von spektraler Sensibilisierung. Orthochroma-
tische Schichten sind so bis 600 nm empfindlich, panchromatische

Schichten bis 700 nm; die erreichte Grenze liegt bei etwa 1300 nm.

Kurz aufeinanderfolgende Doppelbelichtungen unter sehr verschiede-
nen Bedingungen filihren zu einer ganzen Reihe von Effekten, die
durch Sensibilisierung wie auch Desensibilisierung der Emulsion
charakterisiert sind [7.34]. So kann beispielsweise eine photogra-
phische Schicht sogar bei einer Wellenldnge von 10,6 um noch als
linearer Detektor fiir gepulste Bestrahlungen ab 20 mJ/cm2 dienen,
wenn die Schicht nach der sensibilisierenden Bestrahlung im Infra-
roten anschlieBend im Sichtbaren belichtet wird [7.23]. Oberhalb

einer bestimmten Bestrahlung tritt Desensibilisierung ein.

Die kurzwellige Empfindlichkeitsgrenze bedingt durch die Absorp-
tion der Gelatine vermeidet man im Ultravioletten und Vakuum-UV-
Bereich mit speziellen Platten, die sehr wenig oder praktisch
keine Gelatine enthalten. Gelatinefreie Platten wurden erstmals
von V. Schumann entwickelt und sind unter dem Namen Schumann-
Platten bekannt. Heute werden sie kommerziell hergestellt, sind
aber wegen der fehlenden oder geringen Gelatine &uBerst empfind-
lich in der Handhabung. Normale photographische Schichten kann man
allerdings indirekt auch flir den UV-Bereich empfindlich machen,

indem man sie mit einer diinnen fluoreszierenden Schicht bedeckt,



131

die im UV absorbiert und im Sichtbaren fluoresziert. Ein Verlust

an Schirfe und Kontrast ist dabei nicht zu vermeiden.

Mit kiirzer werdender Wellenldnge, bzw. gr8Ber werdender Photonen-
energie tritt die Absorption durch die Gelatine immer mehr zurlick
und im R&ntgenbereich kénnen gelatine-haltige Schichten wieder
benutzt werden. Da auch die Absorption in der photographischen
Schicht selbst kleiner wird, verwendet man Emulsionen mit hohem
AgBr-Gehalt und je einer Schicht auf jeder Seite des Schichttri-
gers. Die groBe Energie hat zur Folge, daB jedes absorbierte Ront-
gen-Quant mindestens ein Korn entwickelbar macht, bei sehr ener-
giereicher Strahlung sogar mehrere. Dadurch f&llt die Schwelle
weg, unterhalb der die Zahl der Photonen im Sichtbaren nicht aus-
reichte, einen Keim entstehen zu lassen. Die Dichte iiber dem
Schleier wdchst so im Réntgenbereich sofort linear mit der Be-
strahlung an, und Abweichungen vom Reziprozitdtsgesetz sowie der
Intermittenzeffekt treten nicht auf. Spektrale Empfindlichkeits-
kurven sind in der Literatur zu finden [7.5; 7.8; 7.11; 7.12;
7.34].

Der Bereich der Rdntgenstrahlen geht kontinuierlich Uber in den
Bereich der y-Strahlen. Die Absorption in der Schicht f&l1lt wei-
ter, die Zahl der von einem Quant entwickelbar gemachten Kdrner
nimmt zu, und fiir 1 y-Quant von 1 MeV wurden beispielsweise etwa
80 Kdrner gezdhlt [7.34]. Zu beachten ist allerdings, da8 hier und
auch bereits im Rdntgenbereich primdr zundchst sehr energetische
Elektronen entstehen, und zwar durch Photoeffekt, Compton-Streuung
und oberhalb von 1,02 MeV auch durch Paarbildung. Diese Elektronen
verlieren dann ihre Energie im wesentlichen durch ionisierende
StoéBe, und die dabei frei gesetzten Elektronen sind erst fiir die

Entstehung der entwickelbaren Kdrner verantwortlich.

7.2.3 Die photographische Emulsion als Teilchendetektor

Alle normalen photographischen Schichten werden durch energetische
Elektronen geschwdrzt, wobei, wie oben bei den y- und R&ntgen-

strahlen bereits erwdhnt, erst die durch Ionisation entstandenen



sekunddren Elektronen die entwickelbaren Keime erzeugen. Das Rezi-
prozititsgesetz ist so auch in weiten Grenzen erfiillt, und die
Schwidrzung der Platte ist proportional der Energie der Elektronen,
bis die Reichweite der Elektronen in der Emulsion gleich der Dicke
der Schicht wird. In der Praxis deckt dies etwa den Bereich von
0,1 bis 2 MeV ab. Elektronen mit geringen Energien bleiben in der
dinnen Schutzschicht stecken, mit der viele Réntgenfilme versehen
sind, und hier verwendet man am zweckmidBigsten wieder gelatinearme

Platten wie im Vakuum-UV-Bereich.

Diese Platten eignen sich ebenfalls zum Nachweis von Ionen. Die
Schwidrzung hdngt von der Energie und der Masse der Ionen ab und

ist praktisch unabhdngig vom Ladungszustand.

Gegeniiber Neutronen sind normale Schichten &uBerst unempfindlich.
Die Schwdrzung durch thermische Neutronen erfolgt im wesentlichen
nur iiber den Einfang an den Silber- und Bromkernen der Emulsion
mit nachfolgender Emission von B- und y-Strahlen, die die entwik-
kelbaren Keime erzeugen. Durch Einbau von Bor und Lithium mit
groBen Einfangsquerschnitten [L12] kann allerdings die Neutronen-
empfindlichkeit betrichtlich erhdht werden ('°B(n,a)’Li;

6Li(n,a)3H). Bewdhrt hat sich auch die Kombination von photogra-
phischer Schicht mit dariiberliegenden diinnen Film aus Elementen
oder Isotopen, die bei Neutronenbestrahlung a-, 8- oder y-Strahlen

emittieren.

Schnelle Neutronen erzeugen dagegen durch elastische StéBe mit den
Wasserstoffkernen der Emulsion Protonen, die ihrerseits durch
Ionisation wieder ihre Energie verlieren und so zur Schwirzung
fiihren. In der normalen Schicht ist diese Schwdrzung sehr klein.
Benutzt man aber dicke Emulsionen, kann man die gesamte Spur eines
einzelnen schnellen Protons unter dem Mikroskop verfolgen und aus
ihrer La&nge auf die Energie des Protons und damit auch auf die des
einfallenden Neutrons schlieBen.

Fiir derartige Anwendungen zur Sichtbarmachung der Bahnen elek-
trisch geladener atomarer Teilchen verwendet man spezielle Kern-

emulsionen, die eine hohe Konzentration an Silberbromidkdrnern
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haben, die zudem noch besonders klein sind. Die Dicke der Schicht
kann je nach den Erfordernissen 2 mm erreichen. Neben Spuren von
Protonen lassen sich mit ihnen natilirlich auch die von anderen
Atomkernen, Elektronen und Mesonen nachweisen. Der groBe Nachteil
der Kernemulsionen sollte jedoch auch nicht verschwiegen werden:

die Auswertung unter dem Mikroskop ist milhsam und zeitraubend.

7.3 Thermische Strahlungsempfinger

7.3.1 Allgemeine Eigenschaften

Die wohl &dltesten Detektoren nutzen die Tatsache aus, daB absor-
bierte elektromagnetische Strahlung zu einer Temperaturerhdhung
des absorbierenden Kdrpers fiihrt, die ein unmittelbares MaB fiir
die zugefiihrte Strahlungsenergie ist. Der spektrale Absorptions-
grad des KOrpers bestimmt allein den Verlauf der spektralen Emp-
findlichkeit, und bei geniligender Schwidrze der Auffangflidche ist
die Absorption {iberall eins und die Erwdrmung praktisch unabhidngig
von der Wellenld3nge. Die verschiedensten Ausfiihrungen dieser
Strahlungsempfinger decken im allgemeinen den Spektralbereich von
etwa 0,2 um bis zu 2 mm ab [7.7; 7.14; 7.15; 7.20; 7.31], cbwohl
eine spezielle Version bereits auch Messungen bis ins weiche
Réntgengebiet erm&glicht [7.24] und Anwendungen im Mikrowellenbe-
reich [7.23] vorkommen.

Die Warmezufuhr einerseits und die Verluste im wesentlichen durch
Widrmeleitung {iber die Halterungen und durch Luftkonvektion ande-
rerseits bestimmen die Temperatur, die der Empfangskdrper (Sensor)
bei Bestrahlung annimmt. Ist P die absorbierte Strahlungsleistung,
T die Temperatur des Empfangsk&rpers und T, die der Umgebung,

lautet die Energiebilanzgleichung

(1.7 codF-p- R‘_Q (T-T,).

CQ ist die Wiarmekapazitdt des Empfidngers und Rg der effektive
Wiarmewiderstand der Anordnung. Im stationdren Fall ist die Tempe-
raturerh8hung



134

(7.8) T - To = RQ P,

Den Frequenzgang des Detektors erhalten wir, indem wir die Glei-
chung (7.7) flir eine periodische Strahlungsleistung P = Poel‘*’t 16-
sen (s. Abschn. 5.2.2.2):

T-T
o

1
P (T/Ry) *+1uC

(7.9) H(w)
Q

Amplituden- und Phasengang sind damit

R
(7.10) |H{w)]| = ——92 _und ¢ = - arctan(wRyCo) -
v1+w2R 2C 2
Q "Q

Man erkennt charakteristisches TiefpaBverhalten mit der oberen

Grenzfrequenz w, = 1/RQCQ. Datenbl&dtter enthalten gewdhnlich als

thermische Zeigionstante des Detektors die GrdBe 1/wg = RQCQ (s.
Gl1.5.24), doch ist fiir eine Messung die Einstellzeit Tg = 5 RQCQ
relevanter (G1.(5.26)). Schnelle Einstellzeiten verlangen sowohl
eine kleine Wirmekapazitdt, d.h. kleine Masse des Empfangskdrpers,
als auch einen kleinen Wdrmewiderstand. Diese letzte Bedingung hat
leider eine entsprechend geringere Temperaturdnderung und damit
eine kleinere Empfindlichkeit zur Folge, da der statische Ubertra-
gungsfaktor wiederum K = H(O) = RQ ist. Je nach den Anwendungen

wird man daher Kompromisse schliefen.

Die absolute Nachweisgrenze aller thermischen Detektoren [7.30]
ist durch die Temperaturschwankungen des Empfangskdrpers gegeben
(7empernaturnauschen). Wie jede nicht kiinstlich fixierte thermody-
namische GrdBe fluktuiert die Energie und damit die Temperatur
eines Kdrpers, 'der mit seiner Umgebung im Gleichgewicht steht, um
den makroskopischen Mittelwert. Die statistisch-thermodynamische
Schwankungstheorie liefert fiir das mittlere Quadrat der Schwankun-
gen [7.21]:

2 _ 2
(7.11)  ATE,¢ = kT /CQ.

Physikalisch beruhen die Schwankungen auf dem Strahlungsaustausch
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zwischen K&rper und der Umgebung, und mit Gl.(7.10) kann man die
Schwankungen bei einer Frequenz beschreiben durch

vy Ro 2o,
(7.12)  AT* = _2%—2 P (w).

+
(1+w RQ CQ )

Das Spektrum der Strahlungsschwankungen ist praktisch weiB, da die
auftreffenden und auch vom Kdrper emittierten Photonen Vorgénge

von extrem kurzer Dauer darstellen (s. Abschn.6.3.3). Mit dem An-

satz Pz(w) = B Aw wird die Gl.(7.12) integriert, und der Vergleich
mit Gl.(7.11) liefert das Leistungsspektrum B. Damit lautet

Gl.(7.12) jetzt:

— 2kT2RQAw 4 xr? R, AV
(7.13) AT? = = .

2 2 2
+
T (14w /wg ) 1+v /\)g

Die Analogie mit dem thermischen Widerstandsrauschen in einem
elektrischen RC-Kreis wird offenkundig (s. Gl.6.31). Als kleinste,
mit dem Detektor noch nachweisbare Strahlungsleistung Phin legt
man wieder diejenige fest, fiir die das Signal-Rausch-Verhdltnis
S/N =1 ist:

(7.14) P

-/AT ‘\/2 xr? =\/4 kT2 Ay
= .

min = TH(w) | RQ

Durch Kiihlung des Detektors kann daher die Nachweisgrenze gesenkt

werden.

Zur Messung der TemperaturerhShung werden eine Reihe von Effekten
benutzt, und die Detektoren lassen sich danach gliedern. Die spe-
ziellen MeBverfahren bedingen natiirlich weitere Rauschanteile (s.

Abschn.6.3), die zum Temperaturrauschen noch hinzukommen.

7.3.2 Thermoelement und Thermosdule

Der einfachste thermische Empfdnger ist das Thermoelement. Es ist
nicht anderes als ein Leiterkreis aus zwei Drihten unterschiedli-
cher Materialien. Sowohl Metalle als auch Halbleiter werden
benutzt, und {ibliche Kombinationen sind beispielsweise Cu-Konstan-

tan, Ag-Pd, Ag-Bi, Bi-Sb. Die Verbindungsstellen sind verldtet



oder verschweiBt. Fig. 7.2 zeigt eine Prinzipschaltung.

Fig. 7.2: Thermoelement be-
stehend aus den Materialien
A und B.

Der Empfangskdrper fiir die Strahlung ist eine Létstelle selbst,
die sich erwdrmt, die andere dient als Referenzstelle und wird auf
konstanter Temperatur T, gehalten (etwa durch Eiswasser). Bei
grdBeren Bestrahlungsstidrken werden auch geschwidrzte Metallscheib-
chen als Empfangsk&rper beniitzt, an deren unbestrahlter Riickseite
das Thermoelement angeldtet ist.

Mit steigender Temperatur T beobachtet man eine Spannung, die sog.
Thermospannung Upp (auch als thermoelekinische Krafi bezeichnet),
die der Temperaturdifferenz iiber nicht zu groBe Bereiche direkt
proportional ist:

(7.15) Uppg = €45 (T - T,).

€pp nennt man Seefeck-Koeflizienten fiir die Substanzen A und B,
den Effekt selbst thermoelektrischen oder Seebeck-Effekt nach sei-
nem Entdecker (1821). Physikalisch ist dieser Effekt darauf zu-
rlickzufiihren, daB an den Beriihrungsflichen zweier Leiter mit ver-

schiedenen Austrittsarbeiten durch Diffusion der Elektronen eine

Kontaktspannung entsteht, die von der Temperatur abhingt.

Mit den GIn.(7.10) und (7.15) erhdlt man so fiir die Strahlungsemp-
findlichkeit des Detektors bei langsamen Anderungen (w << wgh

(7.16) S = UAB/P = €pp RQ.
Werden n Thermoelemente hintereinandergeschaltet, kommt man zur

Thermosdule mit der n-fachen Spannung und dementsprechend erhdhten
Empfindlichkeit:
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(7.17) S = nEAB RQ'

Moderne Verfahren der Herstellung diinner Schichten ermdglichen es,
sehr preiswerte Thermosdulen mit komplexen Anordnungen der Einzel-
elemente mit groBer Zuverlidssigkeit herzustellen EL14]; ange-
strebte Empfindlichkeiten von iliber 100 V/W sind dabei kein Pro-
blem. Die spektrale Empfindlichkeit wird durch das Absorptionsver-
halten des Empfangsk&rpers und durch die Transmission eines even-
tuell vorhandenen Fensters bestimmt; im allgemeinen kdnnen diese
Detektoren jedoch vom sichtbaren Spektralbereich bis zu einer

Wellenldnge von etwa 30 um benutzt werden.

7.3.3 Bolometer

In Bolometern wird die Temperaturerh8hung bedingt durch die Ab-
sorption der Strahlung i{iber die Anderung des elektrischen Wider-
stands R des Empfangskdrpers gemessen. Bei Metallen wird iiber

einen weiten Bereich dieser Zusammenhang beschrieben durch
(7.18) R(T) = R(T) [1 + a(T-Ty) + B(T-T,)?].

Der Zahlenwert der 7empenaturkoeffizienten a und B ist sehr unter-
schiedlich (B ist ungefdhr drei Zehnerpotenzen kleiner), so da8
man in nicht zu groBen Temperaturbereichen mit der linearen Be-
ziehung arbeiten kann. In Metallen ist o positiv, da mit steigen-
der Temperatur die Schwingungen des Metallgitters stidrker angeregt
werden und so die Streuung der freien Elektronen an ihnen und

damit der Widerstand grdBer wird.

Der komplexe Frequenzgang des Bolometers wird mit Gln.(7.9) und
(7.18):

R(T)-R(T,) ozRQ R(T,)

3 “TFfiwR.C

(7.19) H(w) = .
Q7 Q

Die Empfindlichkeit bei niedrigen Frequenzen ist



138

(7.20) S = H(O) = a Rg R(T,),

die obere Grenzfrequenz bleibt Wy = 1/RQCQ.

Moderne Metall-Bolometer bestehen meistens aus diinnen Schichten

der Metalle Gold, Platin oder Nickel, die durch Aufdampfen herge-
stellt werden. GrdBere Empfindlichkeiten erreicht man mit Halblei-
ter-Bolometern (Thermistoren) wegen des viel hdheren Temperatur-
koeffizienten. Er ist allerdings nichtlinear und negativ, da mit
steigender Temperatur mehr Elektronen ins Leitungsband gelangen.
Bei normalen Halbleitern wird a in guter Ndherung beschrieben

durch

(7.21) o = § §f - - const |

Diese Beziehung enthiillt, daB man flir sehr empfindliche Bolometer
zu sehr tiefen Temperaturen gehen muB. In der Tat sind auch eine
ganze Reihe von Halbleiter-Bolometern fiir Betriebstemperaturen von
T, = 4,2 K und darunter entwickelt worden [7.14], und die h&chsten
Empfindlichkeiten liegen bei iiber 107V/W.

Supraleitende Bolometer nutzen den enormen Temperaturkoeffizienten

im Ubergangsgebiet zur Supraleitung aus.

Bolometer werden je nach Ausflihrungsform fiir Strahlungsmessungen
vom sichtbaren Spektralbereich bis hin zu den Mikrowellen benutzt.
Neueste Entwicklungen dehnen diesen Bereich aber auch auf das
weiche R&ntgen- und das Vakuum-UV-Gebiet aus sowie auf die Detek-
tion neutraler Teilchen [7.2{]. Die Einstellzeiten liegen typisch
zwischen Tg = 50 ms und T = 15 us.

7.3.4 Golay-Zelle

Die Golay-Zelle ist ein pneumatischer Empfdnger und wurde von
Golay 1947 entwickelt. Die Absorption der Strahlung an einem
kleinen Empfangskdrper innerhalb einer Gaszelle fiihrt zur Erwir-

mung des Gasvolumens und damit zu einer Druckerhdhung, die auf



139

verschiedene Weise gemessen werden kann. In der Version von Golay
benutzt man die Durchbiegung einer verspiegelten Membran, deren
Beweqgung tber die Reflexion eines Lichtstrahl verfolgt werden
kann. Mit einem kapazitiven Verfahren kann die Durchbiegung aber
auch bequem iiber die Anderung der Kapazitdt eines Kondensators
gemessen werden, den die Membran der Zelle mit einer zweiten
festen Platte bildet. Der Spektralbereich der Golay-Zelle er-
streckt sich ebenfalls vom Sichtbaren bis zu Wellenldngen von

einigen mm, und fiir die Einstellzeit werden 15 ms angegeben.

7.3.5 Pyroelektrische Detektoren

Der pyroelektrische Effekt ist zwar seit langem bekannt, an Bedeu-
tung in Verbindung mit der Strahlungsmessung hat er allerdings
erst seit einigen Jahren gewonnen. Die Empfangskdrper dieser De-
tektoren sind gewdhnlich ferroelektrische Kristalle oder Kerami-
ken, die infolge ihres Kristallaufbaus einen Dipolcharakter und
damit eine permanente elektrische Polarisation P, aufweisen. Eine
Erwdrmung des Kristalls fiihrt zu einer Ausdehnung und damit zu
einer Ver&dnderung der Polarisation, die durch den pyroelekinischen

Koeffizienten p charakterisiert wird:

(7.22) p(T) e
7.22 T) = —.

P dT
Diese Anderung der Polarisation kann besonders bequem gemessen
werden, indem man den Kristall einfach als Dielektrikum eines
Kondensators benutzt. Wird die Querschnittsfldche des Kondensators
mit A bezeichnet, ist die auf Grund der Polarisation auf den
Kondensatorplatten induzierte elektrische Ladung Qg = Po A, und
der bei einer Polarisationsidnderung flieBende Strom wird

s}

ag P
7.23) I =—2-pa_—_€4dT _ ,(7)adT,
( ) at ar at - P Pg

Der komplexe Frequenzgang des Detektors, der diesen Strom mit der
einfallenden Strahlungsleistung verkniipft, ergibt sich daraus in
Verbindung mit Gl.(7.9) zu:
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1 +imRQcQ'

Elektrisch stellt der pyroelektrische Detektor nichts anderes dar

(7.24) Hy(w =4 = pA

als eine Stromquelle mit einer Kapazitdt Cp und einem Parallelwi-
derstand Rp, der einen &uBeren Arbeitswiderstand mitenthdlt. Fig.

7.3. zeigt das Ersatzschaltbild.

-
1 Fig. 7.3: Ersatzschaltbild
I J— Co Rg U des pyroelektrischen De-
tektors.
-

Fir die Ausgangsspannung erhdlt man

R
U D
(7.25) ¥ = ——2— = Hp(w).
1+1wRDCD

Das Produkt der Gln(7.24) und (7.25) liefert schlieflich den Fre-

quenzgang mit der Spannung des Detektors als AusgangsgréBe:

(7.26) Hy(w) = § = iwpARpRy —1 1 _
1+iwR,Cp 1+1wRQCQ

Der Frequenzgang ist durch zwei Grenzfrequenzen charakterisiert,

Wyy = 1/RpCp und w 2 = 1/RQCQ, und spiegelt sowohl die elektri-

g
schen als auch die thermischen Eigenschaften des Detektors wider.

Bei einem vorgegebenen Detektor kann Hy(w) noch durch die Varia-

tion des Arbeitswiderstands (und damit von RD) verdndert werden.

Fiir sehr kleine Frequenzen ist |Hy(w)|~ w, fiir sehr hohe Frequen-

1

zen (w >> w wgz) verliuft |HU(w)| ~ w '. Im Bereich zwischen

gls
den Grenzfrequenzen gilt bei w
P AR,
—A !

q

d.h. der Frequenzgang ist unabhdngig von der Frequenz. Hohe Emp-

g1 > Wg) angendhert

(7.27) Hylw) =

findlichkeiten fordern eine kleine Wiarmekapazitdt, einen groSen
pyroelektrischen Koeffizienten und einen hohen Arbeitswiderstand.
Verwendete Materialien sind beispielsweise TGS (Triglyzinsulfat),
LiTa03 oder Sinterkeramiken aus Blei-Zirkon-Titanat oder Barium-
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Strontium-Niobat.

Pyroelektrische Detektoren haben im infraroten Spektralbereich
eine hdhere Empfindlichkeit als jeder andere nicht gekiihlte Detek-
tor. Bei sehr stark reduzierter Empfindlichkeit werden sie mit
Bandbreiten bis zu 1 GHz als schnelle Detektoren filir intensive
Laserstrahlen benutzt, und als EnergiemeBgerdte fiir gepulste
Strahlung werden sie sogar fiir den Bereich von 1 nm bis zu 1 mm

angeboten.

Im pyroelekinischen Vidicon (Pyricon) dient eine etwa 10 um dicke
Scheibe pyroelektrischen Materials zur Aufnahme eines Bildes im
infraroten Bereich von etwa 1 um bis 30 um [7.32]. Die modulierte
Bestrahlung bewirkt lokale Polarisationsinderungen, die mit einem
Elektronenstrahl abgetastet und in ein Videosignal umgesetzt wer-

den.

7.4 Photoemissive Detektoren

7.4.1 Photozellen

Photozellen basieren auf dem &HuBeren Photoeffekt, der 1887 von H.
Hertz entdeckt, 1888 von W. Hallwachs untersucht und 1905 von A.
Einstein erkldrt wurde. In einer im allgemeinen hochevakuierten
RShre aus Glas oder Quarz befinden sich die Kathode K und die
Anode A. Treffen auf die Kathode Lichtquanten, deren Energie hv
gréBer ist als die Austrittsarbeit Wp der Elektronen, so werden
Elektronen freigesetzt. Ihre kinetische Energie ist durch die

photoelekinische Gleichung (Einstein-Gledichung) gegeben:
(7.28) Ep;, = hv - Wa.
Die Anzahl dieser sog. Photoelektronen ist bei monochromatischem

Licht der Anzahl der jeweils auftreffenden Photonen direkt propor-

tional, das Verhdltnis dieser Zahlen wird als Quantenausbeute n

bezeichnet. Unter dem EinfluB einer zwischen Kathode und Anode

angelegten Spannung werden die Elektronen zur Anode hin beschleu-
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nigt und flhren in einem 3JuBeren Stromkreis zu einem meBbaren
Strom I. Dieser wie auch die an einem Arbeitswiderstand R abfal-
lende Spannung Up sind ein MaB fiir den auf die Kathode fallenden
StrahlungsfluBf P. Fig. 7.4 zeigt diese Prinzipschaltung fiir die

zwel Ublichen Kathodenausfiihrungen.

P
P
e —0 oS e o
K A KA
@ R U ® R U,
A
T W —°

Fig. 7.4: Aufbau der Photozelle (a) mit lichtundurchldssiger Pho-
tokathode, (b) mit halbdurchl&ssiger Photokathode.

Bei der lichtundurchldssigen Photokathode wird die lichtempfindli-
che Schicht auf eine Metallfdche aufgetragen, und die Elektronen
verlassen die Kathode auf der Seite des Lichteinfalls. Wegen der
hohen Austrittsarbeit k&nnen reine Metallkathoden nur fiir
Strahlung im Ultravioletten und Vakuum-UV-Bereich benutzt werden.
Bei den halbdurchldssigen Photokathoden durchdringen dagegen die
Photonen die Kathode, und die freigesetzten Elektronen treten auf

der dem einfallenden Licht entgegengesetzten Seite aus.

Der relativ einfache Aufbau und die ebenfalls einfache elektrische
Beschaltung zeichnen die Photozelle genauso aus wie eine gute
Konstanz ihrer Eigenschaften iiber l3ngere Zeiten. Ihre fiir meR-

technische Anwendungen wichtigsten Eigenschaften sind:

- Strom-Spannungs-Kennlinie

Den typischen Verlauf der Kennlinien einer Hochvakuum-Photozelle

zeigt Fig. 7.5. Der "Photostrom" nimmt zun#chst sehr schnell mit
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der angelegten Spannung zu, erreicht aber schon bei relativ klei-
nen Spannungen den Sdttigungsbereich, in dem die Photozelle be-
trieben wird. Hier gelangen alle ausgeldsten Photoelektronen an
die Anode. Ein oft noch beobachtbarer geringer Anstieg kann ver-

schiedene Ursachen haben.

- Linearitdt

Bei fester Spannung ist der Strom dem auf die Kathode fallenden
StrahlungsfluB iber einen sehr groBen Bereich direkt proportional.
Man muB allerdings darauf achten, daB immer die gleiche Fliche der
Kathode bestrahlt wird, da die Quantenausbeute der lichtempfindli-
chen Schicht von Flichenelement zu Flichenelement variieren kann.
Am zweckmiBigsten leuchtet man daher die Kathode immer vollst&ndig

aus.

zwei Effekte begrenzen diese Linearitdt bei sehr hohen Strahlungs-
fliissen. Wird die Photokathode iliber lingere Zeiten mit sehr hohen
Intensitdten bestrahlt, nimmt ihre Quantenausbeute ab. Erholt sie
sich nach einer Ruhepause wieder, spricht man von Ermiidung; alle
irreversiblen Anderungen werden dagegen unter dem Begriff Alterung
zusammengefaBt. Leider treten diese Erscheinungen bereits dann
auf, wenn die Photokathode ohne angelegte Spannung dieser
Strahlung ausgesetzt wird. Es ist daher zu empfehlen, hochempfind-
liche Kathoden nicht im Sonnenlicht oder unter einer starken Lampe

zu betrachten. Caesiumhaltige Kathoden sind besonders empfindlich,
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da Caesium relativ leicht aus der Schicht verdampft.

Die Ermiildungserscheinungen hidngen allerdings von der Bestrahlung H
ab, und bei kurzen Pulsen kdnnen so entsprechend hdhere Strah-
lungsfliisse toleriert werden. In diesem Fall fihrt dann die Raum-
ladung der freigesetzten Elektronen letztlich zu einem raumla-

dungsbegrenzten Strom und damit zur Nichtlinearitdt.

- Spektrale Empfindlichkeit

Die Quantenausbeute der Photokathode ist eine Funktion der Wellen-

ldnge der auftreffenden Strahlung und im allgemeinen charakteri-
stisch fiir das spezifische Photokathodenmaterial, wobei aber die
verwickelten Vorgdnge bei der Herstellung der Kathoden, die aus
zusammengesetzten Stoffen bestehen, zu groBen Streuungen der Quan-
tenausbeute fiihren k&nnen. Zu langen Wellenlingen hin bestimmt die
Austrittsarbeit W, die Grenze, jenseits der keine Elektronen mehr
ausgeldst werden kdnnen, A s hc/WA. Die Transmission des Fenster-
materials begrenzt die Empfindlichkeit bei den kurzen Wellenlin-

gen.

Datenbldtter geben anstelle der Quantenausbeute hdufig die
spektrale Empfindlichkeit S an, die das Verhdltnis von Photostrom

I zu einfallendem StrahlungsfluB8 P beschreibt:
(7.29) s<A)=%=n(A)% mit [s] = &.

Fig. 7.6 zeigt den Verlauf der Quantenausbeute flir einige Katho-
den. Gold wie auch andere Metalle (Pt, W) haben eine Quantenaus-
beute von 10% und dariliber im Bereich zwischen 40 nm und 100 nm
[7.28] und kdnnen in Anordnungen ohne Fenster direkt im Vakuum-UV-
Bereich benutzt werden. Besonders hohe Ausbeuten haben unterhalb
von 100 nm CsI und CsTe; da diese Kathoden in Luft sehr schnell
zerstdrt werden, kann man sie nur in geschlossenen Zellen verwen-
den. Dargestellt ist daher die resultierende Quantenausbeute mit
einem Fenster aus MgF,, und zwar filir den Fall einer lichtundurch-
ldssigen (a) und einer halbdurchldssigen Photokathode (b). Gegen-

iiber sichtbarem Licht sind diese Kathoden v81lig unempfindlich.
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Die Kathoden fiir den sichtbaren und ultravioletten Spektralbereich
enthalten im allgemeinen wegen der niedrigen Austrittsarbeit Alka-
limetalle. Sehr hehe Quantenausbeuten im blauen und UV haben die
Bialkali-Photokathoden, wie die Kurve K-Cs flir den Fall mit Quarz-
glas (a) und fiir Borsilikatglas (b) illustriert.

Kathoden aus Ag-0-Cs werden mit dem Symbol S-1 bezeichnet; sie
haben zwar nur eine relativ kleine Quantenausbeute, sind aber bis
ins Infrarote bei 1000 nm empfindlich. Wesentlich h8here Empfind-
lichkeiten auch im Roten erzielt man dagegen mit Multialkali-

Kathoden (Na-K-Sb~Cs), wie die Kurve mit der Kurzbezeichnung S-20

{a) -
Au | S 7 GaAs{Cs)
10

-20
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Fig. 7.6: Quantenausbeute als Funktion der Wellenlidnge.

fiir eine Ausfiihrung mit Glasfenster zeigt. Derartige S-Zahlen
wurden urspriinglich flir 40 bekannte Empfindlichkeitskurven verge-

ben. Heute benutzen die verschiedenen Hersteller zum Teil eigene
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Kurzbezeichnungen, geben aber neben der S-Zahl (wenn vorhanden)
fiir alle Kathoden jeweils die Zusammensetzung, das Fenstermaterial

und die gesamte Empfindlichkeitskurve an.

Zu den neuesten Entwicklungen z3dhlen die GaAs(Cs)-Kathoden. Bei
hoher Quantenausbeute zeigen sie i{iber einen groBen Bereich eine

nahezu gleichbleibende Empfindlichkeit.

Fiir die im Sichtbaren empfindlichen Kathoden enthalten die Daten-
blédtter im allgemeinen auch die integrale Lichtempfindlichkeit Sg.
Man bestimmt sie durch Beleuchtung der Kathode mit der Strahlung
einer Wolframband-Lampe, die entsprechend einer Farbtemperatur von
2856 K betrieben wird. Ist P(A)dA der im Intervall dx auf die
Kathode fallende StrahlungsfluB, ergibt sich der gesamte Licht-
strom P, zu

780 nm
(7.30) Pv = K, I V(x) P())dx,

380 nm
wobei V(A) der spektrale Hellempfindlichkeitsgrad des Auges (Ab-
schn.6.1) ist und Kn das photometrische Strahlungsdquivalent
(Abschn.2):

(7.31) K, = 683 lm/W.

Damit gilt fiir die Lichtempfindlichkeit der Kathode:

_ 1SS0 pna -
(7.32) S5 = g vy roax (5] = =

Die Werte von Sy liegen typisch zwischen 20 uA/lm und 300 uA/lm;
flir Galliumarsenid-Kathoden werden aber auch Empfindlichkeiten von
600 uA/lm angegeben.

- Bandbreite

Der einfache Aufbau und die kurze Laufzeit der Elektronen zwischen
Kathode und Anode sind die Griinde, daB Photozellen prinzipiell
sehr schnell sind. Obwohl der individuelle Prozess der Emission
eines Elektrons abhdngig von der Kathodenart sehr komplex sein

kann [7.14] (Freisetzen des Elektrons durch Absorption eines Pho-
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tons in der Kathode, Transport des Elektrons an die Oberfléche,
Verlassen der Oberfliche durch das Oberfldchenpotential), ist die
damit vorhandene Zeitverzdgerung vernachldssigbar klein, und die
Bandbreite wird im wesentlichen durch die geometrische Anordnung

der Photozelle selbst und die elektrische Beschaltung bestimmt.

Die einfachste Anordnung entspricht der einer Vakuumdiode mit ebe-
nen Elektroden, und der Strompuls des einzelnen Elektrons hat die
Form eines Dreiecks (s. Fig. 6.6 und 6.7). Bezeichnen wir den
Elektrodenabstand mit d und die angelegte Spannung mit U, wird mit

der Beschleunigung

(7.33) a=2%

die Laufzeit T zwischen den Elektroden:

(7.34) 1 = WIE - 28
a Y2 {e/m) 0

Das Spektrum des Dreieckspulses (Gl.6.42) liefert die obere Grenz-

frequenz w die nach [7.15] gegeben ist durch

g’

(7.35) Wy = m/T.

Mit Gl.(7.34) wird

N XYL
(7.36) v = 5= 22T

Fir eine typische Photozelle mit d = 1 cm und einer Betriebsspan-
nung von U = 200 V erh8lt man so eine Laufzeit von T = 2,4 ns und
eine Grenzfrequenz von Vg = 200 MHz. Allerdings werden auch spezi-
elle Photozellen kommerziell angeboten, die bei einem Elektroden-
abstand von d = 2 mm eine Betriebsspannung von 3 kV erlauben. Die
Laufzeit der Elektronen betrdgt dann nur 0,12 ns und ermdglicht
eine Bandbreite von 4 GHz. Diese Photozellen miissen schaltungs-
technisch sorgfdltig aufgebaut werden, damit die Bandbreite bei-
spielsweise nicht durch Streukapazitidten begrenzt wird. Bei einem

Arbeitswiderstand R gilt daher fiir die Summe C all dieser Kapazi-
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tdten:

>

Aja

1
RC , bzw.

T
(7.371) C<3x -

Flir die schnelle Photozelle bedeutet dies C < 0,8 pF bei R = 50 Q.
Man wird natiirlich durch spezielle Formgebung der Elektroden dafiir
sorgen, daB die Laufzeit flir alle Elektronen tatsdchlich gleich

ist.

- Rauschen

Bei hohen Bestrahlungen ist das Rauschen einer Photozelle im we-
sentlichen durch das Schrotrauschen des Photostroms gegeben (s.Ab-
schn.6.3.3):

(7.38) AIZ = 2 e IAv = 2eAv [S(A) P(A)dA.

Hinzu kommt das thermische Rauschen des Arbeitswiderstandes (s.
Abschn.6.3.2). Die Nyquist-Beziehung (Gl.(6.26)) in die entspre-
chende Form filir die Stromschwankungen umgeschrieben lautet:

(7.39) 8I% = 4 KT AV/R.

Bei kleiner werdenden Photostr®dmen miissen allerdings der sog. dun-
kelstrom I und das mit ihm verknilipfte Schrotrauschen (Dunkefrau-
schen) berlicksichtigt werden. Unter dem Dunkelstrom versteht man
den Strom, der in einem Detektor auch ohne Bestrahlung flieft. Er
kann verschiedene Ursachen haben, wobei im allgemeinen der grdB8te
Beitrag IS aber auf die thermische Emission von Elektronen aus der
Kathode zurlickzuflihren ist. Sie wird durch die bekannte Richard-

son-Gleichung beschrieben:
(7.40) I = a arle~(eWp/kT),

A ist die Oberflidche der Photokathode und a die Richardson-Kon-

stante mit einem theoretischen Maximalwert von a = 1,20 - 108
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A/(msz). Insbesondere bei Halbleitern ist a kleiner, und techno-
logische Unterschiede bei der Herstellung kénnen den Wert sogar
drastisch beeinflussen. Dazu kommt, daB bei Halbleiterkathoden die
Austrittsarbeiten fiir thermische Emission und Photoemission nicht
gleich sein miissen. Die starke Temperaturabhdngigkeit erlaubt
allerdings eine wirkungsvolle Reduzierung des Dunkelstroms durch
Kiihlung der Photokathode.

Weitere Rauschanteile zum Dunkelstrom liefern Leckstrdme sowie die
radioaktive Strahlung der Umgebung, die entweder direkt Elektronen
auslést oder zundchst primdr Photonen in den Winden oder auf den
Elektroden.

Das Rauschen des Dunkelstroms wird ebenfalls durch die Schottky-
Beziehung beschrieben. Da die verschiedenen Rauschanteile vonein-
ander unabhingig sind, addieren sich ihre mittleren Schwankungs-
quadrate, und fiir die Photozelle erhalten wir ein Signal-Rausch-

Verhdltnis von

2

(7.41) §=—éw.
2eA\)(I+ID +-€§4

Das thermische Widerstandsrauschen dominiert gegeniiber dem Rau-
schen des Dunkelstroms fiir alle Lastwiderstinde

(7.42) R < 2 kT/elIp,

und in den Datenbldttern angegebene oder nach Gl.(7.40) abge-
schitzte Werte filir den Dunkelstrom enthiillen, daB dies im allge-
meinen der Fall ist, praktisch aber immer dann, wenn geringe
Stréme mit hoher Zeitaufldsung (hohe Grenzfrequenz wg = 1/RC)
gemessen werden sollen. Hier bietet der Photomultiplier mit seiner

hohen inneren Verstdrkung entscheidende Vorteile, s. Abschn.7.4.2.

Gegeniliber dem Schrotrauschen des Signalstroms I wird das Wider-
standsrauschen vernachldssigbar fiir

(7.43) I > 2kT/eR, bzw.
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(7.44) IR > 2kT/e.

Man erkennt, daB bei Zimmertemperatur der Signalstrom am Arbeits-
widerstand dann bereits eine Spannung von IR > 50 mV erzeugen muf,
und das Signal-Rausch-Verhiltnis S/N > kT/(2e°RAv) selbst bei der
Registrierung schneller Vorgidnge in diesen Fdllen schon sehr groB

ist.

- Gasgefiillte Photozellen
Fiillt man die Photozelle mit Edelgasen (z.B. Argon), k&nnen die im

elektrischen Feld beschleunigten Elektronen ionisieren, und durch
die sich ausbildenden Elektronenlawinen werden Verstidrkungen des
primidren Photostroms bis zu einem Faktor 100 erreicht. Allerdings
haben die sich auf die Kathode zu bewegenden positiven Ionen eine
so groBe Laufzeit, daB die obere Grenzfrequenz dieser Detektoren

etwa 10 kHz nicht {iberschreiten kann.

7.4.2 Photomultiplier

Im Photomultiplier (Photovervielfacher, Sekundidrelektronenverviel-
facher) ist im gleichen Kolben nach einer Photozelle ein Verstir-
ker untergebracht, der nach dem Prinzip der Sekundirelektronenver-
vielfachung arbeitet und rauscharme Stromverstirkungen von 103 bis
iiber 102 mit groBer Bandbreite ermdglicht. Fig. 7.7 illustriert
den Aufbau.

Die aus der Photokathode (Potential Vg) durch einfallendes Licht
freigesetzten Elektronen werden durch ein elektrisches Feld auf
die 1. Dynode (Potential V4) hin beschleunigt und 18sen dort bei
geniigender kinetischer Energie Sekundirelektronen aus. Das Ver-
hdltnis der Anzahl dieser Sekunddrelektronen zu der der Primir-
elektronen wird als Sekundidremissionsfaktor § bezeichnet. Er hingt
vom Dynodenmaterial, vom Einfallswinkel der Prim#relektronen und
von der Beschaffenheit der Oberfliche ab und wichst mit der kine-
tischen Energie der einfallenden Elektronen [7.14]. Bei 200 eV

liegt § bei liblichen Dynodenmaterialien etwa zwischen 4 und 14.



Fig. 7.7: Prinzip des Photomultipliers.

Die Sekunddrelektronen der 1. Dynode werden wiederum auf die 2.
Dynode hin beschleunigt, und der Prozess der Vervielfachung wie-
derholt sich bis zur letzten Dynode. Bei n Dynoden spricht man von
einem n-stufigen Photomultiplier. Ist I der die Kathode verlassen-
de "Photostrom"”, trifft auf die Anode jetzt ein "verstidrkter"
Strom

(7.45) I =84 8, 83 .... &, I.

Flir gleiche Sekunddremissionsfaktoren ergibt sich die Verstirkung
M zu

(7.46) M = &1,

Bei der konstruktiven Ausfilhrung ist zu beachten, daB die Elektro-
nen zwischen den Dynoden nicht nur beschleunigt, sondern auch
fokussiert werden miissen. Eine Reihe von Dynodenstrukturen werden
heute benutzt (Jalousiedynoden, kreisfdrmig angeordnete Kifigdyno-
den, Schachteldynoden, linear angeordnete Systeme), und ihre spe-
zifischen Vor- und Nachteile k&nnen im Hinblick auf die vorgesehe-
ne Anwendung am zweckmdBigsten den Datenblidttern der Hersteller

entnommen werden.



Die Spannungen fiir die einzelnen Elektroden des Photomultipliers
werden im allgemeinen durch einen Spannungsteiler bereitgestellt,
wobei normalerweise die Anode mit Nullpotential und die Kathode
mit negativer Hochspannung betrieben wird. Die Speisespannung Uy
muB einerseits gut stabilisert sein, um Schwankungen der Verst&r-
kung zu vermeiden, andererseits sollte sie kontinuierlich oder in
Stufen einstellbar sein, damit {liber die Ver&dnderung der Sekunddr-
emissionsfaktoren eine bestimmte Verstidrkung eingestellt werden
kann. Fig. 7.8 zeigt die Schaltung. Bei kontinuierlicher Beleuch-

L I I T - H
R, R, R R,

Ra-y Rq
b Lamln
* Cn-'l Cn

Fig. 7.8: Schaltung eines Photomultipliers

tung sind die Kondensatoren C, nicht erforderlich. Die Werte der
Spannungsteilerwiderstdnde oder zumindest ihre Verhdltnisse werden

jeweils von den Herstellern empfohlen.

Der Spannungsteilerstrom muB genligend groB gewdhlt werden, damit
die einzelnen Dynodenstrdme klein gegen ihn bleiben: im anderen
Fall werden die Spannungen der letzten Stufen durch zu groSe
Dynodenstréme abgesenkt, und die Spannungen an den ersten Stufen
steigen bei konstanter Speisespannung, was insgesamt zu einer
Verdnderung der Verstdrkung filihrt. In der Regel sollte der Anoden-
strom 1% des Spannungsteilerstroms nicht {iberschreiten. Im Pulsbe-
trieb sind dagegen hdhere Anodenstr8me mdglich, wenn die letzten

Stufen mit parallel geschalteten Kondensatoren bestiickt werden.
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Ihre GrdBe kann relativ leicht abgeschdtzt werden, sobald der
maximal auftretende Anodenstrom und die Pulsdauer bekannt sind. Da
die Absenkumg der Stufenspannung U wdhrend der Pulsdauer At unter
1% bleiben soll, folgt aus AU/U = 0,01 und AQ = Cheq AU = I, At
beispielsweise flir den letzten Kondensator

I, At
= 100 A
n+1 IR

(7.47) C
n+1

Fiir die vorangehenden Stufen wird C gemdB der Verstdrkung der
betreffenden Dynode entsprechend kleiner gewdhlt. Zu beachten ist
nur, daB die vom Hersteller angegebene Anodenbelastung nicht iiber-
schritten wird, Fiir die meisten Photomultiplier wird ein mittlerer
Anodenstrom von etwa 100 puA als obere Belastungsgrenze angegeben.

Die wichtigsten Eigenschaften sind:

- Linearitat

Bei richtiger duBerer Beschaltung zeichnen sich die Photomulti-
plier durch eine enorme Linearitdt zwischen Anodenstrom und ein-
fallendem Licht aus. Hersteller zitieren Abweichungen von kleiner
als drei Prozent iiber einen Bereich von 8 GrdBenordnungen. Ursache
der Nichtlinearitdt ist bei hohen Strdmen die Raumladung, die sich
im allgemeinen zuerst zwischen den beiden letzten Dynodenstufen
aufbaut [7.29]. Fiir sehr hohe Anodenstrdme wurden daher spezielle
Photomultiplier entwickelt, die besonders hohe Stufenspannungen
zwischen den kritischen Dynoden erlauben, oder die zwischen Anode
und letzter Dynode ein zusdtzliches Beschleunigungsgitter zum
Abbau der Raumladung besitzen. SchlieBlich entstehen bei kleinen
Verstdrkungen, aber hohen Photostrdmen, auch zwischen Kathode und
1. Dynode Raumladungen, wie bereits bei der Photozelle besprochen
wurde. Die dort diskutierte Ausleuchtung der Kathode sowie die
Ermiidungs- und Alterungserscheinungen gelten selbstverstindlich
auch fiir den Photomultiplier.

- Verstdrkung
Der Sekunddremissionsfaktor § kann unterhalb des Maximums angeni-

hert durch folgende Beziehung beschrieben werden,



(7.48) & = B (E;,)Y,

wobei B eine Konstante ist, E,;, ist die kinetische Energie der
auftreffenden Elektronen und Y ein Koeffizient, der vom Anodenma-
terial und der Anodengeometrie abhingt und in vielen Fdllen einen
Wert zwischen 0,7 und 0,8 hat. Mit Gl.(7.46) ergibt sich damit

zwischen Verstdrkung und Speisespannung Ug:
* Yn
(7.49) M =~ B Ug'™,

In doppelt logarithmischer Darstellung entspricht dies einer Gera-
den, und in der Tat enthiillen die Verstdrkungskurven vieler Photo-
multipliertypen diesen Zusammenhang. Fiir meBtechnische Anwendungen
muB M = £(Ug) jedoch jeweils bestimmt werden.

Gl.(7.49) macht auch die Notwendigkeit der Stabilisierung der
Speisespannung deutlich. Jede Schwankung wirkt sich bei vielen

Stufen drastisch auf die Verstdrkung aus:

Leider kdnnen schon geringe Magnetfelder die Elektronen von ihrer
normalen Flugbahn ablenken und so die Stromverstdrkung stark redu-
zieren. In ungilinstigen Fidllen geniigen bereits Felder von der GrdBe
um 0,5 mT und darunter, um eine Absenkung der Verstdrkung um einen
Faktor 10 zu bewirken. Da das Erdmagnetfeld schon in der Grdfen-
ordnung von 0,05 mT liegt, sollte daher jeder Photomultiplier
prinzipiell abgeschirmt werden. Oft genligt eine Abschirmung aus
hochpermeablem Werkstoff. In starken Magnetfeldern werden derarti-
ge Legierungen jedoch schnell gesdttigt, und eine zweite duBere

Abschirmung (etwa durch einen Stahlzylinder) wird notwendig.

- Spektrale Empfindlichkeit

Die spektrale Kathodenempfindlichkeit ist identisch der einer

Photozelle mit der ersten Dynode als Anode, und die entsprechenden
lberlegungen kdnnen ohne Einschrinkung {ibernommen werden. Durch

Multiplikation mit der Verstdrkung ergibt sich die spektrale Ano-



denempfindlichkeit als Funktion der Speisespannung, bzw. aus

Gl.(7.32) die gesamte Lichtempfindlichkeit des Photomultipliers.

- Bandbreite

Infolge der groBen Verstidrkung fiihrt ein einzelnes aus der Photo-
kathode ausgeldstes Photoelektron bereits zu einem meBbaren Ano-
denstrompuls, und es ist daher zweckmd@Big, diesen auch gleich zur
Charakterisierung der ibertragungseigenschaften zu benutzen; er
ist im Prinzip nichts anderes als die StoBantwort des Photomulti-
pliers (s. Abschn. 5.2.2.1).

Der Anodenstrompuls ist um die Laufzeit der Elektronen durch die
R8hre verzdgert. Sie hdngt von der Konstruktion ab. Bei den ge-
br3duchlichsten Typen liegen die Laufzeiten zwischen 10 und 100 ns,
und die Nichtbeachtung kann zu schwerwiegenden Fehlern fiihren. Die
Streuung der Laufzeit, bedingt im wesentlichen durch unterschied-
lich lange Wege, die die einzelnen Elektronen innerhalb des Photo-
multipliers zurlicklegen kdnnen, bestimmt letztlich die Form des
Anodenstrompulses. Die Datenbldtter der Hersteller geben dazu
gewdhnlich die Anstiegszeit Tp an, die Werte zwischen 2 und 15 ns
haben kann, obwohl spezielle Ausfilhrungen mit Anstiegszeiten von
unter 1 ns auch angeboten werden. Die obere Grenzfrequenz v

g
erhalten wir aus Gl.(5.25) zu

(7.51) vg = 0,35/T,.

Laufzeit und Anstiegszeit nehmen mit steigender Spannung ab.

Wird die maximale Verstdrkung nicht bendtigt, kann auf recht
einfache Weise u.U. die Anstiegszeit verbessert werden, indem man
auf die letzten Dynoden verzichtet und die Spannungen zwischen den
ersten Dynoden erhdht. Die letzte noch benutzte Dynode wird dabei
als Anode betrieben. Mit einem der preiswertesten Photomultiplier

(1P28) wurde so eine Anstiegszeit von 0,36 ns erreicht [7.iL

- Rauschen
Die Schwankungen des Photostroms 1 sowie des Kathodendunkelstroms

I, werden wie der Photostrom selbst verstdrkt und liefern daher
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einen Rauschanteil des Anodenstroms von

(7.52) AIZ = 2eM?(I + Ip)Av.

Schwankungen der Sekundiremission vergrdBern allerdings das Rau-
schen um einen Faktor & /(6-1) [7.15], und mit dem thermischen
Rauschen des Arbeitswiderstandes R wird damit das Signal-Rausch-
Verhdltnis des Anodenstroms I, = MI:

2

s _ a 12
(7.53) §=—3° 3 KT A
AL, [2eAv(I+ID) =1t ——7-——]

M™ R

Infolge der hohen Stromverstdrkung ist jetzt im Gegensatz zur
Photozelle das Widerstandsrauschen vernachlédssigbar,

IZ

(7.54) § = 2eRV(I+I)8/(8-1)

und S/N wird im wesentlichen nur durch das Schrotrauschen des
Photo- und Kathodendunkelstroms bestimmt. Bei kleinen Strdmen I
empfiehlt sich daher auch hier wieder die Kiihlung des Photomulti-
pliers.

7.4.3 Elektronenvervielfachung mit kontinuierlichen Dynoden

7.4.3.1 Kanal-Elektronenvervielfacher

Der Kanal-Elektronenvervielfacher (channel electron multiplier,
CEM) ist ein Sekunddrelektronenvervielfacher mit einer kontinuier-
lichen Dynode. Fig. 7.9 illustriert das Prinzip. Der ganze Ver-
vielfacher besteht aus einem Glasrdhrchen aus geeignetem Material,
meistens einem speziellen Bleiglas. Die Innenseite des R&hrchens
wird zusdtzlich behandelt, um sowohl die Sekunddremissionseigen-
schaften zu optimieren, als auch die Oberfldchenschicht halb-
leitend zu machen, so da8 zwischen den Enden etwa ein Widerstand
der Groésenordnung 10° @ vorhanden ist. An den Enden selbst befin-

den sich Kontakte gewdhnlich aus Chrom, aus einer Chrom-Nickel-Le-
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s

Fig. 7.9: Prinzip des Kanal-Elektronenvervielfachers

gierung oder aus Inconel. An sie wird die stabilisierte Hochspan-
nung angelegt. Das System darf nur in einem guten Vakuum bei
Driicken erheblich unterhalb von 10 mPa betrieben werden, da ober-
halb eine zerstdrende Bogenentladung einsetzt.

Trifft ein aus der Photokathode austretendes Elektron auf die
Innenwand, 16st es dort Sekundidrelektronen aus, die in Richtung
hdheren Potentials beschleunigt werden. Beim erneuten Auftreffen
auf die Kanalwand wiederholt sich der Vorgang: im R8hrchen bilden
sich so Elektronenlawinen aus, die schlieBSlich auf die Anode
treffen.

Die Verstdrkung h&@ngt entsprechend Gl.(7.46) von der Zahl der
StéBe mit der Wand ab und {iber den mittleren Sekundiremissionsko-
effizienten § natilirlich direkt von der angelegten Spannung., Die
Betrachtung der Flugbahn der Elektronen im homogenen Feld ent-
hiillt, daB neben der Spannung letztlich nur das Verhdltnis von
Lédnge zu Innendurchmesser des R&hrchens eingeht, so daB sich mit
kurzen Kandlen von kleinem Durchmesser bei gleicher Spannung die-
selbe Verstidrkung erzielen 148t wie mit &hnlich vergrdBerten Sy-
stemen [7.37].

Gerade Vervielfacher erlauben nur eine Verstidrkung von etwa 103
bis 105; dariliber werden sie durch die sog. Ionenriickkopplung
instabil: die starke Elektronenlawine in der Nihe des Ausgangs des
Kanals flihrt zu einer erheblichen Ionisierung der Restgasmolekiile.

Die Ionen laufen auf den Eingang zuriick, wo sie ebenfalls Sekun-
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direlektronen aus der Innenwand oder sogar aus der Photokathode
ausl8sen, die dann zu weiteren Elektronenlawinen fihren. Durch
Kriimmung der RS6hrchen kann man die Riickkopplung vermeiden: die
Ionen treffen bereits auf die Wand, ehe sie im elektrischen Feld
geniigend Energie zur Ausldsung von Sekunddremissionsprozessen auf-
nehmen kdnnen. Mit Vervielfachern von 1 mm Durchmesser und L3ngen
zwischen 5 und 10 cm werden flir ein einzelnes Elektron Verstdrkun-
gen bis 108 bei Spannungen von etwa 3 kV erreicht. Dariiber fiihrt
die Elektronenlawine zu einer Raumladungswolke vor der Anode,
Sdttigung tritt ein. Zusdtzlich senkt die hohe Stromdichte im
Kanal das Wandpotential ab, eine Steigerung der Elektronenzahl am
Ausgang liber 108 Elektronen pro Puls wird so unmdglich. Beim
konventionellen Photomultiplier kann man dies durch Kondensatoren
zwischen den letzten Dynodenstufen vermeideén, hier dagegen muB die
Ladung durch den Wandstrom erst wieder ersetzt werden. Da der
Wandstrom (bias current) typisch in der GrdB8enordnung 1 bis 40 ua
liegt, ist daflir eine Zeit zwischen 0,4 und 16 us erforderlich.
Dies entspricht der "Totzeit" eines Z&Zhlers. In der Tat werden
Kanal-Elektronenvervielfacher in dieser Betriebsart zum Z3hlen der
Primdrelektronen und damit natiirlich zum 2Z&hlen einfallender Quan-
ten oder Teilchen benutzt [7.38]. Die Pulsdauer ist etwa 20 ns.

Im kontinuierlichen Stromverstidrkerbetrieb sollte man auch, wie

beim Photomultiplier, mit dem mittleren Anodenstrom 1% des Wand-
stroms nicht Uberschreiten, um eine lineare Verstdrkung zu gewdhr-
leisten, obwohl geniigende Linearitdt bis zu 5% des Wandstroms in
der Literatur zitiert wird. Der Dunkelstrom entspricht etwa 0,1
bis 0,5 Primdrelektronen pro Sekunde, und gegen Magnetfelder sind

diese Vervielfacher relativ unempfindlich.

In der Praxis werden Kanal-Elektronenvervielfacher ohne eine sepa-
rate Photokathode, aber oft mit trichterférmigem Eingang versehen,
hauptsdchlich zur Messung elektromagnetischer Strahlung im ROnt-
gen- und Vakuum-UV-Bereich sowie zum Nachweis von Elektronen und
Ionen eingesetzt. Im ersten Fall dient die Innenwand am Eingang
des Kanals als Photokathode, im zweiten Fall 18sen dort die ein-

fallenden geladenen Teilchen die Prim3relektronen aus.
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Bei 120 nm fillt die Quantenausbeute auf unter 2% ab [7.22], bei
200 nm ist sie bereits nur 10~ %s. Durch Bedampfung mit CsI kann
allerdings der Vervielfacher auch flir diesen Bereich empfindlich
gemacht werden [7.37]. Zwischen 0.2 und 20 nm schwankt die Quan-
tenausbeute bedingt durch die Absorptionskanten der Elemente im

Glas und in der Oberfldche sehr stark.

Angaben iiber die Nachweiswahrscheinlichkeit von Elektronen im
Energiebereich zwischen 40 und 1000 eV findet man beispielsweise

in [7.27], Werte fiir verschiedene Ionen und Ladungszustdnde in

[7.10].

7.4.3.2 Mikrokanalplatten-Elektronenvervielfacher

Der Mikrokanalplatten-Elektronenvervielfacher, kurz Mikrokanal-
platte (micro channel plate, MCP) genannt, besteht aus einer
Vielzahl (104 bis 107) von kleinen Kanal-Elektronenvervielfachern,
die in dichter Packung alle parallel zueinander angeordnet sind
[7.37]. Der Innendurchmesser liegt bei den gebriuchlichsten Typen
zwischen 10 und 25 um, das Lingen-Durchmesser-Verhdltnis zwischen
40 und 100, die Dicke der Platten daher bei ca. 1 mm. Die Achsen
der Kandle stehen entweder senkrecht auf den Plattenoberflichen,
die wieder metallisch bedampft und die Elektroden fiir die Hoch-
spannung sind, oder sie bilden einen Winkel zwischen 5° und 15°
mit der Plattennormalen, damit parallel zu dieser einfallende
Teilchen oder Quanten nicht einfach durch die Platte hindurchflie-

gen kdnnen, ohne auf die Innenwand zu treffen.

Die Ionenrﬁckkobplung begrenzt die Verstdrkung auf etwa 104, die
bei einer angelegten Spannung von typisch 1 kV erreicht wird. Fir
hShere Verstdrkungen werden zwei oder drei Vervielfacherplatten
hintereinandergeschaltet; die entsprechenden Verstdrkungen sind
dann etwa 105 bis 107 und iiber 108, wenn an jeder Platte 1 kV
anliegt. Die Neigung der Kanalachsen verhindert jetzt die Ionen-
rlickkopplung. Fig. 7.10 zeigt die sog. Chevron-Konfiguration, be-
stehend aus zwei Kanalplatten in Verbindung mit einer Photokathode
K und einer Anode A. Der Abstand beider Platten liegt zwischen 50
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Fig. 7.10: MCP-Photomultiplier

Derartige Photemultiplier mit Mikrokanalplatten-Vervielfachung
werden kommerziell als MCP-Photomultiplier angeboten. Neben dem
geringen Dunkelstrom und der Unempfindlichkeit gegen Magnetfelder
sind die schnellen Anstiegszeiten ihr groSer Vorteil. Befindet
sich die Kathode unmittelbar vor der Mikrokanalplatte und die
Anode nah am Ausgang, ist die Laufzeit der Elektronen kleiner als
1 ns, die Laufzeitstreuung bei einer dreistufigen Anordnung immer
noch nur 100 ps. Fiir Anordnungen mit 1 Mikrokanalplatte werden so
Anstiegszeiten von 200 ps angegeben, fiir Ausfiihrungen mit 3 Mikro-
kanalplatten 300 ps.

Die spektrale Empfindlichkeit wird natilirlich zunichst wieder durch
die Photokathode bestimmt (s. Abschn. 7.4.1), und bei Entfernung
derselben durch die entsprechende Empfindlichkeit der Kanalinnen-

wédnde. Wie bereits beim Kanal-Elektronenvervielfacher besprochen
wurde, eignen sich daher die Mikrokanalplatten besonders als De-

tektoren fiir den Vakuum-UV- und den R&ntgenbereich. Im Gegensatz
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zu konventionellen offenen Multipliern kdnnen sie ohne Schaden
ldngere Zeit in Luft gelagert werden. Eine CsI-Bedampfung erh&ht
nicht nur die Empfindlichkeit oberhalb von 120 nm, sondern auch im
Gebiet der weichen R8ntgenstrahlen [7.35]. Uber die Erhdhung der
Empfindlichkeit durch andere Bedampfungen finden sich Angaben in
[7.31]. Die Absorption harter R&ntgenstrahlen erfolgt nicht mehr
in der Oberfldche der Innenwand, sondern im gesamten Bleiglas der
Kanalplatte und ergibt immerhin noch eine Nachweiswahrscheinlich-
keit von 1 bis 2% im Bereich von 10 bis 600 keV. Wie mit dem
Einkanalvervielfacher werden mit der Mikrokanalplatte selbstver-

stdndlich auch Elektronen und Ionen nachgewiesen.

Ihre gré8te Bedeutung haben Mikrokanalplatten wohl aber als Bild-

verstdrker und Bildwandler. Das Prinzip wird sofort offenkundig,

wenn man in Fig. 7.10 die Anode durch einen Phosphorschirm ersetzt
und so nah wie m8glich an die Mikrokanalplatte heranbringt: die
Elektronenlawinen der einzelnen Kanile erzeugen entsprechende
Bildpunkte auf dem Schirm. Das Elektronenbild der Photokathode
wird dazu entweder durch eine elektrostatische Linse auf die Ein-
gangsebene der Mikrokanalplatte abgebildet, oder man bringt die
Photokathode ebenfalls direkt vor der Platte an (proximity focused
type).

7.5 Halbleiter als Detektorelemente

7.5.1 Photowiderstinde

Die Absorption elektromagnetischer Strahlung kann in Halbleitern
durch den inneren Photoeffekt zur Bildung freier Ladungstridger und
damit zu einer Anderung der Leitfahigkeit fiihren. Man spricht dann
von Photoleitung und bezeichnet Materialien, die diesen Effekt
zeigen, als Photoleiter. Im Bdndermodell lassen sich die Absorp-
tionsprozesse anschaulich darstellen. Fig. 7.11 illustriert die
Vorgédnge. Bei der Eigenphotoleitung (a) werden Elektronen durch
Absorption eines Quants aus dem Valenzband V ins Leitungsband L
gehoben: es entstehen freie Elektronen und Ldcher gleichzeitig.

Der Bandabstand Eg bestimmt die kleinste Photonenenergie, die noch
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Fig. 7.11: Bindermodell zur Diskussion der Photoleitung:
(a) Eigenphotoleitung, {(b) und (c) Stdrstellenphotolei-
tung

zu diesem Prozess fiihrt, bzw. die ldngste, auf diese Weise noch
nachweisbare Wellenldnge, A s hc/Eg. Bei Stdérstellenphotoleitern
werden dagegen die Elektronen entweder aus Donatortermen (b) ins
Leitungsband angeregt, und man erhdlt nur freie Elektronen, oder
sie werden aus dem Valenzband in Akzeptorterme (c) gebracht, und
es entstehen nur LScher im Valenzband. Infolge der viel kleineren
Energieabstdnde Ep und Ep der Stdrstellenterme von Leitungs- bzw.
Valenzband, sind die entsprechenden Grenzwellenl&ngen natiirlich

viel grdBer.

Das zeitliche Verhalten der erzeugten Ladungstridger wird durch
Differentialgleichungen beschrieben, bei stationdrer Bestrahlung
ist ihre Erzeugungsrate gleich der Rekombinationsrate. Bezeichnet
man beispielsweise bei einem n-dotierten Halbleiter die Dichte der
freien Elektronen, die durch Photonen erzeugt im Halbleiter vor-
handen sind, mit An, ihre Erzeugungsrate mit g, und ist ihre
mittlere Lebensdauer im Halbleiter T (Rekombinationsrate = An/7),

so folgt fiir das Gleichgewicht
(7.55) An = g T.

Wird die Strahlungsleistung P im Volumen V absorbiert, folgt mit

der Quantenausbeute n und der Erzeugungsrate g = nP/hv

nbkPrt
hv Vv

(7.56) A4On =



Die Leitfdhigkeit des Halbleiters ohne Bestrahlung ist durch
0 = e U n gegeben, wobei y die Beweglichkeit der Elektronen ist.
Die relative Leitfdhigkeitsinderung, verursacht durch die Bestrah-

lung, wird damit

Die entsprechende Widerstandsdnderung AR/R = - AG/0 kann bequem

gemessen werden, und Fig. 7.12 zeigt den MeBkreis.

O
P . .
~ Fig. 7.12: Photowiderstand
im MeBkreis
| |Rr Rq Ug+alUg
T—— 1
|
! —
Ug'! -

Aus U, = UBRa/(Ra+R) erhdlt man flir die am Widerstand R, auftre-

tende Spannungsidnderung AUa, die die einfallende Strahlung verur-

sacht:
RaAR
(7.58) AU, = - Uy — flir AR << R,
(R+R_)
a
bzw. mit Gl.(7.57)
Ra/R T nP

(7.59) AU, = Ug —_—y — —

(1+Ra/R) nV hv
Bei Leistungsanpassung zwischen Lastwiderstand und Photowider-
stand, R, = R, wird AU, am grdBten, und die spektrale Empfind-
lichkeit des Detektors vereinfacht sich zu folgender Beziehung:

AU U, T n(\)
(7.60) S(M:_P_a:__li_”_,

Die Ladungstrdgerdichte n ohne Strahlung ist durch thermische

Anregung bestimmt; durch Kiihlung des Photowiderstandes kann sie
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erniedrigt werden. Eine hohe Lebensdauer der Ladungstrdger ist in
diesem Zusammenhang wiinschenswert, doch begrenzt sie andererseits
gerade die Bandbreite des Detektors [7.15]; die obere Grenzfre-

quenz ist v, = 1/(2n1).

g9

Photowiderstdnde decken den Bereich vom Sichtbaren bis ins ferne
Infrarot ab, und Tabelle 7.1 gibt einige Beispiele mit dem nutzba-
ren Wellenldngenbereich sowie der Detektorbetriebstemperatur an.

Tabelle 7.1: Photoleiter

Eigenphotoleiter Stdrstellenphotoleiter

Material ngeﬁgh T/K Material Bigeﬁgh T/K
Ccd S 0,5 - 0,9 295 Ge : Au 1- 9 77
Pb S 0,6 - 3,0 295 Ge : Cu 6 - 29 4,2
Pb S 0,7 - 3,8 77 Ge : In 7 - 40 4,2
Pb Se 0,9 - 4,6 295 Ge : Sb 40 -140 4,2
In Sb 0,5 - 6,5 195

Hg €d Te 2 - 24 77

Das Rauschen setzt sich zusammen aus dem Generations-Rekombina-
tionsrauschen und dem thermischen Rauschen des Last- und Photowi-
derstandes.

7.5.2 Photoelemente und Photodioden

Photoelemente und Photodioden sind physikalisch gleiche Halblei-
ter-Bauelemente, sie unterscheiden sich lediglich durch die elek-
trische Betriebsweise. Beide benutzen den inneren Photoeffekt in
der pn-Uibergangsschicht, die sich zwischen aneinandergrenzenden p-

und n-Halbleitermaterialien ausbildet.

Infolge des Konzentrationsgefdlles diffundieren Elektronen aus dem

n-Gebiet in das p-Gebiet, wo sie mit den Ldchern rekombinieren,
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und umgekehrt diffundieren L&cher aus dem p-leitenden Material in
den n-Bereich, in dem sie mit den Elektronen rekombinieren. Diese
Diffusion baut so eine an beweglichen Ladungstrdgern verarmte
elektrische Doppelschicht, eine Raumladungsschicht, an der Grenze
beider Bereiche auf, da im n-Halbleiter positiv geladene Donator-

Ionen und im p-Halbleiter nega-

e N/111111
/L-Bond

tiv geladene Akzeptor-Ionen zu-
riickbleiben. Die Raumladung er-
zeugt ihrerseits ein elektri-
sches Feld, das einen dem Diffu-
sionsstrom entgegengesetzt ge-
S s RN richteten Feldstrom zur Folge
hat. Im Gleichgewicht heben sich
am pn-Ubergang Diffusion- und
Feldstrom gerade auf. Die Fermi-

Energie Ep ist dann im n- und p-

x Bereich gleich groB, und den

p gesamten Potentialsprung liber
/:S\‘ die Raumladungsschicht bezeich-

‘\:/ x net man als Diffusionsspannung

Up. Fig. 7.13 zeigt den pn-

Ubergang im Bdndermodell mit der

Fig. 7.13: Bindermodell und zugehdrigen Raumladungsdichte
Raumladungsdichte p(x).

des pn-Ybergangs

Die Absorption eines Photons in

der pn-Ubergangsschicht fiihrt
zur Entstehung eines freien Elektron-Loch-Paares. Im Raumladungs-
feld wandern die Elektronen in das n-Gebiet, die Ldcher in das p-
Gebiet, und werden die Enden des Halbleiters durch einen duBeren
Leiter kurzgeschlossen, flieBt entsprechend in diesem Stromkreis
ein KurzschluBSphotostrom, der wieder der Zahl der einfallenden
Photonen und damit dem StrahlungsfluB {ber viele Gr&Benordnungen
proportional ist. In MeBschaltungen versucht man daher, den Wider-
stand des Anzeigegerdts so klein wie mdglich zu halten. Die Leer-
laufspannung bei offenem Stromkreis hingt dagegen logarithmisch
vom Strahlungsflus8 ab [7.7], und im Ersatzschaltbild wird dieser
Detektor dann als Stromquelle dargestellt, bei dem sowohl Innenwi-
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derstand als auch KurzschluBstrom von der Bestrahlungsstdrke ab-
hingen. Der Vorteil dieser Betriebsweise als Photoelement ist, daB
keine &duBere Spannung notwendig ist. Als Solarzellen zur Gewinnung
elektrischer Energie aus Sonnenlicht finden sie ebenfalls breite

Anwendung.

Bei Betrieb als Photodiode wird eine duBere Spannung U<0 so an den
Halbleiter angelegt, daB die Potentialbarriere Up vergréBert wird
(positiver Pol an die n-2Zone, negativer Pol an die p-Zone). Elek-
tronen werden dann aus dem Bereich des pn-Ubergangs zum Pluspol,
die L&cher zum Minuspol herausgezogen, die an beweglichen Ladungs-
trigern verarmte Ubergangsschicht (Sperrschicht) verbreitert sich,
ihr elektrischer Widerstand nimmt zu; es flieBt nur ein sehr
kleiner Feldstrom'ID (Sdttigungssperrstrom), die Diode ist in
Sperrichtung gepolt.

Die Absorption von Photonen geeigneter Wellenld&nge in der Sperr-
schicht flihrt wieder zu Elektron-Loch-Paaren; die Ladungstriger
bewegen sich im starken Feld der Raumladungsschicht, und zum
Sdttigungssperrstrom kommt additiv ein dem einfallenden Strah-
lungsfluB8 P proportionaler Photostrom I:

enp
(7.61) I = - —.
hv
Die Quantenausbeute n gibt die pro
I P=0 eingestrahltes Photon erzeugten La-
P, dungstrdgerpaare an. Ein Vorteil des
P, Diodenbetriebs wird offenkundig, wenn
Py man die Kennlinien der Photodioden
betrachtet. Fig. 7.14 zeigt die
--ly U Strom-Spannungscharakteristik fir
___________/// verschiedene Strahlungsfliisse P. Der
- A Strom ist unabhdngig von der in
A Sperrichtung angelegten Spannung,

solange sie nur genligend groB gewdhlt

wird. Der Lastwiderstand im duBeren
Fig. 7.14: Kennlinien
I = +I=£(U)

I Stromkreis kann daher im Gegensatz
einer Bhotodiode zum Photoelement relativ groB sein,
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ohne daB die an ihm abfallende Spannung den Photostrom und damit
den linearen Zusammenhang zwischen diesem und dem einfallenden

StrahlungsfluB zerstdrt.

Das Frequenzverhalten der Photodioden wird im wesentlichen durch
die Kapazitdt der Sperrschicht und den Lastwiderstand bestimmt. Da
mit steigender Sperrspannung die Raumladungszone breiter wird und
somit die Sperrschichtkapazitdt sinkt, sollte man fiir eine hohe
Grenzfrequenz mit der Betriebsspannung mdglichst bis an die zulds-
sige Grenze gehen. Schnelle Photodioden bis in den GHz-Bereich
sind so realisierbar. Letztlich setzt allerdings die Ladungs-

trigerdiffusion die erreichbare Grenze [}.ﬂ.

Einige Spezialausfiihrungen bieten fiir spezifische Anwendungen
weitere Vorteile. Die pin-Photodiode enthdlt zwischen dem p- und
n-dotierten Bereich eine breite, hochohmige Zone mit Eigenleitung
(englisch: intrinsic zone), in der durch die einfallende Strahlung
die Elektron-Loch-Paare entstehen. Das von der angelegten Sperr-
spannung in dieser Zone erzeugte Feld ist nahezu konstant, im
Inneren existiert keine Raumladung. Diese eingefligte Eigenlei-
tungsschicht fiihrt effektiv zu kleinen Sperrschichtkapazitéten,

—1

A

Fig. 7.15: Aufbau einer Fig. 7.16: Schematische Struktur
pin-Photodiode einer pin-Photodiode mit
Fronteinstrahlung

die jetzt auch nahezu spannungsunabhdngig sind, und damit ermdgli-
chen diese Dioden groBe Bandbreiten. Hinzu kommt wegen des hohen
Widerstands der Schicht ein besonders niedriger Dunkelstrom. Fig.
7.15 zeigt den Aufbau der pin-Photodiode und Fig. 7.16 die schema-
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tische Struktur. Die einfallende Strahlung muB die p-Schicht
durchdringen, die daher nicht zu dick sein darf.

Lawinen-Photodioden {(Avalanche-Photodioden) werden mit einer so

hohen Sperrspannung {(einige hundert Volt) betrieben, daB die im
elektrischen Feld beschleunigten Ladungstridger geniligend Energie
aufnehmen, um ihrerseits durch StoBionisation weitere Ladungstri-
ger freizusetzen: die primdr durch Photonen erzeugten freien Elek-
tronen und Ldcher vermehren sich so lawinenartig. Das Produkt aus
Bandbreite (vg) und Verstdrkung (M) ist dabei eine charakteri-
stische DiodengrdBe, und Werte von ng = 200 GHz werden filir sehr
schnelle Dioden zitiert [5.4].

Der Phototransistor stellt die Integration einer Photodiode mit

einem nachgeschalteten Transistor dar. Der pn-Ubergang zwischen
dem Kollektor und der Basis ist die lichtempfindliche Raumladungs-
zone, und der erzeugte Photostrom wird um die Stromverstirkung des
Transistors erh&ht. Typische Verstdrkungswerte liegen zwischen 100
und 700. Da die Verstdrkung selbst aber eine stromabhingige Grdgse
ist, &dndert sich der Ausgangsstrom nicht streng linear mit dem
auftreffenden StrahlungsfluB, und Phototransistoren werden fiir
MeBzwecke daher kaum eingesetzt.

Bringt man schlieBlich ein Metall und einen Halbleiter zusammen,
bildet sich auch hier eine Doppelschicht mit &hnlichen Eigenschaf-
ten aus, wie sie ein pn-Ubergang hat. Photodioden mit einem der-
artigen Ubergang werden als Schottky-Barriere-Photodioden bezeich-

net.

Zum Rauschen der Photodioden tragen wieder bei das Schrotrauschen
des Photostroms und des Dunkelstromes, das thermische Rauschen der
Widerstdnde sowie ein zus#tzliches Rauschen bei Lawinenphotodio-
den, da der Multiplikationsprozess statistischer Natur ist. Durch

Kiihlung der Dioden kann der Dunkelstrom verkleinert werden.

Das wichtigste Halbleitermaterial flir Photodioden im sichtbaren
und nahen infraroten Bereich ist Silizium. Durch entsprechende
Dotierung wird es n- und p-leitend gemacht. Die hochentwickelte
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Siliziumtechnologie erlaubt die Herstellung einer breiten Palette
von Detektoren, deren einzelne Kenndaten (spektrale Empfindlich-
keit, Anstiegszeit, Dunkelstrom, Linearitdt, Innenwiderstand, ak-
tive Flidche, Abmessungen) jeweils in Bezug auf bestimmte Anwen-
dungen optimiert sind ELQ], [7.2ﬂ. Ge-Dioden haben einen breite-
ren spektralen Empfindlichkeitsbereich, doch ist ihr Dunkelstrom
sehr viel gr8Ber, ihre Rauscheigenschaften sind daher erheblich
ungilinstiger. Fiir das nahe Infrarote sind auBerdem InGaAsP-Detekto-
ren zu erwdhnen. Tabelle 7.2 enthdlt dazu weitere, gebrduchliche
Diodenmaterialien flir den Infrarotbereich mit Angabe der Betriebs-

temperatur.

Tabelle 7.2: Photodioden
; Bereich : Bereich
Material in um T/K Material in um T/K
Si 0,4 - 1,1 295 InAs 0,6 - 3,2 77
Ge 0,5 - 1,8 295 InSb 0,6 - 5,6 77
InGaAsP 1 -1,7 295 HgCdTe 2 - 15 77
InAs T - 3,7 295 PbSnTe 8 -12 77
7.5.3 Halbleiterzéhler

Trifft auf eine pin-Diode energiereiche Strahlung (R3ntgen- oder
Y-Quanten, a- oder B-Teilchen), erzeugt diese auf ihrem Weg durch
den Halbleiter Elektron-Loch-Paare. Ist eine Spannung in Sperrich-
tung angelegt, flieBen die in der Sperrschicht erzeugten Ladungs-
trdger wie bei der Photodiode beschrieben zu den Elektroden ab,
und im duBeren Kreis ist ein entsprechender Strom meBbar. Der
Halbleiterdetektor wirkt so im Prinzip wie eine Ionisationskammer
(s. Abschn. 7.6.1), wobei der Unterschied darin besteht, daB das
Medium fest und nicht gasférmig ist und daB zur Erzeugung eines
Ladungstrédgerpaares weniger Energie erforderlich ist. Diese Ener-
gie € betrdgt bei Silizium 3,6 eV und bei Germanium 2,8 eV. Bei
vorgegebener Teilchenenergie ist daher die Zahl der erzeugten

Ladungstrdger im Festkdrper am grdBten und damit der relative
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Fehler am kleinsten. Bei hohen Feldstdrken in der Verarmungszone
erreicht man sehr hohe DPriftgeschwindigkeiten der Ladungstriger
und damit kurze Anstiegszeiten der Stromimpulse in der GréBenord-
nung 1 us bis 0,1 ns je nach Dicke der Ubergangsschicht. Neben
Detektoren mit pin-Struktur werden auch solche mit einem pn-
lbergang oder einer Oberflidchensperrschicht (Doppelschicht am
Metall-Halbleiter-{ibergang) benutzt.

Die pin-Struktur erlaubt besonders dicke Sperrschichten. Diese
Detektoren werden heute hauptsdchlich nach dem Lithium-Drift-
Verfahren hergestellt. Man beginnt mit einem p-leitenden Ausgangs-
material, z.B. Bor-dotiertem Silizium. Das Lithium wird entweder
auf einer Seite auf den Kristall aufgedampft oder in einer §1-
Suspension aufgetragen. Unter Einwirkung eines elektrischen Feldes
driften die Lithiumionen durch den Halbleiterkristall und kompen-
sieren die vorhandenen Akzeptoren, da sie selbst als Donatoren
wirken. Es entsteht so praktisch ein eigenleitender Kristall, in
der Ndhe der Oberflidche bleibt eine n-leitende Schicht zuriick. Der
gesamte Halbleiter muB wdhrend des Vorgangs auf hdherer Temperatur
gehalten werden, damit eine geeignete Ionenbeweglichkeit erreicht
wird. Selbstverstdndlich kann der Drift-ProzeB durch Temperatur
und elektrisches Feld gesteuert werden. Das Verfahren wird sowohl
auf Silizium als auch auf Germanium angewandt, und die Detektoren

werden mit Si(Li) und Ge(Li) bezeichnet.

Die Anwendungen der Halbleiterzdhler in der Kern- und Hochenergie-~
physik und allen mit diesen zusammenh&ngenden Gebieten sind zahl-
reich und in der relevanten Literatur ausfihrlich beschrieben
[7.6; 7.18; 7.17; 7.26].Die Auswahl eines bestimmten Halbleiter-
zdhlers wird im allgemeinen durch die vorgesehene Verwendung be-
einfluBt, wobei die bendtigte Sperrschichtbreite ein wichtiger
Gesichtspunkt ist. Zu beachten ist allerdings, daB durch zu hohe
Strahlungsdosen im Halbleiter Strahlenschidden hervorgerufen wer-
den, die diese Detektoren unbrauchbar machen und damit ihre Ver-

wendung begrenzen.

In der Teilchenspektroskopie erméglichen die Halbleiterzihler eine

ausgezeichnete Energieaufldsung. Trifft ein geladenes Teilchen auf
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den Halbleiter, erzeugt es Elektron-Loch-Paare nicht nur durch
primdre direkte StoBprozesse: die zundchst entstehenden energeti-
schen Elektronen verlieren ihre Energie in einer Reihe von Sekun-
ddrprozessen, die zu weiteren Trigerpaaren fiihren. Flir die prakti-
sche Anwendung ist dabei von Bedeutung, daB die mittlere Energie €
zur Erzeugung eines Elektron-Loch-Paares nahezu unabhdngig ist
sowohl von der Energie EO der einfallenden Teilchen als auch von
der Teilchensorte. Da der Bandabstand im Halbleiter schwach mit
abnehmender Temperatur kleiner wird, ist eine entsprechende Zunah-

me von € bei niedrigeren Temperaturen festzustellen.

Wird ein einfallendes Teilchen vollstdndig in der Sperrschicht
absorbiert (die Reichweiten in Si und Ge sind fiir verschiedene
Teilchen in der o.a. Literatur zitiert), ergibt sich die Zahl der
erzeugten Elektron-Loch-Paare zu N = Eo/e, und der Ausgangsimpuls
des Detektors ist damit proportional zur Energie E, des einfallen-
den Teilchens. Fiir die tatsdchlich beobachtete Zahl der Tridgerpaa-
re wilirde man eine Poisson-Verteilung mit einer Varianz cﬁ = N
erwarten (s. Abschn. 4.2.2.3), falls die einzelnen Ionisationser-
eignisse voneinander unabhdngig wdren. Durch die bei der Abbrem-
sung im Kristall zu berlicksichtigende Gitteranregung ist dies
jedoch nicht der Fall, und eine Verringerung der Varianz ist die
Folge. Zu ihrer Beschreibung wird der Fano-Faktor F eingefiihrt

(7.17]:

(7.62) of = FN = FE/e mit F s 1.

Flir Si ist F ~ 0,15, und fiir Ge bei 77 K ist F = 0,13. Die relati-

ve Energieaufldsung der Halbleiterzdhler wird somit (o = € oy)
(7.63) OE/EO = YF/N' = VFe7EO .

Beispiel: Mit einem Si-Z3dhler kann bei einem a-Teilchen von 5 MeV
eine Energieaufldsung von optimal OE/Eo =3x10°4 erreicht wer-

den.

GroBe Verbreitung haben die Detektoren insbesondere bei der Unter-

suchung von a-Teilchen, von Spaltfragmenten und von B-Teilchen ge-
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funden, da nur geringe Dicken der Sperrschicht bendtigt werden, um
sie vollstdndig zu absorbieren. In der y-Spektroskopie erschlieft
der Halbleiterzdhler, vor allem aber der Ge(Li)-Detektor, auf
Grund seiner Energieaufldsung tatsdchlich neue M&8glichkeiten. Der
lineare Absorptionskoeffizient setzt sich additiv zusammen aus den
Koeffizienten fiir Photo-, Compton- und Paareffekt, und der Ver-
gleich enthiillt die eindeutige Uberlegenheit des Germaniums: die
einzelnen Wirkungsquerschnitte wachsen mit der Ordnungszahl der
Absorberatome an (Zg, = 32; Zg; = 14), und zwar der fiir den Photo-
Effekt mit Zs, fiir den Compton-Effekt mit 2 und filir die Paarbil-
dung mit 22, Dazu kommt die kleinere Energie €, die zur Erzeugung
eines Elektron-Loch-Paares notwendig ist. Allerdings muB der
Ge(Li)-Detektor auf 77 K gekilhlt werden. Die Entwicklung neuer
Halbleitermaterialien mit noch h8heren Ordnungszahlen 138t daher
noch weitere Verbesserungen erhoffen.

Im RSntgenbereich werden bis etwa 40 keV im allgemeinen Si-Detek-
toren eingesetzt [7.2], oberhalb dieser Energie Ge-Detektoren

[7.6].

7.6 Szintillationszdhler

Szintillationszdhler gehSren zu den dltesten Strahlungsdetektoren.
Das ihnen zugrunde liegende Prinzip ist duBerst einfach. Trifft
ein energetisches Teilchen oder Quant auf einen geeigneten "Szin-
tillator", so tritt als Folge der Absorption oder der Abbremsung
ein kurzer Lichtblitz (Szintillation) auf, der u.U. sogar schon
mit einem gut ausgeruhten Auge im Dunkeln beobachtet werden kann.
Das bekannteste Beispiel sind die Szintillationen, die a-Teilchen
auf einem zZnS-Schirm ausldsen. In den beriihmten Streuexperimenten,
die Rutherford und seine Mitarbeiter Geiger und Marsden mit o-
Teilchen an diinnen Goldfolien durchfilhrten und die die Entdeckung
des Atomkerns zur Folge hatten, wurden die einzelnen Lichtblitze
als Funktion des Ablenkwinkels in der Tat unter efnem Mikroskop
gezdhlt.

Das menschliche Auge ist heute durch einen Photomultiplier er-
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setzt, und iiber die Strompulse an seinem Ausgang kdnnen die Teil-
chen bequem elektroenisch gezihlt werden. Generell wird man fir
eine gute optische Kopplung des Szintillators an die Photokathode
des Vervielfachers sorgen und verbindet beide durch Lichtleiter
oder setzt in den meisten Fdllen den Szintillator sogar direkt vor
die Photokathode. Selbstverstdndlich sollte dabei ein Vervielfa-
cher ausgewdhlt werden, dessen spektrale Empfindlichkeit dem
Spektrum der emittierten Strahlung angepaBt ist.

Werden die Teilchen vollstdndig im Szintillator absorbiert, erhdlt
man wieder eine brauchbare Proportionalitdt zwischen Teilchen-
bzw. Quantenenergie und Strompuls, wobei der Proportionalitdts-
faktor allerdings von der Teilchensorte abhdngt. Im Vergleich zum
Halbleiterzdhler ist dazu die Energieaufl®sung erheblich schlech-
ter, da die Anzahl der von der Photokathode ausgeldsten Elektronen
bezogen auf die Energie der einfallenden Teilchen oder Quanten
sehr gering ist. Im Mittel werden zur Erzeugung eines Photoelek-
trons etwa € ~ 200 ... 1000 eV verbraucht [7.26]: die Szintilla-
tionsausbeute ist sehr klein, das Licht wird in alle Richtungen
emittiert und im Szintillator zum Teil wieder absorbiert, die
Quantenausbeute der Photokathode ist erheblich kleiner als 1. Dazu
findet man einen Fano-Faktor F ~ 1, Flir ein a-Teilchen von 5 MeV
kann daher nach Gl.(7.63) mit einem Szintillationszdhler nur eine
Aufldsung von etwa GE/Eo ~ 1072 erreicht werden.

Eine ganze Reihe von Szintillatoren EL4; 7.17; 7.26] mit ver-
schiedenen Eigenschaften steht heute zur Verfiligung, und die Aus-
wahl richtet sich nach dem Anwendungszweck. Im allgemeinen unter-
scheidet man organische und anorganische Szintillatoren mit unter-
schiedlichen Szintillationsmechanismen. Die bekanntesten anorgani-
schen Kristalle sind NaJ(Tl) und CsJ(Tl), und der Mechanismus der
Szintillation ist im wesentlichen ein Effekt des Kristallgitters.
In organischen Substanzen erfolgt die Lichtemission iiber die An-
regung von Molekiilzustdinden in Fluoreszenzstoffen, gleichgiiltig,
ob diese in einem L&sungsmittel geldst sind (Fliissigkeits-Szintil-
lator) oder als "feste L8sung" in einer polymerisierten Substanz
(Plastik-Szintillator) vorliegen. Diese lassen sich mechanisch

bearbeiten und kdnnen so in jeder gewiinschten Form hergestellt



werden. Selbstverstdndlich gibt es auch geeignete organische Kri-
stalle, und Anthrazen ist beispielsweise der effektivste organi-
sche Szintillator iiberhaupt mit einer Lichtausbeute, die etwa 50%
der von NaJ(Tl) betrigt.

Neben der Forderung nach einer hohen Lichtausbeute ist ein mdg-
lichst kurzes Szintillationssignal flir viele Anwendungen von ent-
scheidender Bedeutung, und Plastik-Szintillatoren sind in dieser
Hinsicht eindeutig im Vorteil. Ein im Szintillator ausgeldster
Lichtpuls klingt anndhernd nach einer Exponentialfunktion ab, und
widhrend fiir NaJ(Tl) eine Abklingzeit von etwa 230 ns und fiir
Anthrazen eine von 30 ns gefunden wird, liegt die entsprechende
Zeit fiir viele Plastikszintillatoren zwischen 1,4 und 4 ns [7.4;
7.17].

Seine hauptsdchliche Anwendung findet der Szintillationszihler bei
der Untersuchung von B-Teilchen, Protonen, Deuteronen und o-Teil-
chen einerseits und Y- und R8ntgenquanten andererseits. Hin-
zukommt, daB sich die organischen Szintillatoren infolge ihres
groBen Wasserstoffgehalts auch flir den Nachweis schneller Neutro-
nen verwenden lassen: die einfallenden Neutronen iibertragen in
einem StoBprozeB ihre Energie auf Protonen, die dann ihrerseits

die Szintillationen ausldsen.

SchlieBlich zeigen eine Reihe von Szintillatoren auch ausgezeich-
nete Fluoreszenzeigenschaften: sie absorbieren ein Photon im wei-
chen ROntgen- oder Vakuum-UV-Bereich und emittieren eines im
Sichtbaren. Bringt man sie direkt vor der Photokathode auf einem
Photomultiplier auf, erh&lt man auf diese Weise einen schnellen

brauchbaren Detektor fiir diesen Spektralbereich ELZQL

7.7 Ionisationsdetektoren

Treffen Strahlen geniigender Energie auf Gase, werden durch direkte
StoBionisation oder Photoionisation, aber auch auf indirektem Weg
liber z.B. zundchst entstehende sekundire Teilchen Elektronen-

Ionen-Paare erzeugt: man bezeichnet sie als primidre Ionisation und



ihre Messung bildet die Grundlage aller Ionisationsdetektoren
[7.1; 7.6; 7.17; 7.26]. Die einfachsten Detektoren sind dabei die

Ionisationskammern.

7.7.1 Ionisationskammern

Die praktische Ausfilihrung der Ionisationskammern variiert nach dem
Verwendungszweck, im Prinzip bestehen sie aber aus einem gasge-
fﬁilten Gef3B mit zwei, in den meisten Fdllen ebenen oder zylin-
derfdrmigen Elektroden. Sie werden in der Weise betrieben, daB nur
die durch die Strahlung im Gas erzeugte primdre Ionisation gemes-
sen wird. Fig. 7.17 illustriert eine Kammer mit ebenen Elektroden.

Der Plattenabstand sei d. Im homoge-

i+U nen Feld bewegen sich die erzeugten
Ladungstrdger auf die Elektroden zu,

é Xq | und im duBeren Kreis flieBt dabei ein
o__. ? _L entsprechender Strom, der am Wider-

d
stand R, zu einem Spannungspuls U,
AnlaB gibt. Jeder Puls zeigt an, daB

ein Teilchen die Kammer durchsetzt

U hat. Sie wird im allgemeinen in S&t-
tigung betrieben, d.h., das angelegte

l———o0
Q
Rq

Feld wird so groB gewdhlt, daB alle

Ladungstrdger die Elektroden errei-

- chen, ohne vorher zu rekombinieren,

allerdings auch ohne neue Ladungstrd-

Fig. 7.17: Schema einer ger durch StoBionisation zu erzeugen.
Ionisationskammer

Wir nehmen zundchst an, daB alle Ladungstrdgerpaare (Gesamtzahl

No) im gleichen Abstand x_, von der positiven Elektrode =zum

o
Zeitpunkt t = 0 entstanden sind. Bei konstanten Driftgeschwindig-
keiten v¥ und v~ sind die Driftzeiten zu den jeweiligen Elektroden
tt = (d-xg)/v* und t~ = Xo/v™, und der von den Ionen bzw. Elektro-

nen getragene Strom wird:

(7.64) I* = Nev'/d fiir 0 st s t*
o]
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I” = Noe v /d fiir 0 st s t.

Die Driftgeschwindigkeit der Elektronen ist etwa 1000 mal grbfer
als die der Ionen, und mit t~ << t* erhdlt man so einen kurzen
Elektronenstrom und einen viel schwidcheren, aber lang andauernden

Ionenstrom.

Die gesamte Anordnung nach Fig. 7.17 stellt nichts anderes dar als
eine Kapazitdt C und einen Widerstand R, mit einer Stromquelle I =
I* + I”, und Fig. 7.18 zeigt das zugehdrige Ersatzschaltbild.

—_0
-
<, ¢ Rq Ug Fig. 7.18: Ersatzschalt-
- bild einer Ionisationskam-
mer
—0

Die Kirchhoffsche Knotenregel liefert die Gleichung

au, U
a

7.65) I = 1% I"=C & 4 _&,
( ) * dt+Ra

Ihre L&sung ergibt sich mit Hilfe der sog. Variation der Konstan-
ten zu [6.8]:

t
(7.66) U, () = g e/RaC 1 1(t) t/RaCae.

Wir betrachten zundchst den Fall einer groBen Zeitkonstanten
R,C >> t*. Mit den Gln.(7.64) liefert Gl.(7.66):

(7.67) U *(t) = f-"—ei—t fiir 0ststt
a cd
N ev

U, (t) = "c—dt fiir 0stst .

Sowohl die Elektronen als auch die Ionen verursachen einen Span-
nungspuls, der zundchst jeweils linear mit der Zeit ansteigt und
nach dem Maximum mit der groBen Zeitkonstanten R,C abfdllt. Die

Elektronen haben allerdings die Anode schon erreicht, ehe sich die
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Ug L
Nee |
¢ I rewtt
I aQ
X Nee | : Fig. 7.19: Spannungspuls
d C an einer Ionisationskammer
Ne |
| S~ (- .
[ ~~<L t <R C«t
1 | TTUe——-

= t* t

Ionen praktisch liberhaupt von der Stelle bewegt haben.,Das durch
den Elektronenstrom bedingte Maximum ist U, (t7) = Noexo/Cd. Die
Gesamtspannung steigt dann langsamer an, bis auch die Ionen an der
Kathode angekommen sind (Fig. 7.19):

N e N e
7.68) U_(t*) = O (v*t* + vtT) = —Q_,
( )Uu(th) Cd(v + o

Die maximale Spannung ist damit unabhingig vom Ort X, der Entste-
hung der Ladungstrigerpaare und ihrer primir gebildeten 2Zahl di-
rekt proportional. Leider fordert die groBe Driftzeit der Ionen,
die typisch von der GrdBenordnung Millisekunden ist, so groBe
Zeitkonstanten, daB die Z3hlraten auf etwa 100 bis 1000 Teilchen
pro Sekunde begrenzt sind.

Durch Wahl einer kleineren Zeitkonstante t~ < R, C << t* kann man
sich allerdings auch nur auf den Elektronenstrom beschrinken, und
die gestrichelte Kurve der Fig. 7.19 zeigt einen sich ergebenden
Spannungspuls: die Pulshdhe ist immer noch der Zahl N, der primdr
erzeugten Ladungstrigerpaare proportional, die mdgliche 2zZhlrate
dagegen ist etwa um den Faktor 1000 hdher. Leider hdngt das Signal

jetzt auch vom Entstehungsort x_ der Ladungstridger ab. In den sog.

s}
Gittenkammenn behebt man diesen Nachteil, indem man zwischen Anode

und Kathode ein Gitter einbaut [7.17; 7.26].

Neben diesen Impuflsioniseationskammenn werden zahlreiche Ausfiihrun-
gen auch zur Messung eines konstanten Flusses einfallender Teil-
chen oder Quanten benutzt. Bei R,C >> t* miBt man dazu den mittle-



ren Strom, der natiirlich ebenfalls der Primdrionisation proportio-
nal ist. Man spricht dann von einer Stzomionisationskammen. Ihre
vornehmliche Anwendung finden diese Kammern in der Dosimetrie von
radioaktiver und Rdntgenstrahlung, da man hier an der iiber eine
lidngere Zeit integrierten Dosis interessiert ist. y-Strahlen ioni-
sieren dabei {iber an den Winden ausgeldste Sekunddrelektronen.
Generell sind die von Ionisationskammern gelieferten Strdme sehr
klein (nA bis pA), so daB an die zugehdrigen MeBverstdrker hohe

Anforderungen gestellt werden miissen.

Die einzelnen Spannungspulse sind ebenfalls relativ niedrig, doch
bei stark ionisierender Strahlung ohne weiteres meBSbar. Fiir a-
Teilchen ist beispielsweise die mittlere Energie zur Erzeugung
eines Elektron-Ion-Paares in Argon € = 25,9 eV, so daB an einer
Kammer mit C = 100 pF ein 5 MeV 0-Teilchen einen Spannungspuls von

U, = 0,3 mV hervorruft.

a
Argon, aber auch Luft bei Atmosphdrendruck sind hdufige Filillgase;
Ausfiihrungen bis zum dreiBigfachen Uberdruck werden benutzt. Mit
BF, als Fiillgas kdnnen schlieBlich sogar thermische Neutronen

nachgewiesen werden. {ilber die Reaktion
(7.69) 0B 4 n» 7Li + a + 2,79 MeV,
die im Bereich langsamer Neutronen einen besonders hohen Wirkungs-

querschnitt hat, entstehen energetische o-Teilchen, die dann die

Tonisation des Gases bewirken.

7.7.2 Proportionalzihler

Erhéht man in der Ionisationskammer die angelegte Spannung, gewin-
nen die Elektronen zwischen zwei StdBen mit Gasatomen geniigend
Energie, um Atome zu ionisieren. Der Vorgang kann sich mehrfach
wiederholen, wobei die neu entstandenen Elektronen natiirlich
ihrerseits am IonisationsprozeB teilnehmen. Die Zahl der Elek-
tronen vervielfacht sich auf diese Weise, es entsteht eine Elek~

tronenlawine:
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(7.70) dN = aN(x)dx.

o wird als 1. 7ownsend’ schen Ionisationskoelffizient bezeichnet und
beschreibt die Zahl der Ionenpaare, die von einem Elektron pro
Wegldngeneinheit gebildet werden. In der ebenen Anordnung der Fig.

7.17 wird damit die Zahl der Elektronen im Abstand x von der Anode
(7.71) N = Ny e*(Xo7%),
und auf der Anode selbst

(7.72) N = N_e%¥o,
Der Faktor M = e®¥o wird der Gasverstidrkungsfaktor genannt, und um
ihn ist auch der meBbare Spannungspuls im Vergleich zur Ionisa-

tionskammer erhdht:

(7.73) Ua,max = M N.e/C.
Dieser Proportionalitdt zwischen Spannung (und auch Strom) und der
Primd3rionisation Ng verdankt der Detektor seine Bezeichnung. Bei
zu hoher Gesamtionisation beginnen allerdings Raumladungseffekte
die Proportionalitdt zu stdren. o hingt natilirlich von der Gasart,
vom Gasdruck sowie von der elektrischen Feldstdrke ab, und ent-
sprechende Werte k&nnen der Literatur [7.36] entnommen werden. Im

inhomogenen Feld wird der Gasverstarkungsfaktor:
(7.74) M = efodx,

Proportionalzdhler werden im Gegensatz zu den Ionisationskammern
fast ausschlieBlich in zylindrischer Geometrie ausgefiihrt. In der
Achse eines Rohres wird dazu isoliert ein diinner Draht von typisch
20 bis 100 ym Dicke gespannt und als Anode beschaltet. Als Flillgas
dient vorzugsweise Argon mit einem Zusatz von Methan oder Alkohol.
Eine Mischung aus 90% Argon und 10% Methan ist wohl das am hdufig-
sten benutzte Z&hlergas und unter der Bezeichnung P-10 Gas be-

kannt. Der Fililldruck variiert von 1 bis 1000 hPa.
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Die 2Zylindergeometrie hat den Vorteil, daB bei relativ niedriger
angelegter Spannung U in der Drahtnihe sehr hohe Feldstdrken
erreicht werden. Bezeichnet man den inneren Radius des Rohres mit

r, und den Radius den Drahtes mit r;, ist bekanntlich das elektri-

a
sche Feld als Funktion des Radius:

U
(7.75) E(r) = % In (r_/r.)
a’"i

Bei ry =1 cm, ry = 20 ym und U = 1000 V erhdlt man z.B. auf der

a
Drahtoberfliche bereits eine Feldstdrke von E = 8 X 10% v/cm. Die
Elektronen driften daher in einem zundchst schwachen elektrischen
Feld bis in unmittelbare Nihe des Drahtes, ehe die Sekunddrionisa-
tionsprozesse einsetzen. Der Ausgangspunkt der Elektronenlawinen
ist so auf einige freie Weglingen um den Draht beschrdnkt. Dies
hat zur Folge, daB die Elektronenlawinen die Anode sehr schnell
erreichen und der von ihnen hervorgerufene Spannungspuls entspre-
chend klein ist: er steigt schnell an, betrdgt aber nur einige
Prozent des Gesamtpulses. Der weitere Impulsanstieg wird durch die
langsamere Ionendriftbewegung bestimmt, so daB sich fiir den Ge-
samtpuls wieder eine Dauer von der GrdBenordnung 0,1 bis 1 ms
ergibt. Es ist daher iblich, den Puls mit einem CR-Glied (s. Fig.
5.8) zu differenzieren, wobei Zeitkonstanten von etwa 1 us typisch
sind. Hohe Z3dhlraten werden so méglich.

Die Anwendungen entsprechen generell denen der Ionisationskammern.
Wegen der hohen Gasverstdrkung eignen sie sich aber besonders zur
Zdhlung und Messung energiearmer Teilchen sowie weicher y- und
Réntgenstrahlung.

In der Viefldrnaht-Proportionalkammen bringt man sehr viele Anoden-
drdhte parallel zueinander in einer gemeinsamen Kammer an EL16].
Primidr erzeugte Elektronen driften auf den ndchsten Anodendraht,
in dessen Ndhe dann die ibliche Lawinenbildung einsetzt. Die
einzelnen Anodendridhte wirken als unabhidngige Detektoren, und
neben der {iblichen Energieinformation erhd@lt man aus dem jeweili-
gen Spannungspuls auch den Ort, an dem das Teilchen oder Quant in

die Kammer eintrat.
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7.7.3 Ausldsezdhler

Eine genauere Untersuchung der Prozesse im Proportionalzdhler
enthlillt, daB neben der StoBionisation auch ElektronenstoBanregung
atomarer oder molekularer Zustdnde auftritt, die dann durch Emis-
sion eines Quants im Sichtbaren oder UV-Bereich zerfallen. Besit-
zen diese Photonen eine geniigend groBe Energie, kdnnen sie aus dem
Kathodenmaterial durch den Photoeffekt zus&tzliche Elektronen
erzeugen und bei Gasgemischen sogar die Komponente mit einer
kleineren Ionisationsenergie ionisieren, Die so gebildeten "Pho-
toelektronen" fiihrenm natiirlich ihrerseits ebenfalls zu Elektronen-
lawinen, in denen durch neue Photoelektronen tertidr weitere Lawi-

nen ausgeldst werden, usw.

Bezeichnet man mit y die Wahrscheinlichkeit, daB bei der Lawinen-
bildung neben N M Elektronen noch (N;M)y Photoelektronen gebildet
werden, die durch Lawinen auf (N M)YM verstdrkt werden, erhdlt man
bei Fortfiihrung dieser Uberlegung eine totale Elektronenzahl

- 2 3,2
(7.76) N = NoM + NM®Y + NM7Yy< + ...

NM(1 + My + M2y2 o ().
Flir My < 1 wird

(7.77) N =N, _M
1T -vM

Solange YM <1 ist, bleibt die Proportionalitdt zwischen der Ge-
samtionisation (N) und der Prim3rionisation (N,) gewahrt. Oft
mischt man dem Z&hlergas sogar bestimmte Zusdtze bei, die die UV-
Quanten absorbieren, ohne ionisiert zu werden: es bleibt so yM<<1.
Kommt man durch Steigerung der Spannung am Z&hlrohr allerdings in
den Bereich yM ~ 1, ist das Ende des Proportionalbereichs er-
reicht. Die energetischen Photonen fiihren zu Photonelektronen im
ganzen Volumen, und die urspriinglich lokalisierte Entladung brei-
tet sich in weniger als 1 us {iber den ganzen Zihler aus. Die
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freigesetzte Ladungsmenge ist dabei unabhdngig von der Primdrioni-
sation, und man bezeichnet diesen Bereich den Ausfbsebereich und
nennt Zdhler, die so betrieben werden, Auslésezéhlenr, Geigen-Mil-

fen-Zdhlenr oder kurz auch nur Geigen-Zdhlen.

In relativ kurzer Zeit von 1078s erreichen die Elektronen den An-
odendraht, und eine aus den positiven Ionen gebildete Raumladung
bleibt zurlick. Sie reduziert das vorher besonders hohe Feld am
Draht so weit, daB weitere von der Kathode kommende Elektronen
keine wesentlichen Lawinen mehr ausldsen kénnen, die Entladung
kommt zum Erldschen. Die positiven Ionen driften in Zeiten von
typisch 1 ms auf die Kathode zu, dabei baut sich die Raumladung
ab, das Feld steigt in Drahtnidhe wieder an, das Z&hlrohr wird
erneut z&dhlbereit. Die auf die Kathode treffenden Iconen l8sen
schlieBlich Sekunddrelektronen aus, so daB die Lawinenbildung am
Anodendraht wieder einsetzt und die Entladung im Z&hlrohr nicht

abbricht. Man muB daher den L&schprozess erzwingen.

Historisch benutzte man dazu zundchst einen hohen Arbeitswider-
stand im Z&hlrohrkreis. Der iiber ihn flieBende Anodenstrom filihrt
zu einem so groBen Spannungsabfall, daB die momentane Anodenspan-
nung U-IR, unter die Einsatzspannung flir den Ausl&sebereich sinkt.
Leider erlauben diese Zihler nur sehr kleine Z&hlraten. Bei den
selbstléschenden Z&hlrohren setzt man dem Zihlgas, meist ein Edel-
gas, sog. L8schgase wie z.B. Athanol, Methan, Isobutan und Methy-
lal zu: sie absorbieren einerseits die UV-Quanten und verhindern
die Entstehung von Photoelektronen, andererseits reduzieren sie
die Ausldsung von Sekundidrelektronen durch auf die Kathode tref-
fende Zidhlergasionen, da sich diese durch StdBe mit den Molekiilen
des LOschgases umladen und diese Ionen nicht geniigend Energie zur
Sekunddrionisation an Metallen aufnehmen. Der Arbeitswiderstand
kann so erheblich kleiner gewdhlt werden und hdhere Zihlraten
werden mdglich.

Das Zeitintervall von der Ziindung einer Entladung bis zur Wieder-
erreichung des Arbeitspunktes bezeichnet man als rholungszeit;
die positive Ladungswolke hat dann die Kathodenoberfliche er-

reicht. Andererseits kann der Z&hler aber schon vorher neue Lawi-
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nen mit geringerer Std3rke bilden, sobald die Raumladung geniigend
abgebaut ist. Das entsprechende Zeitintervall wird die 7ofze.if des

Zidhlers, genannt.

Leider zersetzen sich die organischeh Ldschzusdtze durch Dissozia-
tion, und die Zihlrohre werden nach etwa 109 Impulsen unbrauchbar.

In den Halogen-Z3hlrohren hat man daher dem Zdhlgas Halogene in

geringen Mengen zugesetzt, die zwar auch wdhrend der Entladung
dissoziieren, dann aber wieder zu Molekiilen rekombinieren. Die

Lebensdauer ist damit praktisch unbegrenzt.

Als reine Z3hler dienen diese Detektoren in der Hauptsache zur
Registrierung von o- und B-Teilchen, von y- und R&ntgenguanten
[7.17; 7.26].

Wenn man den Weg venlient,
feant man ihn kennen.

Suaheli



184

8. Hochaufldsende Spektroskopie

8.1 Uberblick

Aus dem breiten Spektrum der MeBverfahren greifen wir einige
Methoden der hochaufldsenden Spektroskopie heraus, die beispiel-
haft fiir ein Gebiet zeigen, welcher Bereich an M&glichkeiten dem
Physiker flir seine Aufgaben heute zur Verfligung steht, ganz unab-
hdngig davon, ob die jeweilige Arbeit anwendungsorientiert ist
oder an den Grenzen unseres physikalischen Verstdndnisses zu neuen

Erkenntnissen filihren soll.

Spektroskopische Untersuchungen im optischen Bereich standen so am
Anfang der Erforschung atomarer Strukturen, und zusammen mit ent-
sprechenden Methoden im Infraroten und im Bereich der Mikro- und
Radiowellen einerseits sowie Verfahren der ROntgen- und Y-Spektro-
skopie andererseits fiihrten sie zu unserer heutigen Kenntnis der
Atome und Molekiile. Verbesserungen ermdglichten immer prédzisere
Bestimmungen der Wellenlidnge von Spektrallinien, ihrer Profile
bzw. ihrer Aufspaltungen und Verschiebungen auch unter dem Einflu8
duBerer Felder oder anderer Teilchen. Spektralapparate mit hdch-
stem Aufl8sungsvermdgen erlaubten schlieBlich die Beobachtung der
Hyperfeinstruktur sichtbarer Linien, in der sich die Wechselwir-

kungen der Hillenelektronen mit den Atomkernen widerspiegeln.

Unter den klassischen Spektralgerdten erreichen Interferometer das
héchste Aufldsungsvermdgen A/AX, das bei 107 und dariiber liegen
kann. Damit wird eine MeBgenauigkeit mdglich, bei der die thermi-
sche Bewegung der strahlenden Atome letztlich die gemessene Breite
der Spektrallinien bestimmt. Selbstverstdndlich muB die Dichte der
Atome so gering sein, daB die Verbreiterung durch StdBe vernach-
lissigbar bleibt. (Die Untersuchung dieser sog. Druckverbreiterung
kann natiirlich gegebenenfalls eine eigene Aufgabe sein.) Die Be-
wegung der Atome verursacht durch den Doppler-Effekt eine Fre-
quenzverschiebung Am/wo = v/c, wobei v die Geschwindigkeitskompo-
nente in Richtung auf den Beobachter zu ist. Bei einer Maxwell-
schen Geschwindigkeitsverteilung entsprechend der Temperatur T

fiihrt dies zu einem Linienprofil, das durch eine GauB-Verteilung
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gegeben ist (s. Abschn.4.2.2.1); es wird kurz GauB-Profil genannt.
Die volle Halbwertsbreite Yg dieses Profils (Linienmitte bei wo)

ist:

w
(8.1) YG=239 2kT 14 5

k ist die Boltzmann-Konstante und M die Masse des Atoms oder Mole-
kiils. In Wellenlingeneinheiten 138t sich die volle Halbwertsbreite

AA1/2 schreiben:

(8.2)  Bhyyp = 7,16 x 1077 Ay %&.
r

A, ist die relative Atom- oder Molekiilmasse. Flir Spektrallinien
des Neonatoms (Ar = 20) erh3lt man so bei Zimmertemperatur ein
Verhdltnis AA1/2/A° 2,7 X 10‘6, fiir Wasserstoff ist es sogar 1,2
x 1075, Strukturen bzw. Linienbreiten kleiner als diese Doppler-
Breiten kdénnen daher trotz geniligender Aufl&sung des Spektralappa-
rats nicht untersucht werden. Man hat zwar versucht, den EinfluB
des Doppler-Effekts dadurch zu reduzieren, daB man gut kollimierte
Atomstrahlen benutzte und senkrecht zur Richtung des Strahls beob-
achtete [8.2], doch diese mit groBen Schwierigkeiten verbundenen
Experimente wurden durch die Methoden der hochaufldsenden Laser-
spektroskopie iliberholt. Diese gestatten es, die Doppler-Verbreite-
rung v8llig auszuschalten und eine Aufldsung zu erzielen, die nur
durch die natiirliche Linienbreite des betreffenden {bergangs be-
grenzt wird. 2ur Zeit liegt die technisch erreichbare Grenze bei
einer Aufldsung von ungefdhr 1012, doch hofft man, bis in den

0'4 vorstosen zu kénnen: damit erdffnen sich neue

Bereich von 1
Perspektiven fiir Experimente von prinzipieller Bedeutung, wie
beispielsweise die Messung der Gravitationsverschiebung der elek-

tromagnetischen Strahlung.

Ab einer Aufldsung von etwa 1010 ist es bereits mdglich, die Auf-
spaltung von Spektrallinien aufgrund des PhotonenriickstoBes auch
bei kleinen Photonenenergien zu beobachten. Dieser Effekt ist na-
tiirlich wegen der hohen Energie besonders groB8 bei der Emission
von Y-Quanten aus Atomkernen. Durch den Einbau der betreffenden
Atome in ein Kristallgitter gelingt allerdings die rilickstoBfreie
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Emission und Absorption der Quanten, und die darauf basierende
M&ssbauer-Spektroskopie stellt die zur Zeit empfindlichste MeBme-
thode der Physik liberhaupt dar: die erreichbare Aufl8sung liegt
bei etwa 10'5. Bei dieser Genauigkeit kann der EinfluB der
Struktur der Elektronenhiille auf die Kernzustdnde bestimmt werden,
und entsprechende Verfahren gehdren daher auch zu den wichtigsten
Untersuchungsmethoden der Festkdrperphysik, Chemie und Biologie.
Im Bereich der Grundlagen gelang es beispielsweise, nicht nur die
Zeitdilatation mit groBer Genauigkeit nachzuweisen, sondern auch
die von der allgemeinen Relativitdtstheorie geforderte Frequenz-
verschiebung von y-Linien unter dem EinfluB des Gravitationsfeldes
der Erde.

8.2 Das Fabry-Perot Interferometer

Zwei wichtige GrdBen aller Spektralapparate sind das Aufldsungs-
vermdgen und die Lichtstdrke., Ist AX das kleinste Intervall, bei
dem zwei gleich starke Linien mit den Wellenldngen A und A + A
gerade noch mit dem Gerdt als voneinander getrennt erkannt werden
kdnnen, definiert man das Verhdltnis A/AX als das Aufldsungsvermd-
gen des Gerdts. Die Lichtstdrke charakterisiert den maximal mdgli-
chen Strahlungsfluf durch das Instrument, der bei einer vorgegebe-
nen, ausgedehnten Lichtquelle mdglich ist.

Ein Vergleich von Gitterinstrument und Fabry-Perot Interferometer
zeigt, daB mit dem Interferometer nicht nur das hdhere Aufl&sungs-
vermdgen erzielt werden kann, sondern daB es bei gleichem Auflé-
sungsvermdgen auch in Bezug auf die Lichtstdrke {iberlegen ist
[B.4; 8.7; 8.13].

Im Prinzip besteht das Fabry-Perot Interferometer aus einer plan-
parallelen Luftschicht, die zwischen zwei teilweise reflektieren-
den, parallel zueinander angeordneten Quarzplatten gebildet wird.
Die AuBenfldchen sind normalerweise mit Antireflexschichten be-
dampft und relativ zur Innenfldche leicht keilfdrmig geschliffen,
um Interferenzeffekte zwischen beiden Fld3chen einer Quarzplatte

selbst zu vermeiden. Fig. 8.1 zeigt eine Anordnung mit einer
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ausgedehnten Lichtquelle.

/]
[ '
/f/’ P
oy
P Q,/A A=
| e
J]
Lichtquelie Bildebene
o]

Fig. 8.1: Fabry-Perot Interferometer

Lichtquelle und Bildebene befinden sich in den Brennebenen zweier
Linsen, die Quarzplatten im parallelen Strahlengang dazwischen.
Eine unter dem Winkel B die planparallele Luftschicht durchlaufen-
de ebene monochromatische Welle wird an den Grenzflidchen jeweils
teilweise reflektiert, und alle durchgehenden Teilwellen interfe-
rieren im Bildpunkt P. Der optische Wegunterschied As zwischen

zwei benachbarten Teilwellen ist
(8.3) As = 2n;d cosB,

die entsprechende Phasendifferenz

2ndeoss
(8.4) § = 2m o As/X + 2A¢ = 27 S w— + 2A4.

np, ist die Brechzahl der Luftschicht, A die Wellenldnge im Vakuum,
und ein Phasensprung A¢ bei der Reflexion am optisch dichteren Me-
dium ist jeweils zweimal zu beriicksichtigen. Intensititsmaxima er-

hdlt man in allen Bildpunkten, fiir welche die Phasendifferenz ein
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Vielfaches von 27 betridgt, d.h.
(8.5) § =m e+ 2w,

Orte gleicher Phasendifferenz sind durch die Bedingung cosB =
const festgelegt, und die Interferenzstreifen bilden so in der
Bildebene ein konzentrisches Ringsystem, dessen Mittelpunkt auf
der Achse der optischen Anordnung liegt.

Zur Berechnung der Intensitdtsverteilung addieren wir die Amplitu-
den der Teilwellen [8.1]. Das auf die Intensitdt bezogene Reflexi-
onsvermdgen bezeichnen wir mit R, das Transmissionsvermdgen mit T,
und bei vernachldssigbarer Absorption sind beide durch die Bezie-
hung R + T = 1 miteinander verkniipft., Die auf die Amplitude der
Wellen bezogenen Reflexions- und Transmissionskoeffizienten sind
damit vR und YT, so daB sich unter Einbeziehung der Phasendiffe-
renz & die in Fig. 8.2 angegebenen Werte fiir die komplexen Ampli-
tuden der durchgehenden Teilwellen ergeben, wenn man die der

einfallenden Welle mit A, bezeichnet.

A,
e

e}

[ ——— TA,

Fig. 8.2: Vielstrahlinter-
——— RTAoe'w ferenz an einer planparal-
-1 lelen Luftschicht.

= R?TA,e"128

n n n\’- RaTAoe'iaé

Die resultierende Amplitude A ist damit
(8.6) A=TR2a, (1 + Re~18 . R2e-126 | R3,-1368 ceesl)y

und flir die unendlich groBe Luftschicht mit unendlich vielen Teil-
wellen wird der Grenzwert
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T
(8.7) A = ———= A,.
1-re" 1S
Multiplikation mit der konjugiert komplexen Amplitude liefert die
Intensitdt (StrahlungsfluBdichte) It~AA* der durchgehenden Welle

im Verhdltnis zur Intensitit I, der einfallenden Welle:

I 2
t T

(8.8) =— = — - bzw.
o (1-re”19) (1-relf)
I 2

(8.9) == {1-R)

o (1-R)2 + 4Rsin®(§/2)

Die entsprechende Gleichung fiir die insgesamt von der Luftschicht
reflektierte Intensitdt I ergibt sich einfach aus der Beziehung
Ir = IO - It'

Zur Diskussion kilirzen wir ab

(8.10) K = 4R/(1-R)2

und erhalten die als Airy-Funktion bekannte Beziehung

(=

t _ 1
(8.11) T =

o 1+Ksin? (§/2)

/1,

0.5 R=0,9

m-2n (me1)2m 5

Fig. 8.3: Transmissionskurven fiir das Fabry-Perot Interferometer.
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Fig. 8.3 illustriert den Verlauf fiir verschiedene Werte des Re-
flexionsvermdgens R. Mit steigendem R werden die Transmissionskur-
ven (und damit die Interferenzstreifen) immer schmiler, in den
Maxima aber bleibt die durchgelassene Intensitdt stets Iy = I,.
Damit wird offenkundig, warum man ein mdglichst hohes Reflexions-
vermdgen anstreben sollte. Die volle Halbwertsbreite € eines In-
terferenzstreifens erhdlt man aus G1.(8.11) mit der Definition,
daB fiir § =m + 27 * €/2 die Intensitdt auf I, = I /2 abgesunken
ist:

(8.12) € = 4 arcsin vYT/K.
Fiir ein hohes Reflexionsvermdgen wird € ndherungsweise
(8.13) & = 4//K .

Zur Beurteilung der Schidrfe der Interferenzstreifen benutzt man im
allgemeinen allerdings eine dimensionslose GréBe, die sog. Finesse
F. Sie ist definiert als das Verhdltnis gebildet aus dem Abstand
zweier Streifen und der Halbwertsbreite:

_2m _m . /R
(8.14) F =75 = 37K« 3¢

Emittiert die Quelle monochromatisches Licht bei zwei Wellenlidngen
Ay und A,, iiberlagern sich einfach beide Interferenzstreifensyste-
me in der Bildebene. Eine relative Zuordnung ist aber nur dann
méglich, wenn Interferenzen gleicher Ordnung noch benachbart sind,
d.h., wenn sich die Wellenldngen nur geringfiigig unterscheiden.
Die Grenze wird erreicht, sobald die Interferenz m-ter Ordnung bei
der Wellenlidnge A1 gerade auf die Interferenz (m+1)-ter Ordnung
bei der Wellenlidnge Ay = Ay - 8iy fdllt. Aus den Gln.(8.4) und
(8.5) erhdlt man mit A¢$ = m:

(8.15) 2n;d cosB = (m=1)Xq = miy = m(Ay - SAq).

Die maximal erlaubte Wellenl&ngendifferenz 6A1 wird damit:



(8.16) 8Xy = Aq/m.

Man bezeichnet 86X = A/m gewdhnlich als Zreien Spektralbereich des
Interferometers, und um jeglichen Irrtum auszuschalten, sollte ein

Wellenldngenunterschied tatsdchlich immer Ay - X, < §1/2 bleiben.

Ndhert man einander dagegen zwei Interferenzstreifensysteme durch
gedankliche Verringerung der Wellenldngendifferenz AX, so werden
sie schlieBlich verschmelzen. Sie k&nnen gerade noch als getrennte
Streifen erkannt werden, wenn sich die Profile in den Punkten
schneiden, in denen die jeweilige Intensitdt auf die H&lfte abge-
sunken ist. Der Wellenl3ngenabstand A) entspricht dann der vollen

Halbwertsbreite des Profils:

Das Aufldsungsvermdgen des Fabry-Perot Interferometers wird damit:
A

(8.18) v F.

Der kleinste Kreis in der Mitte des Ringsystems (8 + 0) entspricht

der Interferenz mit der h8chsten vorkommenden Ordnung. G1.(8.15)
gibt

2nL d cosB
(8.19) m = —_—— + 1, bzw.
2n 4d 2n_d
~ L - L
(8.20) mp,, = e— + 1 = —

Die auftretenden Interferenzen sind somit ganz generell von sehr

hoher Ordnung.

Zahlenbeispiel: Mit X = 500 nm, ny = 1, d = 10 cm und R = 0,98
ergibt sich my,, = 400 000, F = 150 und A/AX = 6 x 107,

In der Praxis wird das theoretische Aufl8sungsvermdgen allerdings
nicht erreicht, da Abweichungen der Oberfldchen von der Planitdt
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und der Luftschicht von der exakten Planparallelitdt zusdtzliche
Verbreiterungen der Transmissionsmaxima und damit eine kleinere
Gesamtfinesse bewirken., In G1.(8.18) muB dann einfach diese expe-

rimentell bestimmte Finesse eingesetzt werden.

Zur photographischen Registrierung wird eine Photoplatte in die
Bildebene gebracht. Ist die Brennweite der 2. Linse f (s. Fig.

8.1), ergeben sich die Radien der Interferenzkreise zu
(8.21) pp = £ ¢ tanB,
bzw. mit G1.(8.19) zu

2
2n. d
2 2 L -
(8.22) Pn = £ [(m—1)k] -

Numeriert man den kleinsten Kreis mit p = 1 und zdhlt alle anderen
von diesem ausgehend,

(8.23) p =My + 1 -m,

so erhdlt man aus G1.(8.22), da 1 s p << My axt
2
2 2 _ f
(8.24) Ppyq = Pp = H;?T A,

Die Wellenldnge 138t sich damit aus den Radien mit groBer Genauig-
keit bestimmen, wenn sie vorher bis auf einen freien Spektralbe-
reich genau bekannt ist.

Bei der photoelektrischen Registrierung benutzt man eine mdglichst
punktfdrmige Lichtguelle im Brennpunkt der ersten Linse und einen
photoelektrischen Detektor hinter einer kleinen Lochblende, die im
Brennpunkt der zweiten Linse steht. Damit wird nur die Intensitdt
I, im Zentrum des Ringsystems gemessen (cosB = 1); zur Erreichung
eines hohen Aufldsungsvermdgens muB die Blende natiirlich so klein
wie zweckmdBig gewdhlt werden. Nach Gln.(8.4) und (8.11) ist I,
nur eine Funktion von nLd/A, und durch Verdnderung entweder der
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Brechzahl n; oder des Plattenabstands d kann die Transmissionskur-
ve des Interferometers bequem aufgezeichnet werden. Das filir mono-
chromatisches Licht erhaltene Profil wird {iblicherweise als Appa-
rateprofil bezeichnet, mit dem die untersuchten wahren Linienpro-

file dann durch die Messung gefaltet werden.

Die Brechzahl der Luftschicht wird durch Variation des Luftdrucks
gedndert. Zur kontinuierlichen Verdnderung des Abstands d befe-
stigt man eine der Quarzplatten auf einem piezoelektrischen Kri-
stall, und mit einer schnell ansteigenden Spannung kann die Auf-

nahme eines Profils sogar in sehr kurzer Zeit erfolgen.

8.3 Hochaufldsende Laserspektroskopie

Die Erfindung des Lasers revolutionierte die Optik, in der Spek-
troskopie leitete sie eine neue Epoche ein, da damit eine inten-
sive Lichtguelle von extrem hoher Monochromasie zur Verfiigung
gestellt wurde [8.11]. Eine breite Anwendung ermégiichte aller-
dings erst die Entwicklung der Farbstofflaser, da ihre Strahlung
nicht nur den gesamten sichtbaren Spektralbereich abdeckt, sondern
auch bequem liber gréBere und kleinere Intervalle kontinuierlich
durchgestimmt werden kann [8.1@]. Methoden der Frequenzverviel-
fachung und Frequenzmischung erweitern schlieflich den nutzbaren
Bereich bis zu etwa 120 nm. Aus den Verfahren der Laserspektro-
skopie stellen wir im folgenden kurz zwei vor und verweisen sonst
auf die umfangreiche Literatur [8.3; 8.4; 8.8; 8.9; 8.12; 8.14;
8.15].

8.3.1 Sdttiqungsspektroskopie

Wir betrachten zwei Zustdnde 1 und 2 eines Ensembles von gleichen
Atomen. Die Energie der Zustdnde sei E, bzw. E,, die jeweilige
Dichte der Atome in diesen Zustdnden n, bzw. n,. In ihrem Ruhesy-

stem emittieren die ungestSrten Atome eine Linie bei der Frequenz

(8.25) w, = —2—1,
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deren Breite als natiirliche Linienbreite Yo bezeichnet wird. Das
Linienprofil ist durch eine entsprechende Lorentz-Verteilung gege-
ben (s. Gl.(6.8)). Wie in der Einleitung zu diesem Kapitel aber
bereits besprochen, filihrt die thermische Bewegung der Atome zu
einer jeweiligen Doppler-Verschiebung der emittierten Strahlung,
und das resultierende Linienprofil des ganzen Ensembles ist ein

GauB-Profil mit einer Breite y; entsprechend Gl.(8.1).

Trifft auf die Atome dagegen eine monochromatische, elektromagne-

tische Welle eines Lasers mit der Frequenz wp, und dem Wellenvektor

ft, so absorbieran aus dem gesamten Ensemble von Atomen nur dieje-
>

nigen, die in Richtung von k; eine derartige Geschwindigkeitskom-

ponente v, haben, daB die Doppler-verschobene Frequenz gerade der

Freqguenz Wo der Atome in ihrem Ruhesystem entspricht:

5
(8.26) wy = wy - ky, ¥ = w, - kg vy, bzw.

(8.27) vy

an(vk)

_——

0w -wlk i Fig. 8.4: Besetzungsdich-
teverteilung eines Ensem-
Lm(vk)

bles von Atomen unter der
! Einwirkung monochromati-
| scher Laserstrahlung bei
| der Freqguenz wr,

- |
|
|

]
|
1
0 {wi- w7k Vi




Durch diesen Absorptionsprozess wird die Dichte n; der Atome mit
der Geschwindigkeit v, erniedrigt, die entsprechende Dichte n,
erhoht. Fig. 8.4 illustriert diesen Vorgang, Aufgetragen sind fiir
beide Zustdnde die Besetzungsdichteverteilungen als Funktion der
Geschwindigkeit: nj(vy)dvy gibt die jeweilige Dichte der Atome mit
einer Geschwindigkeit im Intervall zwischen Vi und vy + dvy an,
Bei einer Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung der Atome ist
die Ausgangsverteilung filir beide Zustinde eine GauB-Verteilung (s.
Abschn. 4.2.2.1), Durch den Absorptionsvorgang entsteht dann aber
in der Besetzungsdichteverteilung ny(vy) des unteren Zustands ein
Loch (oft als Bennet-Loch bezeichnet), in der Verteilung des
oberen Zustands ein entsprechender HdOcker. Die Breite des Lochs
entspricht zun8chst der natilirlichen Linienbreite Yor d.h. Av =
Yo/kL. War der obere Zustand urspriinglich gar nicht besetzt, er-
hdlt man so angeregte Atome mit nur dieser engen Geschwindigkeits-

verteilung.

StoBinduzierte Uberginge und spontane Emission direkt vom Zustand
2 in den Zustand 1, aber auch indirekte Prozesse {iber andere Zu-
stinde des Atoms bauen die {iberbesetzung ab und fiillen das Loch
wieder auf. Im stationdren Zustand stehen sie im Gleichgewicht mit
der Absorption und bestimmen so die Tiefe des Lochs und die H8he
des H&ckers.

Bei kleinen Intensitdten ist die Absorption der Laserstrahlung
zundchst linear, d.h. proportional der Intensit#t, da die Beset-
zungsdichten nur sehr wenig geindert werden. Mit steigender Inten-
sitdt wird dagegen einerseits die stimulierte Emission infolge der
wachsenden Dichte im oberen Zustand stdrker, andererseits sinkt
auch die Zahl der Absorptionsprozesse mit kleiner werdender Dichte
des unteren Zustands, so daB der effektive Absorptionskoeffizient
a (w) nicht mehr konstant ist, sondern abnimmt. Er wird eine
Funktion der Intensitdt und ist definiert durch

(8.28) oa(w,I) = - d_I(_I“’(_)w/)ﬂ.

Im Grenzfall sehr hoher Laserintensitidt streben der obere und un-
tere Zustand der Gleichbesetzung zu, keine weitere Strahlung wird



mehr absorbiert. Die Absorption ist gesdtiigi. Flir den Absorp-
tionskoeffizienten erhilt man [8.4]:

a_(w)
(8.29) ofw,I) = —2° |

ESIOV™

a,(w) ist der lineare Absorptionskoeffizient bei kleinen Intensi-
téten und I die sog. Sattigungsintensitat flir den betreffenden
Ubergang; sie ist frequenzunabhdngig. Bei I = I, ist der Absorp-
tionskoeffizient gerade auf den Wert 1/A/2 abgesunken. Mit steigen-
der Sdttigung wird leider auch das Bennet-Loch in n4(vy) breiter
(Sdttigungsverbreiterung), so daB man zweckmd@Big nicht mit extrem
hohen Intensitdten arbeitet.

Gl.(8.29) stellt nun auch fiir Yo << Yg nichts anderes dar alf das
Absorptionsprofil des betrachteten Ubergangs in Richtung von kL/kL
fliir das Ensemble von Atomen, das bereits von intensiver Laser-
strahlung bei einer Frequenz w; durchstrahlt wird: es ist ein
breites GauB-Profil mit einem schmalen Loch bei der Frequenz wy ,
und die Ausmessung dieses Lochs ist die eigentliche Idee der sog.
Sdttigungsspektroskopie. Im Prinzip kdnnte man sich zundchst vor-
stellen, daB das Absorptionsprofil mit einem zweiten Laserstrahl
abgetastet wird, dessen Frequenz iiber das Profil durchgestimmt
wird. Die meBbare geringere Absorption im S3dttigungsloch wlirde
dieses exakt festlegen. In der Praxis ist es jedoch aus mehreren
Griinden sinnvoll, die gleiche monochromatische Strahlung sowohl
zur Sdttigung als auch zur Analyse zu benutzen. Die primdre Laser-

o«
[~ 4
s \(0(0
I
1
|
W, = W w
Fig. 8.5: Absorptionsprofil bei Fig. 8.6: Absorptionsprofil fiir
zwei einander entgegenlaufenden wr, = W

Wellen der Frequenz wy,
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strahlung wird dazu durch einen teildurchldssigen Spiegel in den
sdttigungsstrahl (engl. saturating beam) und den Analysestrahl
{engl, probe beam) zerlegt, und beide durchlaufen das Ensemble in
entgegengesetzter Richtung. Das Absorptionsprofil in Richtung der
Strahlung weist so zundchst zwei Sdttigungsldcher symmetrisch zu

w., auf (s. Fig. 8.5). Stimmt jedoch die Laserfrequenz mit der Fre-

(o]

quenz des Uibergangs iiberein, d.h. Wy, = fallen beide Minima zu-

ol
sammen, man erhdlt ein besonders tiefes Loch, s. Fig. 8.6. In der
Literatur wird es als Laemé-dip bezeichnet. Beide Wellen wechsel-

wirken in diesem Fall mit der gleichen Gruppe aus dem Ensemble.

Zum Nachweis wird der S3ttigungsstrahl moduliert, beispielsweise
mit einer rotierenden geschlitzten Scheibe zerhackt, und die In-
tensitdt des Analysestrahls mit einem phasenempfindlichen Detektor
(s. Abschn. 6.4) gemessen. Im Lamb-dip bewirkt die Modulation des
sdttigungsstrahls eine Modulation des Analysestrahls, da in der
Dunkelphase der Analysestrahl st3rker absorbiert wird als wihrend
der Hellphase, in der der Ubergang durch den Sdttigungsstrahl
gesdttigt wird. Mit wachsendem Abstand von w, nimmt die gegensei-
tige Beeinflussung ab. Da das Ausgangssignal des Detektors propor-
tional dem modulierten Anteil der Strahlung ist, spiegelt die
Breite des Signals als Funktion von wp - w, die Breite des Lamb-
dips wieder: die Ubergangsfrequenz kann so mit hoher Aufl&sung
gemessen werden, die nur
la) durch die natiirliche Lini-

enbreite begrenzt wird.

Intensitat I

Die Leistungsfdhigkeit die-

1 L I 1 L ser Methode wird sehr ein-

drucksvoll durch neue Un-
{b) tersuchungen der Hoa-Linie
des Wasserstoff-Atoms illu-
striert [8.6]. Der obere

Teil (a) der Fig. 8.7 zeigt

Detektorsignal

A . ] 1 1

-5 0 5 10 15 v
(v -)/GHz nie, wie es mit einem voll-

das Doppler-Profil der Li-

kommenen Spektrographen bei
Fig. 8.7: (a) Doppler-Profil der
Ho~Linie bei Zimmertemperatur;
(b) s&ttigungsspektrum {8.6; 8.11]

Zimmertemperatur und niedri-
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gen atomaren Dichten (d.h. keine StoBverbreiterung) gemessen wer-
den kann. Die Feinstrukturaufspaltung und die Lamb-Verschiebung
flihren zu insgesamt sieben Komponenten mit verschiedener Intensi-
tdt, die jedoch nicht aufgeldst werden. Teil (b) der Fig. 8.7
zeigt dazu ein m&gliches Sdttigungsspektrum. Die jetzt aufgeldsten
Komponenten konnten mit groBer Genauigkeit bestimmt werden. Die
absolute Messung der Wellenlingen ermdglichte eine neuere Prazisi-

onsbestimmung der Rydberg-Konstanten.,
Inzwischen stehen dem Experimentator eine ganze Reihe weiterer

Varianten der Sdttigungsspektroskopie zur Verfiigung, und wir ver-

weisen dazu auf die anfangs zitierte Literatur.

8.3.2 Zwei-Photonen-Spektroskopie

Treffen zwei elektromagnetische Wellen mit den Fregquenzen wq und
> >

wy und den Wellenvektoren k; und ko, auf das Ensemble von Atomen,

so tritt mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit ein Ubergang vom

unteren in den oberen Zustand unter gleichzeitiger Absorption

zweier Photonen ein, wenn sowohl der

Energiesatz als auch die entsprechende

2
l[ Auswahlregel erfiillt sind: beide Zust&nde

Flw, ~Kyv) missen die gleiche Paritdt haben, fiir die
Enderung der Drehimpulsquantenzahl L mus
- r-_— gelten:
il -kyv) (8.30) AL = 0 oder *2.
e —————— | Ein Atom mit der Geschwindigkeit {; sieht

in seinem Ruhesystem aber wieder Doppler-

verschobene Frequenzen, so da8 der Ener-
Fig. 8.8: Zwei-Photo-

nen-Absorption giesatz die Form annimmt.

>, +
Ey, - Eq = h(wg -~ k¥V) + T(wy, - kyv), bzw.

) > >
(8.31) E2 - E1 = T)(m-l + Wyl - "h(k1 + kZ)V'



Die Geschwindigkeitsverteilung der Atome bestimmt somit das Ab-
sorptionsprofil. Wdhlt man jedoch zwei Wellen gleicher Frequenz w,
= wy = w, die in entgegengesetzte Richtung laufen, d.h. ky = -k,,
so erfiillen alle Atome unabhdngig von ihrnenr Geschwindigkeid die
Resonanzbedingung fiir die gleichzeitige Absorption zweier Photo-
nen, und G1.(8.31) wird

(8.32) E, - E; = 2ho.

Damit ist der Doppler-Effekt eliminiert, und man erhdlt eine
schmale Absorption mit einer Breite, die der natlirlichen Linien-
breite entspricht. Das Experiment ist im Prinzip relativ einfach.
Mittels eines Spiegels reflektiert man den Laserstrahl nach
Durchgang durch das Ensemble von Atomen nur in sich selbst zurilick.

Fig. 8.9 illustriert schematisch die Anordnung. Nachgewiesen wird

L

Farbstofflaser

SANNNNNAN

Ie

Fig. 8.9: Anordnung zur Doppler-freien Zwei-Photonen-Spektroskopie

der Absorptionsprozess beispielsweise durch Fluoreszenzstrahlung
Ip, die beim Ubergang der Atome vom oberen Zustand 2 in tiefer
liegende Zustdnde emittiert wird.

Die Wahrscheinlichkeit flir die gleichzeitige Absorption zweier
Photonen ist im allgemeinen sehr klein, wichst aber mit dem
Produkt der Intensitdten I, * I, beider Lichtwellen an. Hier kommt
daher zum Tragen, daB mit Lasern auch hohe Leistungen erzielt und
damit diese Messungen m&glich werden. Weiterhin wirkt sich aus,
daB alle Atome zum Absorptionsprozess beitragen, wihrend es bei

der Sdttigungsspektroskopie nur eine kleine Gruppe ist.
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Im allgemeinen werden neben den Doppler-freien Absorptionsprozes-
sen natiirlich auch Ubergidnge induziert, bei denen beide Photonen

aus dem gleichen Laserstrahl kommen. Es gilt

>
(8.33) E, - Eq = 2n(w - kv).
Dies fiihrt wieder zu einem Absorptionsprofil, dessen Breite durch
die Geschwindigkeitsverteilung der Atome bestimmt wird. Das resul-
tierende Absorptionsprofil besteht daher aus einem Doppler-~-ver-
breiterten Untergrund und einer schmalen Doppler-freien Linie (s.
Fig. 8.10).

o

Fig. 8.10: Profil der Zwei-
Photonen-Absorption

Durch geschickte Wahl der Polarisation des Laserlichts kann man
allerdings erreichen, daB auf Grund der Auswahlregeln fiir die
magnetische Quantenzahl M die Absorption jeweils nur mit je einem
Photon aus beiden Strahlen mdglich ist [8.4]. In diesem Fall fillt

dann sogar der Untergrund weg.

8.4 M&ssbauer Spéktroskopie

Elektromagnetische Strahlung wird auch von Atomkernen emittiert
oder absorbiert, wenn sie von einem Zustand in einen anderen {iber-

gehen. Die Quanten dieser Strahlung werden allgemein als y-Quanten
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bezeichnet, ihre Energie iliberstreicht den Bereich von etwa 6 keVv
bis zu einigen MeV. Insbesondere tiefer liegende Kernzustidnde ha-
ben dabei eine relativ lange Lebensdauer, die auf Grund der Un-
schdrferelation (Gl.(6.7)) zu einer entsprechend kleinen natlirli-

chen Linienbreite vy, (bzw. I'j in Energieeinheiten) des Ubergangs

fiihrt. .Die relative Breite Y:vwo (bzw. Fo/hwo) ist von der GrdBen-
ordnung 1078 bis 10-15 [8.6], und kein Detektor filir y-Quanten (s.
Abschn. 7.5, 7.6 und 7.7) erreicht auch nur anndhernd eine dafiir
bendtigte Aufldsung. Allerdings kann ein ungestdrter Ubergang

zundchst auch gar nicht beobachtet werden.

Betrachten wir dazu einen Atomkern in Ruhe, der ein Quant emit-
tiert. Mit der hohen Energie E = hw ist auch ein entsprechender
Impuls p = hw/c verkniipft, und auf Grund der Impulserhaltung muB
der Kern einen entgegengerichteten, gleich groBen Impuls aufnehmen
(RickstoBeffekt). Das ganze Atom hat damit eine kinetische Energie

EE ﬁzwz
(8.34) Ep = 5hC 50
2Mc

die in der Energiebilanz fiir den Emissionsvorgang zu beriicksichti-

gen ist:

(8.35) E, - E; = hwo = hw + Eg.

Die tatsdchlich ausgestrahlte Fregquenz w ist damit um WR = ER/h
kleiner als die ohne RiickstoB erwartete Freguenz w,. Bei der Ab-
sorption von y-Quanten {ibernimmt dagegen der Kern den Impuls des
Quants, und das Absorptionsprofil ist entsprechend um wp 2u héhe-
ren Frequenzen verschoben. Fig. 8.11 illustriert Emissions- und
Absorptionsprofil flir Atomkerne in Ruhe. Beide sind um 2wy gegen-
einander versetzt, und damit wird verstdndlich, weshalb in diesem
Fall die emittierte y-Strahlung nicht von gleichen Atomen absor-

biert wird; Resonanzabsorption wird nicht beobachtet.

Wie bei den Ubergidngen der Hiillenelektronen bedingt allerdings
auch hier die thermische Bewegung der Atome eine Doppler-Verbrei-
terung der Linien. Bezeichnen wir mit E den Wellenvektor des emit-
tierten Quants und mit G-die Geschwindigkeit des Atomkerns, wird
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Te) odw

(a) (b)

N ——— —
- ———

——— —— e —
— — ————

Fig. 8.11: Emissions- (a) und Absorptionsprofil (b) eines y-Uber-
gangs fiir Atomkerne in Ruhe. w, ist die Frequenz des

lbergangs ohne Riicksto8. °©

> >
mit der Doppler-Verschiebung Aw = k v die Energiebilanz des {ber-
gangs jetzt

-
(8.36) Thw = hw, - hug + h(kV).

Eine Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung fiihrt wieder zu einem
GauB-Profil um die Frequenz w, - wp. Die Breite ist durch Gl.(8.1)
gegeben und {ibertrifft die natiirliche Linienbreite um viele Grés-
senordnungen. Fig. 8.12 illustriert die relative Lage von Emis-

sions- und Absorptionsprofil. Beide sind symmetrisch zu w = Wer

Fig. 8.12: Relative Lage

von Emissions- und Absorp-
tionsprofil eines Doppler-
verbreiterten y-Ubergangs.

W, - Wy o, Wy v Wy w

und Resonanzabsorption wird in dem MaBe mdglich, in dem sich beide
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Profile iiberlappen (schraffiertes Gebiet der Fig. 8.12).

Wir betrachten jetzt die y-Emission von Atomen, die in ein Kri-
stallgitter eingebaut sind. Kann auf Grund der chemischen Bindung
der Atomkern den RiickstoB nicht aufnehmen und sich nicht frei
bewegen, wird der Impuls auf den ganzen Kristall {ibertragen. In
Gl.(8.34) ist dann flir M auch die Masse des Kristalls einzusetzen,
die RilickstoBenergie Ep und damit die Verschiebung wp werden ver-
nachldssigbar klein. Da bei tiefen Temperaturen praktisch auch die
Doppler-Verbreiterung im Kristall verschwindend klein ist, wird
eine extrem scharfe Linie emittiert, deren Breite ihrer durch die
Unschiérferelation gegebenen natilirlichen Linienbreite entspricht.
1958 entdeckte R. Mdssbauer diese scharfen Linien und deutete sie
theoretisch richtig. Sie werden heute als M3ssbauer-Linien be-
zeichnet, der physikalische Effekt, der zu ihnen fiihrt, als MOss-
bauer-Effekt [8.16].

Obige Beschreibung stellt natiirlich eine gro8e Vereinfachung dar,
da der Kern nicht starr im Kristallgitter sitzt,sondern mit diesem
zu Schwingungen angeregt werden kann. Eine exaktere Behandlung des
M8ssbauer-Effekts muB daher die Gitterschwingungen und ihre Anre-
gung [}.{] einschlieBen., Die Beriicksichtigung der Anregungsenergie
in G1.(8.35) an Stelle der RiickstoBenergie Ep filihrt wieder zu
einer entsprechenden Frequenzverschiebung, und das resultierende
Emissionsspektrum besteht so nicht nur aus der scharfen M&ssbauer-
Linie, sondern auch aus einem quasikontinuierlichen Untergrund von
vielen Linien, die der Anregung einer jeweiligen Gitterschwingung
entsprechen. (s. Fig. 8.13)

lHw)

Fig. 8.13: Schematisches
Spektrum einer kristalli-
nen y-Quelle
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Der Bruchteil f der in der Mdssbauer-Linie riickstoB8frei emittier-
ten Quanten wird gewdhnlich als Debye-Waller-Faktor bezeichnet,
manchmal auch als Lamb-M&ssbauer-Faktor. Er ist eine Funktion der
Energie der y-Quanten, der Debye-Temperatur des Kristalls und
seiner absoluten Temperatur [8.5]. Mit kleiner werdender Energie
der Quanten wird er grdBer, und man verwendet daher vorzugsweise
Isotope, deren y-Strahlung im Bereich unterhalb von etwa 50 keV
liegt, obwohl auch zahlreiche Isotope mit Energien bis zu 150 keV

im geeigneten Kristallverband M&ssbauer-Linien emittieren.

Die Untersuchung der schmalen Linien wird mittels der Kernreso-
nanzfluoreszenz durchgefiihrt und heute allgemein als Mdssbauer-
Spektroskopie bezeichnet. Eine typische experimentelle Anordnung
zeigt Fig. 8.14.

Quelle AVAVALL Detektor

~ati— i

Absorber

Fig. 8.14: Schema eines Mdssbauer-Experiments

Die von einer Quelle emittierten y-Quanten durchstrahlen den zu
untersuchenden Absorber, und die Zahl der durchgehenden Quanten
wird mit einem Detektor registriert. Andere Verfahren messen die
Zahl der absorbierten Quanten, indem sie die nach der Anregung
auftretende Fluoreszenzstrahlung detektieren, bzw. bei Auftreten
von innerer Umwandlung die entsprechenden Elektronen oder die

charakteristische R&ntgenstrahlung.

Die einfallende y-Strahlung muB natlirlich {iber das Linienprofil
des Absorbers durchgestimmt werden, und dies bewirkt man auf

duBerst einfache Weise durch den Doppler-Effekt, indem man die
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Quelle bewegt., Typische Geschwindigkeiten, die einer Verschiebung
von etwa der natiirlichen Linienbreite entsprechen, liegen in der
GréBenordnung von 1 mm/s bis 1 cm/s. Es ist {iblich geworden, die
Zdhlrate des Detektors einfach als Funktion der Geschwindigkeit
der Quelle aufzutragen und als Mdssbauer-Spektrum zu bezeichnen.
Die erzielte Genauigkeit ist bis heute in keinem Gebiet der Physik

von einer anderen MeBmethode erreicht worden.

£s ist nichl genug zu wissen,
man muB auch anwenden,

es Lst nicht genug zu wollen,
man muB auch tun.

dohann Wolfgang von Goethe
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Photoleitung 161
Photometrische GréBen
70,
52
185,

145

14

Photomultiplier 150

Photonendichte
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Prinzip der kleinsten Quadrate
63

Profil von Spektrallinien

178

Polarisator

Potentialtrennung

184
Proportionalzihler

Pyricon 141

222

Pyroelektrischer Koeffizient
139
P-10 Gas 179
Quantenausbeute
162
Quantenrauschen

125, 141, 145,
116
Quarzglasfaser 96

124
Radiometrische Gr&éB8en
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Praktische
Testfunktion

136
Thermoelement
Thermos&ule

136
Tiefpa8B
73, 133
92

Totzeit eines Z&hlers

Totalreflexion
158, 183
Townsendscher Ionisationskoef-
179

98
Transmissionsvermdgen
126

Transportvorginge

fizient
Trigerpaar
188
Transparenz
31
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