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1 Informationen

1.1 Literatur
1. Gerthsen, Kneser, Vogel
2. Anleitungen Leybold Didactic
3. Demtroder Band 1

4. Wikimedia (Tacoma Narrows Bridge)

1.2 Stichworte
e Harmonische Schwingungen

e Diampfung

Freie, geddmpfte und erzwungene Schwingungen

Eigenfrequenz

Schwingfall

Aperiodischer Grenzfall

Kriechfall



2 Theoretische Grundlagen

2.1 Freie ungedampfte Schwingung

Wirkt auf einen beweglichen Korper, der aus seiner Ruhelage ausgelenkt wurde, lediglich
eine der Auslenkung entgegen gerichtete und zu ihr proportionalen Kraft, wird er eine
harmonische Schwingung um seine Ruhelage ausiiben, d.h. seine Auslenkung wird allge-
mein durch eine Linearkombination der Zeitfunktionen sin(wt) und cos(wt) beschrieben;
es handelt sich um eine freie ungeddmpfte harmonische Schwingung. Die Maximalauslen-
kung und Energie dieser Schwingung ist zeitlich konstant.

Ein einfaches Beispiel hierfiir ist das mathematische Schwerependel (Abb. 1 a). Dieses
Fadenpendel ist idealisiert, da seine Masse m punktférmig, der Faden mit Lange [ deh-
nungsfrei und masselos und dariiber hinaus die Aufhdngung und Bewegung des Pendels
als reibungsfrei angenommen wird. Ist die Bogenldnge s = l¢ die Auslenkung der Mas-
se m, wirkt aufgrund der Schwerkraft Fg die Kraft Fg = —mg - sin ¢ in Richtung der
Auslenkung. Fiir kleine Winkel ¢ ist sin ¢ ~ ¢ und Fs = mgp = =%, sodass dann die
Bewegungsgleichung des Pendels lautet:

mlg +mgp =0 bzw. 5+ %s =0. (1)
Die allgemeine Losung dieser linearen homogenen Differentialgleichung (DGL) 2. Ord-

nung fiir die zeitabhéngige Auslenkung s(¢) lautet:
s(t) = sp - sin(wg + @) . (2)
so ist die Amplitude der Schwingung, wy = 27 fy = % = \/% die Kreisfrequenz, fy die

Frequenz, Ty die Schwingungsdauer und « ein Phasenwinkel. sy und « sind durch die
Anfangsbedingungen der Schwingung s(0) und $(0) festgelegt.
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Abbildung 1: Pendeltypen: a) Mathematisches Pendel, b) Drehpendel.



2.2 Freie geddmpfte Schwingung

Im makroskopischen, mechanischen Systemen kommen ungeddmpfte Schwingungen sel-
ten vor. Ein reales Pendel erfahrt wihrend seiner Bewegung Reibungskrifte, z.B. bedingt
durch die Reibung der Lager. Ein Beispiel fiir ein solches reales Pendel ist das in die-
sem Versuch eingesetzte Drehpendel nach Pohl (Abb. 1 b). Eine runde Metallscheibe
ist im Zentrum mit einer horizontal liegenden Drehachse gelagert. Mit der Drehachse
verbunden ist das innere Ende einer um die Achse gewundenen Spiral-Blattfeder. Deren
dufseres Ende ist an einem ebenfalls um die Achse drehbaren Hebel H befestigt. Wird
bei festgehaltenem Hebel die Scheibe um einen (kleinen) Winkel ¢ aus der Ruhelage
gedreht, bewirkt die dadurch erzeugte Spannung der Feder ein riicktreibendes Drehmo-
ment Mp = —Dy. D ist die Winkelrichtgrofe der Feder. Ist die Reibung des Pendels
viskos, z.B. infolge der inneren Reibung des Olfilms im Drehlager oder der Wirkung ei-
ner am Pendel montierten Wirbelstrombremse (s.u.), wirkt ein weiteres, die Bewegung
hemmendes Drehmoment Mr = —Rp.

Die Bewegungsgleichung fiir ¢ bzw. die Auslenkung s = r¢ des Pendels (r ist der
Scheibenradius) lautet damit:

I$+Rp+ Dp =0 bzw. §4+285+wis=0 (3)

I ist das Triagheitsmoment der Scheibe (s. Versuch A08, Triagheitsmomente), 25 = % ein

Reibungskoeffizient, wg = \/% die Kreisfrequenz der ungeddmpften Pendelschwingung.
Die Losung der DGL (3) hat die Form

s(t) = spe. (4)
Einsetzen in Gleichung (3) fithrt zu der Form

M 4260 +wi =0 (5)

Aa2=—-B+4/82—wi. (6)

Die allgemeine Losung fiir die Pendelbewegung ist mit den Gleichungen (4) und (6) die
Linearkombination

mit den Losungen

s(t)=Cp-eM' + Oy e (7)

Werden die speziellen Anfangsbedingungen s(0) = sp und §(0) = 0 gewéhlt, lautet die
Losung

_ S0 Mt Aot
s(t) = 1 ()\26 Aie ) . (8)



Abbildung 2: Gedampfte Schwingung: a) Kriechfall mit 8 ~ 10w, b) Schwingfall
mit 4 ~ wp/10, ¢) Amplitudenfunktion e~ Pt fiir Schwingfall, d) aperiodischer Grenzfall
mit 5 = wp.

Zur Diskussion der Pendelbewegung werden drei Félle mit unterschiedlichem 3 als Mafs
fiir die Starke der Dampfung betrachtet:

1. Im Fall 8 > wp sind A; und Ay beide reell und negativ. Die Bewegung ist stark
geddmpft. Das Pendel schwingt nicht, sondern bewegt sich monoton (und relativ
langsam) aus der Anfangsposition in die Ruhelage. Man nennt dies den Kriechfall
(s. Abb. 2 a).

2. Im Fall 8 < wg sind A1 und Ay komplex. Es liegt nur eine schwache Dampfung, der
Schwingfall vor (s. Abb. 2 b). Mit w = /w3 — B?; A1 2 = — £ iw folgt:

s(t) = spe Pt B (eiwt i e—iwt) i % (eiwt _ e—iwt)] .

= s9e 7Pt [cos(wt) + f}sin(wt)} .

Gleichung (9) stellt eine Schwingung dar, deren Amplitude zeitlich exponentiell
abnimmt. Aus den Nullstellen der zeitlichen Ableitung von s(t) erhilt man die

e Maxima bei t = 2mn/w=nT, n=0,1,2,...

° MinimabeitzQw(n+%)/w: (n+%)T, n=20,1,2,...



Der Faktor e=#* in Gleichung (9) ist die Amplitudenfunktion (s. Abb. 2 c). Das
Verhéltnis zweier aufeinander folgenden Maxima der Schwingung wird Ddmpfungs-
verhdltnis k genannt,

s(t+1T) ’
bzw. BT = A = Ink, das logarithmische Dampfungsdekret. Das Verhéltnis der
Schwingungszeiten von geddmpfter und ungedampfter Schwingung ist

T wi \/ B2 \/ A2
i (.. R Uy 11
To wi — B2 +w2 +47r2 (11)

In den meisten Fillen unterscheiden sich T' und Ty nur wenig (< 1 %).

_ s __ er (10)

3. Der Fall f = wq heifst aperiodischer Grenzfall. Die Losung fiir die Bewegung des
Pendels ergibt sich durch Grenzwertbildung w — 0 aus Gleichung (9):

s(t) = s - e PH(1 + pt). (12)

Im aperiodischen Grenzfall bewegt sich das Pendel bei gegebener Kreisfrequenz
wp ohne vor und zuriick zu schwingen in der kiirzesten Zeit (At ~ T von der
Anfangsposition in die Ruhelage (s. Abb. 2 d).

2.3 Losung der DGL zur gedampften Drehschwingung

Die Differentialgleichung fiir eine freie Drehschwingung mit Dimpfung lautet
Jo+ B+ Ke=0. (13)

Dabei ist J das Tragheitsmoment, 3 die Dampfungskonstante und k' die Winkelrichtgrofe
der riicktreibenden Spiralfeder. Eine Losung dieser Differentialgleichung lautet

© = Ae™t. (14)

Nach Euler gilt ¢! = cos(wt) + isin(wt) mit i = /—1. A ist eine Konstante und gibt
die Amplitude der freien Schwingung an, w die Kreisfrequenz. Die Beziehung zwischen
Kreisfrequenz w, Frequenz f und Schwingungsdauer T" lautet w = 27 f = 27”

Die Differentialgleichung fiir die erzwungene Drehschwingung lautet

JG+ Bp+ ko = Age™", (15)

mit Ag als Amplitude des auf den Drehschwinger einwirkenden Drehmoments, wobei



Ag=Kp=J wggoo. Der Losungsansatz fiir diese Differentialgleichung ist
o= Aetwt—a) (16)

wobei a die Phasendifferenz zwischen den Schwingungen des Pendels und des einwirken-
den dufseren Drehmomentes ausdriickt. Differenzieren und Einsetzen des Losungsansatzes
in die Differentialgleichung liefert die Bestimmungsgleichungen fiir die Amplitude A und
die Phasenverschiebung a:

¢ = iwAe' @) @ = —w?Ae'Wt=) (17)
—w? AT W) 4w At @t | At W) = Aot (18)
Teilt man diese Gleichung durch Je!“!=®) 5o erhilt man:
2 ﬂ K AO i
—wA+i—wA+ —A=—¢e". 19
wA+1 T + 7 Te (19)
Mit g = 26 und kj/ = wg folgt:
2 . 2 _ AO i
—w A+ 2idwA + Awj = e (20)

Diese Gleichung wird in Real- und Imaginérteil aufgespalten. Fiir den Realteil muss
gelten:

A A2
—W2A+ Aw? = 70 Ccos « bzw. A% (Wi —w?)? = J—g cos’ar. (21)
Fiir den Imaginarteil muss gelten:
A A2

20wA = 70 sin « bzw. 46%0W% A% = J—g sin? o (22)

Addition der rechten Gleichungen (21) und (22) liefert:

A2

A? [(w% - w2)2 + 452w2] = J—g . (23)

Damit ergibt sich fiir die Amplitude der erzwungenen Schwingung;:
A

A= .
J\/(wg — w2)2 + 452w?

(24)



a : b
¢/Ag & is small M e 0 i 5 is small )
w2
d is large
: S is large n
‘mn (1)0 [0} 0)0 ©

Abbildung 3: a) Amplitude und b) Phase der erzwungenen Schwingung (Quelle:
Leybold Versuchsanleitung).

Division der linken Gleichungen (22) und (21) liefert fiir die Phasenverschiebung o
zwischen Erreger und Schwinger

2
tana = % . (25)
Wy —w

Die Funktion fiir die Auslenkung des Schwingers in Abhéngigkeit der Zeit ergibt sich
durch Einsetzen von Gleichung (24) und (25) in den Realteil des obigen Losungsansatzes

Gleichung (16):
2
wt — arctan <2(5u)2)] . (26)

A
o(t) = - COS [
J\/(wg — w2)2 + 46202

Trigt man das Amplitudenverhéltnis ¢/Ag iiber dem Frequenzverhéltnis w/wy auf,
so ergeben sich die in Abb. 3 dargestellten Kurven. Dabei ist Ay die Amplitude des
Erregersystems und fy = wo/27 die Eigenfrequenz des Drehpendels. Es ist zu erkennen,
dass sich die Resonanzfrequenz mit zunehmender Dadmpfung § nach links verschiebt.

3 Versuchsdurchfithrung

3.1 Gerate- und Materialliste
e Pohlsches Rad
e 2 Netzteile
e Kabel

e 2 Multimeter



3.2 Versuchsaufbau
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Abbildung 4: Aufbau nach Pohl (Quelle: Leybold Versuchsanleitung).

Das eigentliche Pendel besteht aus einer
drehbar gelagerten ringférmigen Scheibe
aus Kupfer (3), die mit einer Spiralfeder (4)
verbunden ist. Verdreht man die Scheibe
aus ihrer Ruhelage, so erzeugt die Spiral-
feder ein riicktreibendes Moment, so dass
die Scheibe nach dem Loslassen Schwin-
gungen ausfiihrt, deren Amplitude in Fol-
ge von Reibung abklingt. Die Dampfung
lasst sich durch eine Wirbelstrombremse
einstellen. Man notiert sich den jeweils
eingestellten Strom durch den Elektroma-
gneten (I) als Dampfungsmak. Uber eine
Exzenterscheibe (), die von einem Mo-
tor mit regelbarer Drehzahl angetrieben
wird, kann das Drehpendel mittels einer
Schubstange (2 zu erzwungenen Schwin-
gungen angeregt werden. Durch Verénde-
rung der Spannung, mit der der Motor ge-
speist wird, kann die Drehzahl des Motors
geandert werden.

Power Supply /Stelitrafo

O

L ]
L I
)

P

Rectifier

|I:
| Motor l

Eddy
current

Abbildung 5: Schematische Dar-
stellung des Stromversorgung: FErre-
ger/Motor  (rechts), Wirbelstrombremse
(Eddy links) (Quelle: Leybold
Versuchsanleitung).

current,
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3.3 Aufgabenstellung & Versuchsauswertung

1. Eigenfrequenz bestimmen: Zuerst soll die Eigenfrequenz (Frequenz der freien
Schwingung ohne Ddmpfung) bestimmt werden, indem man das System erregt und
mit Hilfe einer Stoppuhr die Zeit ¢ von n = 10 Schwingungen misst. Wiederholen
Sie dies dreimal und bestimmen Sie fiir jeden Durchgang den Mittelwert T'. Daraus

folgt:

fo= (Berechnen Sie fj fiir jeden Durchgang, mit Fehlerrechnung)

M| =

2. Aufnahme der Resonanzkurve: Zur Aufnahme der Resonanzkurve wird eine
konstante Dampfung (Stromstarke Ip = konst. = 0,300,600 mA) eingestellt.

2)
b)

Starten Sie mit der Bestimmung der Eigenfrequenz des Drehpendels.

Messen Sie fiir drei verschiedene Dampfungen (eingestellte Stromstérken:
OmA, 300mA und 600mA) die Amplitude der erzwungenen Schwingung
© = @(ferr) in Abhéngigkeit der Erregerfrequenz.

Die Spannung U fiir den Erreger sollte im Bereich der Resonanz in moglichst
kleinen Schritten (AU < 0,5V) verdndert werden. Beginnen Sie mit einer
Spannung von 2 V. Aufgrund der nicht symmetrischen Schwingung des Dreh-
pendels sind fiir jede Frequenz die linke und die rechte Amplitude ¢y (ferr)
aufzunehmen.

Ermitteln Sie mit Hilfe der Erregerspannung U und der Eichkurve for, = f(U)
die Erregerfrequenz fe, (siche Anhang).

Bilden Sie den Mittelwert aus der linken und rechten Amplitude und tragen
Sie die Mittelwerte in Abhéngigkeit der erregenden Frequenz feo, fiir die drei
Déampfungen in einen Graphen ein, sodass Sie drei Resonanzkurven erhalten.

Begriinden Sie eingehend, wieso im Resonanzfall der Erreger dem Schwinger
zu jedem Zeitpunkt Energie zufithrt und es bei geringer Dampfung zur ,Re-
sonanzkatastrophe” kommen muss.

3. Anwendungen: Beschreiben Sie mindestens je drei Beispiele, wo Resonanzerschei-
nungen beobachtbar und erwiinscht bzw. wo sie schéadlich sind.

11
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