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� Einleitende �Ubersicht

Beobachter und Sch	atz�lter zur Zustandsch	atzung werden ben	otigt� wenn Zust	ande dyna�

mischer Systeme nicht direkt der Messung zug	anglich sind� Ein Beobachter oder Sch	atzer

wurde erstmalig von Luenberger 

���� f	ur lineare Systeme eingef	uhrt und untersucht�

Diese Systeme bestehen aus einem Modell des dynamischen Systems� dessen Zustand

fortlaufend 
indirekt� gemessen oder gesch	atzt werden soll und einer R	uckf	uhrung� die

den Fehler zwischen gemessenen Systemausg	angen und den am Beobachter gesch	atzten

Gr	o�en asymptotisch gegen Null f	uhrt� Diese grunds	atzliche Beobachterstruktur l	a�t sich

auch auf einige Klassen nichtlinearer Systeme erweitern� Zu diesem Problemkreis ist eine

gro�e Anzahl von Arbeiten erschienen� von denen in diesem Bericht nur einige besonders

interessante Arbeiten aufgef	uhrt sind� Zeitz 

���� 
��� und 
����� Keller 

����� Walcott

u� a� 

����� Eine umfassende 	Ubersicht� sowie rechnergest	utzte Analyse� und Synthese�

verfahren� sind in der neuen Arbeit von Birk 

���� zu �nden�

Von Schwarz 

���� wurde ausgehend von den Beobachtern f	ur lineare Systeme eine sehr

elementare Einf	uhrung der Beobachter f	ur ALS auf der Basis der Beobachternormalform

gegeben� In diesem Bericht wurden dabei auch die BLS knapp behandelt� Wie sich in�

zwischen aber zeigte 
Ingenbleek� 
��
�� war die Darstellung f	ur BLS nicht ausf	uhrlich

genug� da sie sich auf einen recht speziellen Sonderfall bezog� bei dem zur Erzeugung der

Beobachternormalform die f	ur lineare System bekannte Transformation ausreichte�

Der vorliegende Bericht dient zum Au�	ullen der L	ucken in dem Bericht des Autors


Schwarz� 
������ aber auch hier wieder mit dem Ziel� eine einf	uhrende Darstellung so

zu geben� da� eine praktische Anwendung bei technischen Problemstellungen auch f	ur

den mit der Materie weniger Vertrauten leicht m	oglich ist�

In Abschnitt � wird die Beobachternormalform 
NBNF� f	ur ALS von Zeitz 

���� ein�

gef	uhrt� die sich von der NBNF von Keller 

���� unterscheidet� die meinem Forschungs�

bericht ���� zugrundeliegt� Daran anschlie�end wird in Abschnitt � die Bestimmung einer

nichtlinearen Transformation behandelt� die ein gegebenes ALS gebenenfalls in die NBNF

	uberf	uhrt� Darauf folgt in Abschitt � eine Spezialisierung auf die Unterklasse der BLS� f	ur

die im Falle der vollst	andigen Beobachtbarkeit die Transformation auf die NBNF nach

Zeitz immer m	oglich ist� Besonders 	ubersichtlich sind die Verh	altnisse� wenn das BLS

keine Nulldynamik im Endlichen hat� Deshalb wird auf diesen Fall n	aher eingegangen

und im Abschnitt � werden einige technische Systeme aufgef	uhrt� die dieser speziellen

Systemklasse angeh	oren� In dem Ausblick wird angedeutet� welche Systemklassen nach

Ansicht des Autors 	ahnlich detailiert untersucht werden k	onnen�

�An dieser Stelle m�ochte ich den Herren Dipl��Ing� R� Ingenbleek und Dr� F� Svaricek f�ur zahlreiche

kl�arende Gespr�ache und Bemerkungen aufrichtig danken�
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� Beobachternormalform f�ur ALS

Ich beschr	anke mich hier auf analytische Systeme mit linearer Steuerung 
ALS� dieser

Form�

�ALS �x
t� � a
x
t�� � b
x
t��u
t� � x� � x
t��

y
t� � cTx
t� � x
t� � Rn �

��
�

also den zeitinvarianten Eingr	o�en�ALS mit linearer Me�gleichung ohne direkten Durch�

gri� der Steuerung u
t� auf die Me�gr	o�e y
t�� Dies stellt f	ur die praktische Anwendung

keinerlei Beschr	ankung der Allgemeinheit dar� denn bei technischen Systemen existiert al�

lein schon aus energetischen Gr	unden keine direkte Verbindung zwischen Stellsignal und

Ausgangsgr	o�e� Systemtheoretisch bedeutet dies dann aber auch� da� das System 
���

immer eine SStruktur im Unendlichen� hat� Um diese Aussage zu pr	azisieren haben wir

zun	achst

De�nition ���

Das Analytisch�Lineare�System 
��� hat den Di�erenzengrad oder relativen Grad d in

einer Umgebung U um x�� wenn gilt��

i� LbL
k
ac
x� � � f	ur alle x in der N	ahe von x� und �k � d � 


ii� LbL
d��
a c
x� �� � �

�

����

�

bzw� mit gleicher Bedeutung

De�nition ���

Das Analytisch�Lineare�System 
��� hat den Di�erenzengrad oder relativen Grad d in

einer Umgebung U um x�� wenn gilt�

dk

dtk
y
t� � y�k�
t� � Lk

ac
x� ��k � d

und y�d�
t� � Ld
ac
x� � LbL

d��
a c
x� � u
t� �

����
��� 
����

�

Der Di�erenzengrad eines Systems de�niert dann die Nulldynamik� sowie die Nullstellen�

struktur im Unendlichen� wie folgt�

De�nition ���

Der durch Zustandsr	uckf	uhrung eines Systems 
��� 
zus	atzlich� unbeobachtbar zu ma�

chende Systemteil hei�t die Nulldynamik des Systems�

Die Nulldynamik hat eine Dimension gleich dem Di�erenzengrad d� mit 
 � d � n�

Ferner hat das System 
��� mit x
t� � Rn eine Nullstellenstruktur im Unendlichen mit

einer n� d�fachen Nullstelle im Unendlichen� �

�f�ur das System ���� ist c�x� � c
T
x�t�
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Auch die lineare Ausgangsgleichung in 
��� bringt keine Beschr	ankung der Allgemeinheit�

denn hat ein zu untersuchendes System eine nichtlineare Beobachtungsgleichung wie in

y
t� � c
x
t�� � 
����

dann kann es in einfacher Weise auf die Form in 
��� 	uberf	uhrt werden� indem y
t� zeitlich

abgeleitet wird�

�y
t� �
d

dt
c
x
t�� �

�
�c
x�

�x

�T
�a
x� � b
x�u
t�� � 
����

Mit dem neuen 
erweiterten� Zustandsvektor�

z
t� �

�
x
t�

y
t�

�
� Rn�� 
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h
�c�x�
�x

iT
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�
�

�
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�
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z
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z
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�
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y
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�

���������
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����

also ein ALS der hier zu behandelnden Form 
����

De�nition ��	

Ein lokal beobachtbares ALS 
��� liegt in Beobachternormalform nach Zeitz 

���� vor�

wenn sein Zustandsmodell diese Form hat�
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� Beobachternormalform f�ur ALS �

Der Name Beobachternormalform r	uhrt daher� da� f	ur ALS in dieser Struktur 
��� analog

zu dem Fall der linearen Systeme ein Identit	atsbeobachter� der eine lineare Fehlerdynamik

liefert� angegeben werden kann�

So wie es auch eine Vielzahl von Beobachtbarkeits� �Unterscheidbarkeitskriterien gibt�

so existieren auch unterschiedliche NBNF� Eine einfacher aufgebaute NBNF ist die von

Keller 

���� angegebene�

De�nition ��


Ein lokal beobachtbares ALS liegt in Beobachternormalform vor� wenn es ein Zustands�

modell dieser Form hat�
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Insbesondere f	ur die ALS in der Form 
��� ist einfach nachzuweisen� da� nach Transfor�

mation auf die zugeh	orige NBNF Gl� 
��� 
falls sie existiert� ein Identit	atsbeobacher mit

linearer Fehlerdynamik zu konstruieren ist�

Satz ���

Ein ALS liege in der NBNF nach Gl� 
��� vor�

�x
t� � Enx
t�� a�
y
t�� � b�
y
t��u
t�

y
t� �
h
� � � � � � 


i
x
t� � xn
t�

��
� � 
��

�

Dann liefert ein Beobachter der Form

��x
t� � En�x
t�� a�
y
t�� � b�
y
t��u
t� � k �y
t�� �xn
t�� 
��
��

mit dem Koe�zientenvektor k � � k�� k�� � � � � kn���
T eine Sch	atzung �x
t� des Systemzu�

standes mit einem Sch	atzfehler

 x
t� � x
t�� �x
t� � 
��
��

der einer linearen homogenen Di�erentialgleichung gen	ugt� deren Eigenwerte beliebig vor�

gebbar sind� �

Der Beweis kann v	ollig analog wie bei dem linearen Luenbergerbeobachter gef	uhrt wer�

den� wie von Keller 

���� gezeigt wurde�
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Bild ���� Identit	atsbeobachter eines ALS in nichtlinearer Beobachternormalform 
NBNF�

nach Keller 

����

Wird die Di�erentialgleichung 
��� von der des Systems in NBNF 
��� subtrahiert� erh	alt

man zun	achst�

�x
t�� ��x
t� � Enx
t��En�x
t�� k �y
t�� �xn
t�� 
��
��

Nun kann y
t� � xn
t� notiert werden zu�

xn
t� �
h
� � � � � � 


i
x
t� � cTx
t� 
��
��

ebenso

�xn
t� �
h
� � � � � � 


i
�x
t� � cT �x
t� � 
��
��

so da� wir f	ur 
��� erhalten�

� x
t� �
h
En � kcT

i
 x
t� � F  x
t� � 
��
��

Die Eigenwerte dieser homogenen linearen Di�erentialgleichung lassen sich 	uber die Ko�

e�zienten des Vektors k beliebig vorgeben�

C
�� � jI� � F j
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In Bild �� ist ein Blockschaltbild eines Identit	atsbeobachters f	ur ein ALS in NBNF nach

Keller dargestellt�

Die NBNF nach Keller 

���� ist deutlich 	ubersichtlicher als die nach Zeitz 

���� und

wurde deshalb ausschlie�lich in dem Bericht Schwarz 

���� verwendet� Diese NBNF stellt

aber wesentliche einschr	ankendere Strukturforderungen an ein System� so da� h	au�g keine

Transformation f	ur ein gegebenes ALS existiert� die die NBNF nach De�nition �� erzeugt�

So mu� ein BLS schon sehr speziell strukturiert sein 
Schwarz 
���� Ingenbleek 
��
�

damit ein NBNF nach Gl� �� existiert� Dagegen kann gezeigt werden� da� jedes BLS in

die NBNF nach Def� �� Gl� 
��� transformiert werden kann�
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� Transformation eines ALS auf NBNF

Liegt ein ALS nach Gl� 
��� nicht in einer gew	unschten NBNF vor� dann mu� versucht

werden� eine Transformation zu �nden� die das gegebene System in die verlangte NBNF

	uberf	uhrt� womit dann gegebenenfalls auch die Existenz dieser NBNF gekl	art ist� Je nach

De�nition der NBNF z� B� De�nition �� oder auch �� wird eine jeweils spezielle zugeh	ori�

ge Transformation zu suchen sein� die dann auch zus	atzlich stark von der Struktur des

gegebenen Systems z� B� seinem Di�erenzengrad 
De�nition �� oder ���� abh	angt�

Eine notwendige Voraussetzung f	ur die Existenz eines jeden Beobachters ist die vollst	andi�

ge Beobachtbarkeit des gegebenen Systems� die vorab zu kl	aren ist� Hierbei existieren bei

nichtlinearen Systemen 
NLS� anders als im Falle der linearen Systeme 
LS� eine Vielzahl

unterschiedlicher Beobachtbarkeitsde�nitionen und damit auch zugeh	origer Beobachtbar�

keitskriterien 
Schwarz 
��
�� Im Rahmen dieses Berichtes beschr	anke ich mich auf die

lokale 
Punkt��beobachtbarkeit 
Birk 
�����

De�nition ��� �

Ein System der Form ALS 
��� hei�t beobachtbar in einem Punkt xp des Zustandsvek�

torraumes� wenn alle Anfangszust	ande x� � x
t�� in einer Umgebung U von xp�

kx� � xpk � � 
��
�

aus y
t� und u
t� eindeutig rekonstruierbar sind�

Das System ist lokal beobachtbar� wenn diese Eigenschaft f	ur alle x im gesamten De�ni�

tionsbereich des Systems also �xp � Dx und �u
t� � Du erf	ullt ist� �

Die Beobachtbarkeits�Analyse nichtlinearer Systeme basiert auf einer Abbildung der Zu�

standsgr	o�en und Eingangsgr	o�en auf die Ausgangsgr	o�en des betrachteten Systems 
Birk


����� Einen solchen Zusammenhang bekommt man f	ur hinreichend oft di�erenzierbare

Systemgleichungen 
��� durch die Taylorreihenentwicklung der Ausgangsgr	o�e y
t��

y
t� � y
�� � �y
��t� 	y
��
t�

�!
� � � �� y�n���
��

tn��


n � 
�!
� � � � � 
����

Die ben	otigten n � 
 Entwicklungskoe�zienten lassen sich als Zeitableitungen der Aus�

gangsgleichung in Abh	angigkeit von x
t� und u
t� berechnen� was die Beobachtbarkeits�

abbildung y�
t� liefert�

y�
t� � y	n��

t� �

�
					


y
t�

�y
t�
���

y�n���
t�

�
�����
 �

�
					


cTx
t�
d

dt
cTx
t�
���

dn��

dtn�� c
Tx
t�

�
�����


�Auch in diesem Abschnitt beschr�anke ich mich aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit auf SISO Systeme

mit linearer Ausgangsgleichung der Form ������
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�

�
					


L�
f

Lf

���

Ln��
f

�
�����
 c

Tx
t� �� q
x
t��u�
t�� � 
����

Hierin ist der Di�erentialoperator Lf mit 
����

f 
x
t�� u
t�� � a
x
t�� � b
x
t��u
t� 
����

erkl	art zu�

Lf� � ��

�xf 
x� u� �
��

�u�
�u�

Li
f� �� L�
L

i��
f �� mit L�

f� �� � �

�

����

wobei zur Abk	urzungen f	ur u
t� und die gegebenenfalls auftretenden zeitlichen Ableitun�

gen verwendet wird�

u�
t� �
h
u
t�� �u
t�� � � � � u�n���
t�

i
� 
����

Mittels des 	uber 
��� eingef	uhrten Vektors q
x�u�� ist die Beobachtbarkeitsmatrix

QB
x�u
�� erkl	art als Jakobimatrix von q
x�u�� 
Birk 
�����

QB
x�u
�� �

�

�x
q
x�u�� � 
����

Das wichtige Ergebnis f	ur die lokale Beobachtbarkeit 
Def� ��� fassen wir als Satz zusam�

men in�

Satz ���

Das nichtlineare System 
��� ist lokal beobachtbar� wenn die Beobachtbarkeitsmatrix 
���

im gesamten De�nitionsbereich �xp � Dx � �u� � Dn
u den Rang n besitzt�

Rang QB
x�u
�� � n � �xp � Dx � �u

� � Dn
u � 
����

�

Die lokale Beobachtbarkeit eines Systems ALS 
��� ist eine notwendige Voraussetzung f	ur

die Transformation auf die NBNF 
���� Zur Bestimmung einer Zustandstransformation

des Zustandes x
t� des gegebenen Systems in den Zustandsvektor x�
t� des Systems in

NBNF nach 
��� setzen wir an

x
t� � t
x�
t��u�
t�� bzw� x�
t� � t��
x�u�� � 
����

Diese Transformation ist also in beiden Richtungen von dem in 
��� erkl	arten Vektor aus

u
t� und den zeitlichen Ableitungen

u�i�
t� �
di

dti
u
t� � i � �� 
� � � � � n� 
 
��
��
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abh	angig� Um die Transformation 
��� zu bestimmen� mu� ein System nichtlinearer par�

tieller Di�erentialgleichungen 	uber die Jacobi Matrix zu 
��� gel	ost werden 
Isidori 
����

Birk 
�����

�t
x��u��

�x�
�
h
s� adfs� � � � � ad

n��
f s

i
� 
��

�

Hierin ist der Di�erentialoperator 
eine erweiterte Lieklammer� als Abk	urzung erkl	art zu�

adfs � �f � s� � �f
�xs �

�s
�xf � �s

�u�
�u�

adi
fs � �f � adi��f s� � ad�fs � s �

����
��� 
��
��

In 
��� ist ferner s
x�u�� ein Startvektor f	ur den Aufbau der gesuchten partiellen Dif�

ferentialgleichungen� der nach Zeitz 

���� aus der letzten Spalte der inversen Beobacht�

barkeitsmatrix bestimmt ist zu��

s � Q��
B 
x�u���� � � � � � 
��� � 
��
��

Hat man so das System partieller Di�erentialgleichungen 
��� konstruiert� dann ist die

Integration dieser Gleichungen ein im allgemeinen sehr schwieriges Problem� das nur in

speziellen F	allen gelingen wird� F	ur die mich besonders interessierenden BLS gelingt dies

aber in letzlich trivialer Weise� womit dann� wie im n	achsten Abschnitt dargestellt� f	ur

BLS die NBNF nach Zeitz immer existiert� wenn QB regul	ar ist�

Zur Kl	arung der Verh	altnisse wird hier nun noch kurz auf die Transformation auf die

NBNF nach Keller 
De�nition ��� eingegangen� die in Schwarz 

���� bereits einf	uhrend

behandelt wurde� Bei dieser NBNF wird eine wesentlich 	ubersichtlichere Struktur voraus�

gesetzt bzw� verlangt� Damit folgt aber auch� da� die Klasse der NLS� f	ur die eine Form

nach Gl�
��� existiert� wesentlich kleiner ist� So existiert selbst f	ur die einfachsten NLS�

die BLS� nur in Spezialf	allen die NBNF nach De�nition �� 
Ingenbleek 
��
��

Nach Keller 

���� wird f	ur den Zusammenhang zwischen demALS in 
��� und der NBNF

nach 
��� eine von u
t� unabh	angige Transformation angesetzt�

x�
t� � t
x
t�� � 
��
��

Die zeitliche Ableitung liefert zusammen mit 
����

�x�
t� �
d

dt
t
x
t�� �

�

�x
t
x
t�� � �x
t�

�
�

�x
t
x
t�� �a
x
t�� � b
x
t��u
t�� � 
��
��

�Zeitz ��	
�� l�a�t in der NBNF eine nichtlineare Me�gleichung y�t� � c��x�� zu
 weshalb dann in der

���� entsprechenden Gleichung noch ein Term �c
�

�x�
n

steht
 der wegen ���� c��x�� � �� � � � � ��Tx� bei den

von mir hier behandelten ALS den Wert � ergibt�
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Ein Vergleich mit der zu 
��� geh	orenden NBNF in 
��� liefert dann diesen Zusammen�

hang�

�t
x
t��

�x
� a
x
t�� � Enx

�
t�� a�
y
t�� 
��
��

�t
x
t��

�x
� b
x
t�� � b�
y
t�� � 
��
��

Diese Beziehungen fassen partielle Di�erentialgleichungen zusammen� Die Gleichung 
���

l	a�t sich bez	uglich t
x� komponentenweise notieren� wobei aus Abk	urzungsgr	unden die

Zeitparameter nicht notiert werden��h
�t��x�
�x

iT
a
x� � dt�
x�a
x�� a�
y�

dt�
x� � a
x� � t�
x�� a�
y�
���

dtn � a
x� � tn��
x�� an��
y�

��������
�������

� 
��
��

Nach Umstellen dieser Beziehungen und Einf	uhrung des Lie� Di�erentialoperators erhalten

wir die zu l	osenden partiellen Di�erentialgleichungen zu�

tn��
x� � dtn
x�a
x� � an��
y� � Latn
x� � an��
y�

tn��
x� � L�
atn
x� � Laan��
y� � an��
y�

���

t�
x� � Ln��
a tn
x� � Ln��

a an��
y� � � � �� Laa�
y� � a�
y�

� � Latn
x� � Ln��
a an��
y� � � � �� Laa�
y� � a�
y� �

����������
���������


��
��

Die letzte Gl� in 
��� wird von Keller 

���� als nichtlineare charakteristische Gleichung

bezeichnet und ist in Analogie zu dem Satz von Cayley�Hamilton f	ur lineare Operatoren

zu sehen� Die ai
y� sind die Terme in der NBNF 
����

Das Gleichungssystem 
��� ist nur noch durch die Systemausgangsgleichung

y
t� � tn
x� � x�n
t� � � � � � � � � 
 �x�
t� � cTx
t� 
�����

zu erg	anzen� Mit der von Keller 

���� angegebenen Zweistufen�Transformation kann

es gelingen die partiellen Di�erentialgleichungen in 
��� zu integrieren und insbeson�

dere die ai
y�� i � �� 
� � � � � n � 
 zu bestimmen� und damit dann 	uber 
��� auch die

bi
y�� i � 
� �� � � � � n der NBNF 
��� zu berechnen�

Eine Auswertung dieser Beziehungen f	ur LS und BLS wurde in Schwarz 

���� vorgenom�

men� Die dort f	ur BLS der Form�

�BLS �x
t� � Ax
t� � �Nx
t� � b�u
t�

y
t� � cTx
t�

�

���
�

�dti�x� bezeichnet also einen transponierten � als Zeilenvektor notierten � Gradienten einer Vektor�

funktion nach x
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angegebene Transformation

x�
t� � Tx
t� �

�
		

t�
x�
���

tn
x�

�
��
 
�����

mit

tn�x� � cTx�t�

tn���x� � dtn�x� �Ax�t� � an���y�t�� � cTAx�t� � an��c
Tx�t�

tn���x� � dtn���x�Ax�t� � an���y�

� cTA�x�t� � an��c
TAx�t� � an��c

Tx�t�
���

t��x� � cTAn��x�t� � an��c
TAn��x�t� � � � �� a�c

TAx�t� � a�c
T �x�t��

� � cTAnx�t� � an��c
TAn�� � � � �� a�c

TAx�t� � a�c
Tx�t� �

��������������
�������������

������

worin die ai die Koe�zienten des charakteristischen Polynomes von A sind� liefert nur

dann die NBNF nach Keller� wenn die mit 
��� transformierte Matrix

N � � TNT�� 
�����

diese Form hat 
Ingenbleek 
��
��

N � �

�
								


�

�

O �
���

�

�
��������


� 
�����

In 
��� darf also nur die letzte Spalte von Null verschiedene Elemente haben�

Ferner gilt aber auch� da� abh	angig vom Di�erenzengrad mit 
 � d � n nur die n� d�


ersten Zeilen von N � mit von Null verschiedenen Elementen besetzt sind� wenn das zu�

geh	orige LS 
mit N � �� in linearer Beobachternormalform vorliegt� also f	ur d � n

k	onnen nur die n��i 
i � 
� �� � � � � n� in N � von Null verschieden sein oder f	ur d � n � 


die ersten beiden Zeilen in N � u�s�w�

Fa�t man die beiden Ergebnisse zusammen� hat man

Satz ���

F	ur ein BLS 
��� mit dem Di�erenzengrad d nach De�nition �� existiert die NBNF 
���

nach Keller nur dann� wenn die mit 
��� und 
��� transformierte Matrix N � in 
��� nur

diese von Null verschiedenen Elemente hat

n�i�n �� � mit i � 
� �� � � � � n� d� 
 � 
 � d � n 
�����

�
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Die Konsequenz dieses Tatbestandes ist� da� bei den f	ur die Anwendung sehr oft auftre�

tendne BLS mit d � n 
Abschnitt ��� die NBNF nach Keller nur existiert� wenn allein das

Element n��n in 
��� von Null verschieden ist�
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� Transformation von BLSn� auf NBNF

Die in den Abschnitten � und � behandelten NBNFn f	ur ALS bzw� die notwendigen

Transformationen auf diese Formen werden nun f	ur die einfachsten NLS� den f	ur die

Anwendung z� B� bei Antriebsregelungssystemen so interessanten BLS� spezialisiert und

ausf	uhrlicher diskutiert� Es werden im folgenden SISO�Systeme der Form

�BLS �
�x
t� � Ax
t� � �Nx
t� � b�u
t� � x� � x
��

y
t� � cTx
t�

��
�

mit x
t� � Rn und u
t� � C� behandelt� F	ur die NBNF nach Zeitz De�nition �� und

Gl� 
��� mu� also u
t� hinreichend glatt und mindestens n�
 mal zeitlich di�erenzierbar

sein� Es soll nun zu 
��� die NBNF Gl�
��� und insbesondere der Zusammenhang der

ai
� � �� mit i � �� 
� � � � � n�
 mit der BLS�Realisierung fA� b� N � cTg aufgezeigt werden�

Dazu bestimmen wir zun	achst die Beobachtbarkeitsabbildung nach Gl�
��� mit

f 
x� u� � Ax

t� �Nx
t�u
t� � bu
t� �
�

�x
f 
x� u� � A �Nu
t� 
����

und dem Di�erenzialoperator 
��� sowie u�
t� nach 
��� erhalten wir�

y��t� �

�
				

cTx�t�

cT 	Ax�t� �Nxu�t� � bu�t�


cT 	A�Nu
 	Ax�Nxu� bu
 � cT 	Nx� b
 �u
���

�
����
 � q�x�t��u��t�� � �����

Mit 
��� folgt daraus die Beobachtbarkeitsmatrix zu�

QB
u
�� �

�

�x
q
x
t��u�
t�� � cT

�
					





A�Nu


I �N �
A �Nu� �N �u
���

�
�����
 � 
����

Zun	achst ist zu erkennen� da� wegen der Linearit	at bez	uglich x bei den BLS die Beobacht�

barkeitsmatrix QB
u
�� nicht von x sondern nur von u�
t� abh	angt� was dann ebenso f	ur

die Inverse Q��
B 
u�
t�� gilt� Bei nicht n	aher spezi�zierter Systemstruktur� also nicht fest�

gelegtem Di�erenzengrad d ist y�
t� und damit QB
u
�� sehr komplex aufgebaut� so da�

hier eine weitere Untersuchung keine besonderen Einsichten erbringt� Im Anwendungsfall

eines zahlenm	a�ig parametrisierten Systems mu� deshalb zweckm	a�igerweise eine rech�

nergest	utzte Untersuchung erfolgen 
Birk 
�����

Die Verh	altnisse werden f	ur den bei praktischen Anwendungen wichtigen Sonderfall des

Di�erenzengrad d � n wesentlich 	ubersichtlicher� Denn dann ist y
t�� �y
t�� � � � � y�n���
t�
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nicht von u
t� abh	angig� womit dann f	ur die Beobachtbarkeitsabbildung 
��� gilt�

y�
t� �

�
					


cT

cTA
���

cTAn��

�
�����
x
t� 
����

und daraus f	ur die Beobachtbarkeitsmatrix 	uber 
��� folgt�

QB � �c� ATc� � � � � 
AT �n��c�T � 
����

mit der Folge�

Satz 	��

Ein BLS mit dem Di�erenzengrad d � n ist dann vollst	andig � sogar global � beobachtbar�

wenn das Matrizenpaar fcT �Ag ein vollst	andig beobachtbares lineares System beschreibt�

�

Die Berechnung der NBNF nach 
��� f	ur den Sonderfall d � n ist besonders 	uber�

sichlich� wenn das BLS in einem ersten Schritt mittels der Transformation auf lineare

Beobachtbarkeits�Normalform "vorbehandelt� wird� Durch Anwendung der Transforma�

tion 
��� und 
��� hat das BLS 
��� dann diese Form f	ur d � n�

�x�
t� �

�
								


� � � � � � � � �a�

 � � � � � �a�

� � �

O
� � �


 �an��

�
��������

x�
t��

�

�
				

n�� � � � n�n

O

�
����
x�
t�u
t� �

�
					


b�

�
���

�

�
�����
u
t�

y
t� �
h
� � � � � 


i

���������������������������
��������������������������

� 
����

Bei einem Di�erenzengrad d � n sind A und cT von der in 
��� angegebenen Form�

w	ahrend in N � die ersten 
n � d� � 
 Zeilen und�oder in b� die ersten 
n� d� Elemente

von Null verschieden sein k	onnen� In Bild �� ist ein Strukturgraph zu dem transformierten

BLS nach Gl� 
��� gezeigt�

Ein ALS und damit auch alle BLS haben einen Di�erenzengrad d � n� wenn der Signal�
#u� vom Eingang zum Ausgang keinen Systemzustand "	uberspringt�� d� h� werden die
Systemzust	ande so nummeriert� da� das Eingangssignal auf den Zustand "
� und der
Zustand "n� auf den Systemausgang wirkt� dann d	urfen bei einem vollst	andig steuerba�
ren und beobachtbaren System bei den in Reihe geschalteten Zust	anden jeweils nur der
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Bild 	��� Strukturgraph zu Gl� 
����

erste Zustand auf den zweiten� dieser auf den dritten bis hin zum 
n � 
��ten auf den
n�ten einwirken� Verbindungen in "R	uckw	artsrichtung� vom i�ten auf Knoten r mit r � i

sind zul	assig� F	ur ein BLS mit dem Di�erenzengrad d � n haben wir dieses allgemeine
Besetzungsmuster

A �

�
								


a�� a�� � � � � � � a��n

a�� a�� � � � � � � a��n

� a�� � � � � � �
���

���
� � �

� � �
� � �

���

� � � � � an�n�� an�n

�
��������

� N �

�
				


n��� � � � n��n

� � � � �
���

���

� � � � �

�
����
 �

b �

�
				


b�

�
���

�

�
����
 � cT �

h
�

� � � � cn

i
�

��������������������
�������������������

� ���
�

Aus dieser Besetzungsstruktur folgt dann auch unmittelbar die folgende Besetzung der

Beobachtbarkeitsmatrix als untere Dreiecksmatrix�

QB �

�
											


� � � � � � � q��n

� � � � � � q��n�� q��n
���

��� � � � � � �
���

���
��� � � � �

���
���

� qn���� � � � � � � qn���n�� qn���n

qn�� qn�� � � � � � � qn�n�� qn�n

�
�����������


� 
����

Die Inverse Q��
B �� Q�

B ist damit eine obere Dreiecksmatrix und hat dann diese Beset�

zungsstruktur�

Q�

B �

�
						


q���� � � � � � � q���n
��� � � �

��� � � � O

q�n��

�
������


� 
��
��
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wobei insbesondere gilt� q���n � q��n��� 
��

�

Genau dieses Element wird mit 
��� f	ur den Sonderfall d � n ben	otigt und l	a�t sich daher

sehr einfach bestimmen�

Auch wenn die Beobachtbarkeitsmatrix QB eines BLS bei Di�erenzengrad d � n nicht

von der Steuerung u
t� abh	angt� so gilt dies nicht f	ur die zugeh	orige Transformation 
����

wenn ein BLS auf die NBNF nach Zeitz 
��� transformiert werden soll� F	ur BLS hat die

Zustandstransformation 
��� diese Form�

x
t� � t 
x�
t��u�
t�� � T 
u�
t��x�
t� � x�
t� � T�� 
u�
t��x
t� 
��
��

mit u�
t� aus 
����

Soll ein gegebenes BLS auf die NBNF nach Zeitz transformiert werden� dann mu� 
���

zusammen mit 
��� so angewendet werden�

�x
t� �
d

dt
fT 
u��x
t�g � T 
u�� �x� �

�

�u�
T 
u��x� �u� � 
��
��

Umstellen nach �x�
t� und einsetzen von 
��� zusammen mit 
��� liefert die Zustandsglei�

chung des Systems in NBNF�

�x�
t� � T��
u���A�Nu�T 
u��x��T��
u��bu�T��
u��
�

�u�
T 
u��x� �u� �
��
��

Hier ist bereits zu erkennen� da� ein BLS in der NBNF nach Zeitz im allgemeinen kein

BLS mehr ist�

Dieser Zusammenhang soll an zwei einfachen Beispielen verdeutlicht werden�

Beispiel �

Ein BLS mit d � n � � sei gegeben zu�

�x
t� �

�
� �a�

 �a�

�
x
t� �

�
n��� n���

� �

�
x
t�u
t� �

�
b

�

�
u
t�

y
t� �
h
� 


i
x
t�

�������
������


��
��

Die zugeh	orige Beobachtbarkeitsmatrix ist�

QB �

�
� 



 �a�

�
�� Q��

B �

�
a� 



 �

�
�

F	ur die Zustandstransformation erhalten wir mit 
��� und 
��� und dem Startvektor s

aus 
����

x � T 
u��x� �
h
s j 
A�Nu�s

i
x� �

�

 n���u

� 


�
x� 
��
��
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T��
u�� �

�

 �n���u

� 


�
� 
��
��

Die Auswertung von 
��� liefert die NBNF des BLS 
��� zu�

�x�
t� �

�
� j n���u� a� � a�n���u


 j n���u� a�

�
x�
t� �

�
b

�

�
u
t��

�

�
� n���

� �

�
�u
t�x�
t�

y
t� �
h
� 


i
x�
t�

������������
�����������

� 
��
��

also ein System� das wegen der Abh	angigkeit von �u
t� nicht zur Klasse der BLS geh	ort��

Beispiel �

Ein BLS mit d � n � � habe diese Systemrealisierung fA�N � b� cTg mit

A �

�
		


� � �a�

 � �a�
� 
 �a�

�
��
 N �

�
		

n��� n��� n���

� � �

� � �

�
��
 b �

�
		

b�

�

�

�
��


cT �
h
� � 


i

���������
��������

�


��
��

Die Transformation auf NBNF nach Zeitz liefert dann dieses System�

�x��t� �

�
	


� j � j n���
d�u
dt�

� ��n��� � a�n����
du
dt

� �n��� � a�n��� � a�n����u� a�

� j � j ��n��
du
dt

� �n��� � a�n����u� a�

� j � j n���u� a�

�
�
�

� x��t� �

�
	


b�

�

�

�
�
 u�t�

y�t� �
h
� � �

i
x��t� � ������

das neben u
t� auch von d

dt
u
t� � �u
t� und 	u
t� abh	angt� �

Diese beiden Beispiele zeigen deutlich� da� zwar f	ur BLS immer eine NBNF existiert� da�

aber eine praktische Realisierung z� B� beim Einsatz in einem Beobachter faktisch aus�

geschlossen ist� da zeitliche Ableitungen der Stellgr	o�e ben	otigt werden� F	ur den Einsatz

bei der L	osung technischer Systeme ist die NBNF nach Keller noch wesentlich besser ge�

eignet� da f	ur BLS die Zustandstransformation x � Tx� eine lineare Transformation ist�

die weder von x
t� noch von u
t� abh	angt� DIe Existenzbedingung ist aber sehr streng

und wird h	au�g nicht erf	ullt sein 
s� a� Satz ����
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� Der Di	erenzengrad d � n

Aus systemtheoretischer Sicht ist ein Di�erenzengrad d � n� der besagt� da� ein ALS

keine endliche Nulldynamik sondern ausschlie�lich eine Nullstruktur im Unendlichen hat�

ein sehr spezieller Sonderfall� Dieser Sonderfall ist vor allem dadurch ausgezeichnet� da�

viele Problemstellungen z� B� Beobachtbarkeit� Steuerbarkeit� Beobachterentwurf� Linea�

risierung� Entkopplung von Mehrgr	o�ensystemen u� v� a� besonders einfach und�oder auch

vollst	andig l	osbar sind 
Isidori 
���� Schwarz 
��
��

Bemerkenswert ist aber� da� dieser systemtheoretische Sonderfall d � n bei einer Vielzahl

von technischen Systemen der Normalfall ist und zwar immer dann� wenn Speicher in

Kaskaden angeordnet sind 
Bild ���� Diese Speicher k	onnen f	ur Energie � potentielle oder

kinetische � und�oder Masse und�oder Information sein�

F	ur das Strukturmerkmal d � n ist entscheidend� da� zwar alle "R	uckwirkungen� von hin�

ten nach vorne erlaubt sind� da� aber die Stellgr	o�e nur auf den ersten Speicher wirkt und

keine Signalverbindungen zum Ausgang hin gerichtet sind� die einzelne Speicher "	uber�

br	ucken�� Beispiele f	ur Systeme mit d � n sind der in Bild �� als Ger	ateplan und Block�

schaltbild dargestellte Gleichstromantrieb und der elektrohydraulische Antrieb in Bild ���

Bild 
��� Blockschaltbild eines physikalischen Systems mit dem Strukturmerkmal d � n�
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Bild 
��� Gleichstromantrieb als Beispiel f	ur ein System mit d � n� a� Ger	ateplan

b� Blockschaltbild�
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Bild 
��� Elektrohydraulischer Antrieb a� Ger	ateplan b� Blockschaltbild�
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 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Bericht wurden die Beobachterstrukturen f	ur bilineare Systeme in nichtlinearer�

Beobachter�Normalform 
NBNF� nach Zeitz bzw� Keller sowie die damit zusammenh	angen�

de Transformation des Systemzustandes ausf	uhrlich besprochen� Insbesondere wurde der

Sonderfall� Di�erenzengrad d � n � der bei vielen technischen Systemen anzutre�en ist�

genauer untersucht�

Auf die hier dargestellten Ergebnisse aufbauend soll einmal die Zustandsregelung bilinea�

rer Systeme mit Zustandssch	atzung genauer untersucht werden� z� B� darauf� ob 	ahnlich

wie bei linearen Systemen ein Seperationsprinzip bez	uglich der Stabilisierung der geregel�

ten Systeme bzw� auch bei der Optimierung stochastisch erregter Systeme existiert� Eine

andere Arbeitsrichtung betri�t den Beobachterentwurf f	ur etwas komplexere nichtlineare

Systeme wie z� B� zustandsa�ne Systeme oder Polynomsysteme� f	ur die dann 	ahnlich wie

bei den hier behandelten BLS explizitere Ergebnisse gefragt sind�
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