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� Einleitende �Ubersicht �

� Einleitende �Ubersicht

Wie in der linearen Systemtheorie ist auch bei der Behandlung nichtlinearer � und insbe�

sondere hier zustandsquadratischer � Systeme die Strukturanalyse der Ursprung grundle�

gender Erkenntnisse zum Verst�andnis der Zusammenh�ange zwischen Zustands� und Ein�

�Ausgangsmodellen� Die Basis dazu bilden die Eigenschaften Steuerbarkeit und Beob�

achtbarkeit einer Zustandsdarstellung� Eng verbunden mit diesen Eigenschaften sind nach

Schwarz 	����� u� a�

� Realisierungsaufgaben�

� Identi�kationsaufgaben�

� Beobachter� und Filtersynthese sowie

� die Reglersynthese�

Zwischen den Problemkreisen Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit eines Systems besteht

eine gewisse Dualit�at� W�ahrend bei der Beobachtbarkeit die Zust�ande des Systems in

Bezug auf den Ausgang interessieren� werden bei der Steuerbarkeit die Zust�ande vom

Eingang aus beein�u�t�

Nachdem in Jelali 	���
b� die Beobachtbarkeits�Analyse der zustandsquadratischen Sy�

stememit linearer Steuerung 	QLS� als Unterklasse der analytisch linearen Systeme 	ALS�

durchgef�uhrt wurde� befa�t sich der vorliegende Forschungsbericht zun�achst in Abschnitt


 mit der Angabe expliziter mathematischer Verfahren zur �Uberpr�ufung der jeweiligen

Beobachtbarkeits�Kriterien� Im Vordergrund stehen solche Verfahren� die sich rechner�

gest�utzt realisieren lassen� Anschlie�end wird das Problem der algebraischen Beobachtbar�

keit betrachtet� Abschnitt � behandelt das duale Problem der Steuerbarkeit� Nach Formu�

lierung der Steuerungsaufgabe werden die De�nitionen der betrachteten Steuerbarkeits�

Formen angegeben� Auf der Basis dieser De�nitionen erfolgt dann die Ableitung und

Diskussion der zugeh�origen �Uberpr�ufungskriterien� In Abschnitt � werden zwei symbol�

verarbeitende Programmsysteme zur Analyse der Steuer� und Beobachtbarkeit vorgestellt�

Abschnitt �� enth�alt eine Zusammenfassung der vorliegenden Arbeit sowie einen Ausblick

auf weiterf�uhrende Untersuchungen im Bereich der hier behandelten Thematik�



� Beobachtbarkeits�Analyse �

� Beobachtbarkeits�Analyse

��� Verfahren zum Nachweis der Beobachtbarkeit

Betrachtet werden die zustandsquadratischen Systeme mit linearer Steuerung 	QLS�� die

eine Unterklasse der analytisch linearen Systeme 	ALS� bilden und folgende Zustandsdar�

stellung besitzen�

�x	t� � A�x	t� �A�x	t�� x	t� � �b� �B�x	t� �B�x	t�� x	t��u	t�

y	t� � cTx	t� � x� � x	t��

�
� 	����

An entsprechenden Stellen bedeuten die Abk�urzungen�

a	x� �� A�x	t� �A�x	t�� x	t�

b	x� �� b� �B�x	t� �B�x	t�� x	t�

f 	x� u� �� a	x� � b	x�u	t�

sowie

K�
� � x	t�� x	t� � Rn�

K�
�

�
�

�x
K�
�
� Rn��n

K�
� �

�

�x
K�
� � const� � x � Rn � K�

� � R
n��n� �

�Uber die Approximation nichtlinearer Systeme durch QLS wird in Jelali 	���
a� und

Schwarz 	���
� berichtet�

Zum Nachweis der globalen Beobachtbarkeit mu� die Beobachtbarkeits�Abbildung inver�

tiert werden� Die �Uberpr�ufung der �ubrigen in Jelali 	���
b� betrachteten Beobachtbarkeits�

Formen erfordert eine Ranguntersuchung der jeweiligen charakteristischen Matrix� Dieser

Abschnitt stellt einige explizite mathematischeKriterien zur �Uberpr�ufung der eindeutigen

Umkehrbarkeit der Beobachtbarkeits�Abbildung vor� Auf die Ranguntersuchung wird in

Abschnitt � eingegangen�

Es gelten zun�achst die beiden folgenden S�atze�

Satz ��� � 	Kou� Elliott und Tarn ��

�

Eine Abbildung ist bijektiv 	Rn � Rn�� wenn f�ur alle x � Rn eine positive Zahl � � �

existiert� so da� die Jacobi�Matrix dieser Abbildung die Quotienten�Bedingung

j��j � ��
j��j

j��j
� �� � � � �

j�nj

j�n��j
� � 	����

�Aus Gr�unden der besseren Lesbarkeit wird im weiteren das Zeitargument nicht st�andig explizit

angegeben�
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erf�ullt� Dabei bezeichnen �i� i � �� � � � � n� die Hauptabschnitts�Determinanten der

Jacobi�Matrix�

�

Satz ��� � 	Kou� Elliott und Tarn ��

�

Ein QLS nach Gl� 	
��� ist global beobachtbar� wenn die Beobachtbarkeits�Abbildung

q	x� �u� eine bijektive Abbildung darstellt� d� h� wenn die Beobachbarkeits�Matrix

QB	x� �u� die Quotienten�Bedingung nach Gl� 	
��� befriedigt�

�

Zur De�nition von q	x� �u� und QB	x� �u� sei hier auf Jelali 	���
a�b� verwiesen�

Beispiel ��� �

Betrachtet wird das QLS

�x�	t� � �
�x

�
�	t� � x�	t�

�x�	t� � x��	t� � x�	t�x�	t�u	t�	 u	t�

y	t� � x�	t�

����
��� �	B ������

Die Beobachtbarkeits�Matrix ergibt sich als Jacobi�Matrix der Beobachtbarkeits�

Abbildung

q	x� �u� �

�
y	t�

�y	t�

�
�

�
x�	t�
�
�x

�
�	t� � x�	t�

�
	B ������

zu

QB	x� �u� �

�
� �

x�	t� �

�
� 	B ����
�

Da

j��j � � � ��
j��j

j��j
� � � � �x � R� 	B ������

gilt� ist die zugeh�orige Beobachtbarkeits�Abbildung bijektiv 	� � �� und damit

das QLS global beobachtbar�

�

Bei der Anwendung kommt es oft vor� da� sowohl der De�nitionsbereich von x	t� als auch

der Wertebereich der betrachteten Abbildung nur ein Teilbereich des Zustandsraumes Rn

umfa�t� wird in der Literatur 	z� B� Kou� Elliott und Tarn ��

 sowie Brandin� Kostyu�

kovskii und Razorenov ��
 � zwischen rechteckigen und konvexen De�nitionsbereichen

unterschieden� F�ur einen rechteckigen De�nitionsbereich gelten De�nition 
�� und Satz


�
 und f�ur einen konvexen Satz 
���
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De
nition ��� � 	Brandin� Kostyukovskii und Razorenov ��
 �

Die Matrix QB	x� �u� hei�t P�Matrix 	bzw� N�Matrix�� wenn ihre Hauptabschnitts�

Determinanten �i im gesamten De�nitionsbereich alle positiv 	bzw� negativ� sind�

Sie hei�t P�N�Matrix 	bzw� N�P�Matrix�� falls die �i f�ur ungerades i positiv 	bzw� ne�

gativ� und f�ur gerades i negativ 	bzw� positiv� sind� d� h� �x � Dx � ��u � Du

P � �i � � i � �	��n�

N � �i � � i � �	��n�

P�N � �i � � i � �	��n und �i � � i � �	��n�

N�P � �i � � i � �	��n und �i � � i � �	��n �

�

Satz ��� � 	Brandin� Kostyukovskii und Razorenov ��
 �

Ein QLS nach Gl� 	
��� ist global beobachtbar� wenn die zugeh�orige Beobachtbarkeits�

Matrix QB	x� �u� entweder eine P�� N�P�� N� oder P�N�Matrix gem�a� De�nition 
��

ist�

�

Beispiel ��� �

Die Beobachtbarkeits�Matrix nach Gl� 	B
���
� des QLS nach Gl� 	B
����� be�

sitzt die Hauptabschnitts�Determinanten

�� � � � � � 	B ������

�� � � � � � 	B ������

Damit ist die betrachtete Beobachtbarkeits�Matrix eine P�Matrix� was die glo�

bale Beobachtbarkeit des QLS beweist�

�

Satz ��� � 	Kou� Elliott und Tarn ��

�

Existiert eine konstante Matrix M derart� da� f�ur alle x � Rn

�� det MQB	x� �u� � � gilt und

�� MQB	x� �u� � �MQB	x� �u��T nichtnegative Hauptabschnitts�Determinanten be�

sitzt�

dann ist die Beobachtbarkeits�Abbildung bijektiv und damit das QLS nach Gl� 	
���

global beobachtbar�

�

Beispiel ��� �

F�ur das QLS aus Beispiel 
�� gilt f�ur M � I�

�� det MQB	x� �u� � � � � und
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�� MQB	x� �u� � �MQB	x� �u��T �

�
� x�	t�

x�	t� �

�


 �� � � � � �x � R�� �� � �	 x��	t� � � f�ur 	� � x�	t� � � �

so da� in diesem Bereich des Zustandsraumes die globale Beobachtbarkeit gege�

ben ist�

�

Die beiden Hypothesen in Satz 
�� werden als
"
strenge positive Semide�nitheits�Bedingun�

gen# bezeichnet� Zwischen der strengen positiven Semide�nitheit und der Quotienten�

Bedingung von Satz 
�� besteht keinerlei Zusammenhang� Beide stellen lediglich hinrei�

chende Bedingungen f�ur die globale Beobachtbarkeit eines QLS dar und m�ussen ggf� suk�

zessiv �uberpr�uft werden� Sie liefern durchaus verschiedene Aussagen �uber das Gebiet der

globalen Beobachtbarkeit 	vgl� Beispiel 
�
 mit 
����

�Ahnliche mathematische Kriterien zum Nachweis der eindeutigen Invertierbarkeit der

Beobachtbarkeits�Abbildung und damit der globalen Beobachtbarkeit �ndet man u� a� bei

Brandin� Kostyukovskii und Razorenov 	��
!� sowie Birk 	������ Die meisten Verfahren

beinhalten jedoch nur hinreichende und oft strenge Bedingungen f�ur die eindeutige Inver�

tierbarkeit von q	x� �u�� Deshalb schl�agt Birk 	����� eine heuristische Vorgehensweise zum

Nachweis der eindeutigen Au��osbarkeit des betrachteten nichtlinearen Gleichungssystems

vor�

Diese Vorgehensweise besteht darin� zun�achst m�oglichst viele Gleichungen nach den Zu�

st�anden xi	t� aufzul�osen und dann den verbleibenden Rest der Abbildung mit den oben

erw�ahnten sowie anderen Kriterien auf eindeutige Invertierbarkeit zu �uberpr�ufen� Diese

praktische Methode wird in Birk 	����� ausf�uhrlich beschrieben� Der zugeh�orige Algo�

rithmus wurde in dem symbolverarbeitenden Programmsystem MACNON 	MACsyma

program for NONlinear systems�� implementiert� Auch mit diesem Verfahren ist die glo�

bale Inversion der Beobachtbarkeits�Abbildung nur selten m�oglich 	Rothfu�� Scha�ner

und Zeitz ���
�� Deshalb wird hier eine wesentlich e�zientere Methode besprochen�

Das Inversionsproblem kann auch durch die Beziehung

p	x� �u� �y� � �y	t�	 q	x� �u� � � � �y	t� �� �y	t�� �y	t�� � � � � u�n���	t��T 	����

bzw�

p�	x� �u� �y� � y	t�	M�
fc

Tx	t� � �

p�	x� �u� �y� � �y	t�	Mfc
Tx	t� � �

���

pn	x� �u� �y� � y�n���	t�	Mn��
f cTx	t� � �

�Das Programmsystem wird am Institut f�ur Systemdynamik und Regelungstechnik der Universit�at

Stuttgart entwickelt�
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beschrieben werden� Der Di�erentialoperator Mf ist erkl�art durch��

Mf�	x� �
��	x�

�x
f 	x� u� �

��	x�

� �u
��u	t� �

Mk
f�	x� � Mf 	M

k��
f �	x�� mit M�

f�	x� � �	x� �

Es geht dann darum� alle Zust�ande xi	t�� i �� j zu eliminieren und die entstehende

Beziehung nach xj	t� aufzul�osen� was eine typische Aufgabe der Eliminations�Theorie

darstellt� Schlie�lich mu� die Eindeutigkeit der Inversion �uberpr�uft werden�

Beispiel ��� �

Es sei

p�	x� �u� �y� � y	t�	 x�	t�	 x�	t� � � 	B ������

p�	x� �u� �y� � �y	t�	 x�	t�x�	t�	 x��	t�	 u	t� � � 	B ������

nach x�	t� und x�	t� separat aufzul�osen� Aus

p�	x� �u� �y�	 x�	t�p�	x� �u� �y� � � 	B ����
�

folgt der Zusammenhang f�ur x�	t�

�y	t�	 x�	t�y	t�	 u	t� � �� 	B ������

womit gilt

x�	t� �
�y	t�	 u	t�

y	t�
� 	B ����!�

Setzt man Gl� 	B
���!� in Gl� 	B
����� ein� dann ergibt sich zun�achst die Beziehung

f�ur x�	t�

y�	t�	 x�	t�y	t�	 �y	t� � u	t� � � 	B ���� �

und damit

x�	t� �
y�	t� � u	t�	 �y	t�

y	t�
� 	B ����
�

���x� steht i� allg� f�ur eine beliebige Vektorfunktion� speziell hier gilt� ��x� � c
T
x�t��
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F�ur y	t� �� � ist die Inversion eindeutig� was die globale Beobachtbarkeit des

zugeh�origen QLS� z� B�

�x�	t� � x��	t� � u	t�

�x�	t� � x�	t�x�	t�

y	t� � x�	t� � x�	t�

����
��� 	B ������

impliziert�

�

Die im Beispiel 
�� aufgezeigte Vorgehensweise erscheint zun�achst heuristisch� Trotzdem

gibt es ein mathematisches Werkzeug der kommutativen Algebra� das dies systematisch

durchf�uhren kann� Gemeint sind hier die sog� Gr�obner Basen 	GB��� Der folgende Ab�

schnitt besch�aftigt sich mit dem Einsatz der GB zur L�osung der Beobachtungsaufgabe�

��� Gr�obner Basen und algebraische Beobachtbarkeit

Einsatz der Gr�obner Basen

Die kommutative Algebra umfa�t die mathematischen Bereiche der algebraischen Geo�

metrie 	L�osung von Polynom�Gleichungssystemen� und der algebraischen Zahlentheorie�

Eines ihrer wichtigsten Hilfsmittel stellen die GB dar� mit denen sich die Mathematiker

etwa seit Mitte der 
�er Jahre besch�aftigt haben� Bald entstand ein GB�Algorithmus von

Bruno Buchberger� der dann in vielen symbolverarbeitenden Programmiersprachen� wie

z� B� MACSYMA� MAPLE und REDUCE implementiert wurde� Zum Verst�andnis der

Funktionsweise dieses Algorithmus sind vertiefte Kenntnisse der kommutativen Algebra

erforderlich� die nicht Inhalt dieser Arbeit ist� Eine umfassende Einf�uhrung in die kom�

mutative Algebra sowie die genaue De�nition der GB �ndet sich in der einschl�agigen

Literatur 	z� B� Forsman ���� und ����b�� Hier werden in Anlehnung an diese Arbeiten

lediglich einige Basisde�nitionen gegeben�

De
nition ��� �

Die Menge aller Polynome in den Variablen x�� x�� � � � � xn mit Koe�zienten in k wird

mit k�x�� � � � � xn� � k�x� bezeichnet� z� B� Q�x�� R�x�� C �x��

�

De
nition ��� �

Gegeben sei P � fp�� p�� � � � � pmg� eine Menge von Polynomen in R�x�� Das von P

generierte Ideal ist die Menge aller Polynome der Form

f �
mX
i��

�ipi � �i � R�x� � 	����

�Sie wurden eingef�uhrt von Bruno Buchberger �Forsman �		��� einem Studenten des Algebraikers

Wolfgang Gr�obner ��
		��	
���
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P wird eine generierende Menge des Ideals genannt und 	P � notiert�

�

De
nition ��� �

Eine Rangfolge der Variablen x�� x�� � � � � xn ist eine Permutation dieser Symbole� Zur

Kennzeichnung dieser Rangfolge eignet sich der Operator � mit den Eigenschaften�

xi � xj� xj hat eine h�ohere Rangordnung als xi�

x � y� alle Komponenten des Vektors y besitzen eine h�ohere Rangordnung als die

von x�

�

De
nition ��� �

Die Polynome f�� f�� � � � � fm hei�en algebraisch abh�angig �uber k� wenn ein Polynom P �

k�x� derart existiert� da� P 	f�� � � � � fm� � � gilt� Andernfalls hei�en die fi algebraisch

unabh�angig�

�

Die GB stellen eine systematische Methode zur Eliminierung von Variablen in Polynom�

Gleichungssystemen bereit� Dazu bildet man das Ideal 	vgl� Gl� 	
����

On�� � 	y	t�	M�
fc

Tx	t�� �y	t�	Mfc
Tx	t�� � � � � y�n���	t�	Mn��

f cTx	t�� 	�����

und berechnet daf�ur die GB� jeweils unter Beachtung einer bestimmten Rangfolge gem�a�

De�nition 
��� die angibt� in welcher Reihenfolge die Variablen xi eliminiert werden sollen�

Ein GB ist nichts anderes als eine generierende Menge des Ideals On�� gem�a� De�nition


�
� Dabei w�ahlt der Algorithmus die �i so geschickt� da� alle bis auf die gew�unschte Va�

riable eliminiert werden� Dies kann in MAPLE wahlweise anhand der Funktionen �nduni

und gbasis geschehen 	Char u�a� ������ Beispiel 
�! verdeutlicht die Vorgehensweise�

Beispiel ��� �

Die Beobachtbarkeitsabbildung f�ur das QLS

�x�	t� � x��	t�	 x�	t�x�	t� � u	t�

�x�	t� � x�	t�	 �x�	t�u	t�

y	t� � x�	t�

����
��� 	B ��!���

lautet komponentenweise

y	t� � x�	t�

�y	t� � x��	t�	 x�	t�x�	t� � u	t� �

�
	B ��!���

Die Inversion kann durch die MAPLE�Programmierbefehle	

�F�ur x�� x� werden die Symbole x�� x
 verwendet� u�� u� und y�� y� bezeichnen u� �u und y� �y�
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� with	grobner��

� p���y��x��

� p���y��x�$��x�%x��u��

� x�bez���nduni	x�� �p�� p��� x�� x���

x�bez �� x�	 y�

� x�bez���nduni	x�� �p�� p��� x�� x���

x�bez �� y� x� � y�	 u�	 y��

� x���solve	x�bez��� x���

x� �� y�

� x���solve	x�bez��� x���

x� �� 	
y�	 u� 	 y��

y�

oder

� gb���gbasis	�p�� p��� �x�� x��� plex��

gb� �� �y�	 u�	 y�� � y� x��	y� � x��

� gb���gbasis	�p�� p��� �x�� x��� plex��

gb� �� �	y� � x�� y�	 u�	 y�� � y� x��

� x���solve	gb������� x���

x� �� y�

� x���solve	gb������� x���

x� �� 	y�	 u� 	 y��

y�

veranla�t werden�

�

Zusammenfassen l�a�t sich die Vorgehensweise zur �Uberpr�ufung der globalen Beobacht�

barkeit anhand der GB in folgenden Schritten�

�� Berechnung der Beobachtbarkeits�Abbildung�

�� Bestimmung der GB mit Hilfe der Funktionen �nduni oder gbasis 	Elimination��


� Au��osung der gefundenen Beziehungen nach den einzelnen Variablen xi�
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�� �Uberpr�ufung der Eindeutigkeit der Au��osbarkeit�

ImMAPLE�Programmsystem POLYCON 	Forsman ����a� ���
� ist eine Routine 	obsvc�

implementiert� welche die Beziehungen zwischen xi	t� und �u	t� bzw� �y	t� direkt liefert�

wenn die einzelnen Zust�ande beobachtbar sind� In van der Schaft 	����� wird ein sukzes�

siver Algorithmus 	di�erentialgeometrisch� hergeleitet� der allerdings nur lokal um einen

Arbeitspunkt 	xA� �uA� �yA� und unter gewissen Rangbedingungen G�ultigkeit hat� Der glei�

che Algorithmus �ndet sich in Nijmeijer und van der Schaft 	������ Diop 	����� schl�agt

einen di�erentialalgebraischen Eliminations�Algorithmus vor� der zus�atzlich ein System

von Ungleichungen bez�uglich �y	t� und �u	t� liefert� unter dessen Erf�ullung die Elimination

m�oglich ist�

Algebraische Beobachtbarkeit

Bisher wurde die Eigenschaft der Beobachtbarkeit ausschlie�lich aus di�erentialgeometri�

scher Sicht behandelt� Im folgenden soll diese Eigenschaft auch rein algebraisch betrachtet

werden� Die Einf�uhrung des Begri�s algebraische Beobachtbarkeit geht auf Diop und Fliess

	����� zur�uck � Von Forsman 	���� und ����c� erfolgte die Analyse der Beobachtbarkeit

aus algebra�geometrischem Standpunkt� Es gilt zun�achst der folgende Satz�

Satz ��� � 	Forsman �����

Ein QLS nach Gl� 	
��� ist algebraisch beobachtbar dann und nur dann� wenn die zu�

geh�orige Beobachtbarkeits�Abbildung dominant ist� d� h� wenn alle Komponenten dieser

Abbildung algebraisch unabh�angig sind�

�

Es existiert auch hier ein explizites Kriterium zur �Uberpr�ufung der algebraischen Beob�

achtbarkeit�

Satz ��� � 	Forsman �����

Ein QLS nach Gl� 	
��� ist algebraisch beobachtbar dann und nur dann� wenn die

Determinante der Beobachtbarkeits�Matrix als Jacobi�Matrix der Beobachtbarkeits�

Abbildung generisch ungleich Null bzw� dessen generischer Rang identisch n ist� also

detgen QB	x� �u� �� � bzw� Ranggen QB	x� �u� � n � 	��
�

�

Generisch bedeutet hier strukturell 	fast �uberall�� d� h� unabh�angig von den Funktionen

bzw� Werten� welche die Matrizenelemente annehmen k�onnen� Der generische Rang hat

den Vorteil� da� er f�ur eine ganze Klasse von strukturell identischen Systemen gilt und

keine numerischen Probleme bei seiner Bestimmung auftreten k�onnen 	Wey ���
��
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Aus Satz 
� gehen zwei wesentliche Unterschiede zwischen dem oben vorgestellten Kon�

zept der algebraischen Beobachtbarkeit und dem der lokalen Beobachtbarkeit in Jelali

	���
b���� hervor� Zum einen ist die Erf�ullung der Rangbedingung f�ur die algebraische

Beobachtbarkeit notwendig und hinreichend� f�ur die lokale Beobachbarkeit aber nur hin�

reichend� Zum anderen mu� die Rangbedingung bei der letzteren Eigenschaft generell

	�uberall� gelten� w�ahrend sie bei der anderen nur strukturell 	fast �uberall� erf�ullt sein

mu� 	vgl� Beispiel 
� �� Die algebraische Beobachtbarkeit ist daher einfacher zu testen als

die lokale�

Beispiel ��� �

Das QLS aus Beispiel 
�! besitzt die Beobachtbarkeits�Abbildung

QB	x� �u� �

�
� �

�x�	t�	 x�	t� 	x�	t�

�
� 	B �� ���

Das QLS ist algebraisch beobachtbar wegen

Ranggen QB	x� �u� � � � n � 	B �� ���

Die lokale Beobachtbarkeit ist f�ur x�	t� � � nicht gegeben� da diese Stelle eine

Singularit�at f�ur QB	x� �u� darstellt�

�
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� Steuerbarkeits�Analyse

Die Steuerbarkeitsaufgabe besteht darin� die Frage zu kl�aren� ob sich der Anfangszustand

x� � x	t�� eines QLS durch einen geeignet gew�ahlten Verlauf der Steuerung u	t� in einen

beliebigen Zustand x	t�� �uberf�uhren l�a�t� Dies erm�oglicht eine gezielte Ein�u�nahme auf

den Verlauf der Trajektorie x	t� des Systems� Die Eigenschaft der Steuerbarkeit eines QLS

stellt somit eine wichtige Voraussetzung f�ur dessen Regelung dar� die einen gew�unschten

zeitlichen Verlauf des Zustandes bzw� des Ausganges zum Ziel hat�

��� Formen der Steuerbarkeit

Wegen der Komplexit�at der nichtlinearen � und hier auch speziell zustandsquadratischen

� Systeme wird von verschiedenen Autoren 	u� a� Hermann und Krener ��

� Zeitz ���
�

Aeyels ����� Casti ���!� Isidori ����� Zeitz ����� Nijmeijer und van der Schaft ���� sowie

Schwarz ����� eine Vielzahl von Steuerbarkeits�Begri�en eingef�uhrt� z� B� Steuerbarkeit�

lokale Steuerbarkeit� lokale weiche�schwache Steuerbarkeit� Erreichbarkeit� lokale Erreich�

barkeit� lokale weiche�schwache Erreichbarkeit� Daher werden auch verschiedeneWege zur

Analyse und L�osung der Steuerungsaufgabe eingeschlagen�

In dieser Arbeit werden die Steuerbarkeits�Formen

� globale Steuerbarkeit�

� lokale Steuerbarkeit und

� Arbeitspunkt�Steuerbarkeit

behandelt und soweit wie m�oglich auf die QLS spezialisiert�

Es werden folgende De�nitionen der jeweiligen Steuerbarkeits�Form zugrundegelegt�

De
nition ��� � 	Hermann und Krener ��

� Schwarz ���� u� a��

Ein Zustand xe � R
n hei�t erreichbar von x� zur Zeit t�� wenn eine beschr�ankte me�bare

Steuerung u	t� so existiert� da� die Trajektorie x	t� des Systems die Bedingungen

x	�� � x� und xe � x	t��

erf�ullt�

�
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De
nition ��� � 	Zeitz ���
� Aeyels �����

Ein QLS nach Gl� 	
��� hei�t global steuerbar� wenn f�ur jeden Anfangspunkt x� � x	��

und jeden Endpunkt x	te� eine me�bare Steuerung u	t� existiert� die beide Punkte

entlang der Trajektorie x	t� des Systems verbindet�

�

De
nition ��� � 	Aeyels �����

i� Ein QLS nach Gl� 	
��� hei�t lokal steuerbar in x�� wenn f�ur alle T � � eine Umgebung

U� von x� existiert� die entlang der Trajektorie x	t� des Systems innerhalb von T

erreicht werden kann�

ii� Das QLS hei�t lokal steuerbar� wenn die Eigenschaft i� f�ur alle x� � R
n erf�ullt ist�

�

De
nition ��� � 	Birk �����

Ein QLS nach Gl� 	
��� hei�t arbeitspunkt�steuerbar 	steuerbar in einem Arbeitspunkt

xs�� wenn jeder Anfangszustand x� in einer Umgebung 	jjx�	xsjj � �x� jju	usjj � �u�

des station�aren Arbeitspunktes 	xs� us� mit f 	xs� us� � � erreicht werden kann�

�

��� Steuerbarkeitskriterien

Dieser Abschnitt beinhaltet die Einf�uhrung einiger f�ur eine Steuerbarkeits�Analyse sehr

wichtigen Begri�e der Steuerbarkeits�Normalform� der Steuerbarkeits�Matrix und der Ar�

beitspunkt�Steuerbarkeits�Matrix� Basierend darauf werden algebraische Kriterien zur �Uber�

pr�ufung der im vorigen Abschnitt angegebenen Steuerbarkeitsformen behandelt�

����� Globale Steuerbarkeit

Steuerbarkeits�Normalform

In Analogie zur linearen Steuerbarkeits�Normalform


�x�	t� �

�
								


	 a�x
�

n	t�

x��	t�	 a�x
�

n	t�

x��	t�	 a�x
�

n	t�
���

x�n��	t�	 anx
�

n	t�

�
��������

�

�
								


�

�

�
���

�

�
��������

u	t� 	
���

�Die Ausgangsgleichung wird im folgenden bewu�t nicht aufgeschrieben� da sie bei der Untersuchung

der Steuerbarkeit nicht von Interesse ist�
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wird f�ur die QLS eine nichtlineare Steuerbarkeits�Normalform 	Zeitz ���
 und �����

Schwarz ����� durch

�x�	t� �

�
								


	 a�	x�n�

x��	t�	 a�	x�n�

x��	t�	 a�	x�n�
���

x�n��	t�	 an	x�n�

�
��������

�

�
								


�

�

�
���

�

�
��������

u	t� 	
���

�� a�	x�� � b�u	t� 	
�
�

de�niert� Im Zusammenhang mit dieser Steuerbarkeits�Normalform 	SKNF� gilt�

Satz ��� � 	Zeitz ���
�

Ein QLS� das in der SKNF vorliegt oder in diese transformiert werden kann� ist direkt

global steuerbar� Da die Existenz der Steuerung u	t� 	vgl� De�nition ���� nicht von den

Nichlinearit�aten

a	x�n� � �a�	x
�

n�� a�	x
�

n�� � � � � an	x
�

n��
T 	
���

abh�angt� ist das QLS dann sogar streng strukturell steuerbar�

�

Transformation der QLS in die SKNF

Aus Satz ��� geht hervor� da� die Existenz einer eindeutig umkehrbaren Transformation

x � v	x�� bzw� x� � v��	x� � 	
�!�

die ein QLS nach Gl� 	
��� in die SKNF nach Gl� 	���� �uberf�uhrt� eine hinreichende

Bedingung f�ur die globale Steuerbarkeit des Systems darstellt� In die zeitliche Ableitung

�x	t� �
dv	x��

dt
�

�v	x��

�x�
�x�	t� 	
� �

von Gl� 	��!� wird Gl� 	��
� eingesetzt�

�x	t� �
�v	x��

�x�
a�	x�� �

�v	x��

�x�
b�u	t� � 	
�
�

Aus demVergleich von Gl� 	��
� mit 	
��� ergeben sich die beiden Vektor�Di�erentialgleich�

ungen zur Bestimmung der Transformation v	x�� zu�

�v	x��

�x�
a�	x�� � A�x	t� �A�x	t�� x	t� � a	x� 	
���

�v	x��

�x�
b� � b� �B�x	t� �B�x	t�� x	t� � b	x� � 	
���
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De�niert man die Steuerbarkeits�Matrix

QS	x� ��
�v	x��

�x�
�

�
�v	x��

�x��
�
�v	x��

�x��
� � � � �

�v	x��

�x�n

�
� 	
����

dann erh�alt man wegen der speziellen Struktur von a�	x�� und b� 	Schwarz ������

QS	x� �
h
b	x�� adba	x�� � � � � ad

n��
b a	x�

i
	
����

�a	x�n�

�x�n
� 	Q��

S 	x�adnba	x� 	
����

mit dem Lie�Klammer�Produkt 	Isidori �����

adb a	x� � �b	x��a	x�� �
�a	x�

�x
b	x�	

�b	x�

�x
a	x�

ad
j
b a	x� � �b	x�� adj��b a	x�� � j � � �

Hieraus folgt� da� die beiden Bedingungen

�� Regularit�at der Steuerbarkeits�Matrix QS	x� und

�� Integrierbarkeit des Systems partieller Di�erentialgleichungen in Gln� 	����� und 	�����

notwendig und hinreichend f�ur die Existenz der Transformation v	x�� sind�

Beispiel ��� �

Betrachtet wird die bekannte R�auber�Beute�Beziehung 	Keller ��� �

�x�	t� � ax�	t�	 bx�	t�x�	t�

�x�	t� � 	dx�	t� � cx�	t�x�	t�	 ex�	t�u	t�

�
� 	B 
�����

die ein QLS nach Gl� 	
��� darstellt� Die Systemmatrizen lauten�

A� �

�
a �

� 	d

�
� A� �

�
� 	b � �

� c � �

�

B� �

�
� �

� 	e

�
� B� � 
 � b� � 


������
�����

� 	B 
�����

Die Konstanten a� b� c� d und e seien alle von Null verschieden� Der De�nitionsbe�

reich sei durch x� � �� x� � �� u � � festgelegt� Die Steuerbarkeits�Matrix ergibt

sich mit Gl� 	����� zu

QS	x� �

�
� bex�	t�x�	t�

	ex�	t� �

�
� 	B 
���
�
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Die Auswertung von Gl� 	����� liefert dann f�ur das betrachtete System

�a	x���

�x��
� 	

�
	
 � 	 �

ex�	t�
�

bex�	t�x�	t�
�

�
�

�
be�x�	t�x�	t�

�

�
�

�
�

	e

�
�

Durch Integration von Gl� 	B������ erh�alt man

a	x�n� �

�
�

	ex��	t�

�
� 	B 
�����

hierbei wurden die Integrationskonstanten zu Null gesetzt� Damit ergibt sich die

SKNF zu

�x�	t� �

�
�

x��	t� � ex��	t�

�
�

�
�

�

�
u	t� � 	B 
���!�

�

Da es nur in seltenen F�allen gelingen� das System partieller Di�erentialgleichungen zu inte�

grieren� wird weiter unten die einfach zu untersuchenden Eigenschaft lokale Steuerbarkeit

auf der Basis der Steuerbarkeits�Matrix nach Gl� 	����� behandelt�

Allgemeine Steuerbarkeits�Strukturen

Wie bei der Beobachtbarkeits�Analyse der QLS 	Jelali ���
b� sind auch hier allgemeine

Steuerbarkeits�Strukturen von gro�er Bedeutung� da durch sie die Anwendung aufwendi�

ger mathematischer Verfahren zur �Uberpr�ufung der Steuerbarkeit evtl� umgangen werden

kann� Analog zur allgemeinen Beobachtbarkeits�Normalform von Gauthier und Bornard

	����� kann eine allgemeine Steuerbarkeits�Normalform 	ASKNF� angegeben werden zu�

��x	t� �

�
								


	 a�	�x�� � � � � �xn�

�x�	t�	 a�	�x�� � � � � �xn�

�x�	t�	 a�	�x�� � � � � �xn�
���

�xn��	t�	 an	�xn�

�
��������

�

�
								


b	�x�� � � � � �xn�

�

�
���

�

�
��������

u	t� 	
� �

mit b	�x�� � � � � �xn� �� � �

Eine noch allgemeinere SKNF wird von Zeitz 	����� durch

��x	t� �

�
								


�f�	�x�� � � � � �xn�
�f�	�x�� � � � � �xn�
�f�	�x�� � � � � �xn�

���
�fn	�xn��� �xn�

�
��������

�

�
								


�g	�x�� � � � � �xn�

�

�
���

�

�
��������

u	t� 	
�
�
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mit �g	�x�� � � � � �xn� �� � und
� �fi��
��xi

�� � � i � �� � � � � n	 �

erkl�art und mit der
"
impliziten Steuerbarkeits�Dreiecks�Normalform# bezeichnet� Damit

kann man den folgenden Satz formulieren�

Satz ��� �

Ein QLS nach Gl� 	
��� ist global steuerbar� wenn es in einer ASKNF gem�a� Gl� 	�� �

bzw� 	��
� vorliegt oder in diese �uberf�uhrt werden kann�

�

Beispiel ��� �

Anhand der Transformation 	Indextausch�

�x	t� �

�
�x�	t�

�x�	t�

�
�

�
x�	t�

x�	t�

�
	B 
�����

gelingt es� das QLS nach Gl� 	B������ in die implizite Steuerbarkeits�Dreiecks�

Normalform nach Gl� 	��
� mit der Zustandsdarstellung

��x	t� �

�
	d�x�	t� � c�x�	t��x�	t�

a�x�	t�	 b�x�	t��x�	t�

�
�

�
	e�x�	t�

�

�
u	t� 	B 
�����

zu �uberf�uhren� Die Bedingungen 	e�x�	t� �� � und � �f�
��x�

� 	b�x�	t� �� � sind wegen

e �� � und x�	t� � � bzw� b �� � und x�	t� � � erf�ullt�

�

����� Lokale Steuerbarkeit

Mit Hilfe der Steuerbarkeits�Matrix kann die lokale Steuerbarkeit �uberpr�uft werden�

Satz ��� �

Ein QLS nach Gl� 	
��� ist lokal steuerbar� wenn die Steuerbarkeits�MatrixQS	x� nach

Gl� 	����� im gesamten De�nitionsbereich �x � Dx den vollen Rang

Rang QS	x� � n � �x � Dx 	
�
�

besitzt�

�
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F�ur QLS 
� Ordnung kann die Steuerbarkeits�MatrixQS	x� � �q�	x��q�	x�� � � � �qn��	x��T

zeilenweise

q�	x� � b� �B�x	t� �B�K
�
�

q�	x� � �A� �A�K
�
�
��b� �B�x	t� �B�K

�
�
�	 �B� �B�K

�
�
��A�x	t� �A�K

�
�
�

q�	x� �
n
A�K

�
�
In � �b� �B�x	t� �B�K

�
�
� � �A� �A�K

�
�
��B� �B�K

�
�
�	

	 B�K
�
�In � �A�x	t� �A�K

�
��	 �B� �B�K

�
���A� �A�K

�
��
o
�

� �b� �B�x	t� �B�K
�
��	

	 �B� �B�K
�
��
n
�A� �A�K

�
���b� �B�x	t� �B�K

�
��	

	 �B� �B�K
�
���A�x	t� �A�K

�
��
o

angegeben werden�

Die lokale Steuerbarkeit eines QLS stellt nur eine notwendige Bedingung f�ur die Existenz

der Transformation zur SKNF nach Gl� 	����� da zus�atzlich die Integrierbarkeitsbedingung

erf�ullt sein mu��

Beispiel ��� �

Die Steuerbarkeits�Matrix lautet f�ur das QLS aus Beispiel ����

QS	x� �

�
� bex�	t�x�	t�

	ex�	t� �

�
� 	B 
�
���

Da im gesamten De�nitionsbereich

Rang QS	x� � � � n 	B 
�
���

gilt� ist das QLS dort lokal steuerbar�

�

Auch bei der Untersuchung der lokalen Steuerbarkeit ist die durch Gl� 	�� � de�nierte

ASKNF von besonderem Interesse� F�ur ein QLS dieser Form lautet die Steuerbarkeits�

Matrix�

�QS	�x� �

�
						


b	�x� � � � � �

� b	�x� �
���

��� 

� � � �

� � � � � b	�x�

�
������


� 	
�
�

Die
"
%# bezeichnen hierbei die nichtverschwindenden �ubrigen Matrizenelemente� Wegen

der Dreiecks�Struktur von �QS	�x� und b	�x� �� � ist die Rangbedingung nach Gl� 	��
�

unabh�angig von den Nichtlinearit�aten a	�x� immer erf�ullt� Damit ist auch die lokale Steu�

erbarkeit direkt gegeben und Satz ��� kann wie folgt erweitert werden�
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Satz ��� �

QLS� die in der ASKNF nach Gl� 	���� vorliegen oder sich in diese �uberf�uhren lassen�

sind direkt global und lokal steuerbar�

�

Beispiel ��� �

F�ur das transformierte QLS nach Gl� 	B������ ergibt sich die Steuerbarkeits�

Matrix zu�

�QS	�x� �

�
	e�x�	t� �

� be�x�	t��x�	t�

�
� 	B 
�����

Wie zu erwarten ist� bleibt die Struktureigenschaft lokale Steuerbarkeit im gesam�

ten De�nitionsbereich unter der Transformation erhalten�

�

����� Arbeitspunkt�Steuerbarkeit

Arbeitspunkt�Steuerbarkeits�Matrix

Zur Bildung der Arbeitspunkt�Steuerbarkeits�Matrix QSs wird Gl� 	
��� um den stati�

on�aren Arbeitspunkt 	xs� us� linearisiert�

A �
�f 	x� u�

�x

���
xs�us

�
h
A� �A�K

�
� � 	B� �B�K

�
��u	t�

i ���
xs�us

	
���

b �
�f 	x� u�

�u

���
xs�us

�
h
b� �B�x	t� �B�K

�
�

i ���
xs�us

� 	
�
�

Das linearisierte System lautet dann

�x	t� � Ax	t� � bu	t�

y	t� � cTx	t� � x� � x	t��

�
� 	
���

Hierzu geh�ort die Arbeitspunkt�Steuerbarkeits�Matrix

QSs �
h
b� Ab� � � � � An��b

i
� 	
�!�

womit gilt�

Satz ��� �

Ein QLS nach Gl� 	
��� ist arbeitspunkt�steuerbar in 	xs� us�� wenn die Steuerbarkeits�

Matrix QSs in diesem Punkt die Rangbedingung

Rang QSs � n 	
� �

erf�ullt�

�



� Steuerbarkeits�Analyse ��

Wurde die Steuerbarkeits�Matrix QS	x� zuvor berechnet� kann QSs aus

QSs � QS	x�jxs�us 	
�
�

bestimmt werden� Dies bedeutet� da� f�ur ein im gesamten De�nitionsbereich lokal steu�

erbares QLS auch die Arbeitspunkt�Steuerbarkeit gegeben ist�

Beispiel ��� �

F�ur das QLS nach Gl� 	B������ folgt aus f 	xs� us� � 
 und us � � der station�are

Punkt xs �
h
d
c

a
b

iT
� wof�ur das zugeh�orige linearisierte System die Matrizen

A �

�

 � 	bd

c
ca
b

�

�

 � b �

�
�

	ae
b

�
	B 
�!���

besitzt� Die Arbeitspunkt�Steuerbarkeits�Matrix lautet�

QSs � �b� Ab� �

�

 � ade

c
	ae

b
�

�

 � 	B 
�!���

Das System ist also in xs arbeitspunkt�steuerbar�

�
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� Einsatz symbolverarbeitender Software

Die Anwendung der Analyseverfahren der QLS erfordert bereits f�ur Systeme niedriger

Ordnung umfangreiche analytische Berechnungen� die ohne Rechnerunterst�utzung prak�

tisch kaum durchf�uhrbar sind 	vgl� hierzu Jelali 	���
b� am Beispiel der Beobachtbarkeits�

Analyse sowie Abschnitt � dieser Arbeit am Beispiel der Steuerbarkeits�Analyse�� Dazu

werden in den letzten Jahren in verst�arktemMa�e symbolverarbeitendeProgrammierspra�

chen� wie z� B� MACSYMA� MAPLE und REDUCE� eingesetzt� Diese k�onnen aufwendige

mathematische Rechenoperationen sowohl numerisch als auch symbolisch vornehmen� Die

symbolische Verarbeitung erleichtert die Durchf�uhrung von Parameterstudien erheblich�

Zur Zeit sind Programmsysteme zu �nden� die die Analyse und Synthese nichtlinearer

Systeme erm�oglichen� Hier interessieren zum einen das Programmsystem MACNON und

zum anderen das Programmsystem POLYCON


Das MACSYMA�Programmsystem MACNON

MACNON enth�alt eine Anzahl von Analyseverfahren bez�uglich

� Beobachtbarkeit�

� Steuerbarkeit und

� Stabilit�at�

sowie Syntheseverfahren bez�uglich

� Beobachterentwurf und

� Zustandsregelung�

Au�erdem stellt das Programmsystem einige wichtige mathematische Funktionen� wie

z� B� die Berechnung der Jacobi�Matrix� die Taylorlinearisierung und die interaktive Un�

tersuchung des Vorzeichens eines skalaren Ausdrucks bereit� Zur Ranguntersuchung wird

eine interaktive Vorgehensweise vorgeschlagen� die darin besteht� die Determinante der

jeweiligen Matrix symbolisch zu berechnen und auf Nullstellen� d� h� Singularit�aten zu

untersuchen� Eine ausf�uhrliche Beschreibung des Programmsystems �ndet man in Birk

und Zeitz 	����� sowie Birk �����

Das MAPLE�Programmsystem POLYCON

POLYCON erm�oglicht die Analyse nichtlinearer Polynomsysteme und zwar�

� Bestimmung von Ein��Ausgangsdi�erentialgleichungen�

�Das Programmsystem wird an der Universit�at Link�oping �Schweden�� haupts�achlich von Forsman

��		
a und �		��� bearbeitet�



� Einsatz symbolverarbeitender Software ��

� Realisierung von Ein��Ausgangsbeziehungen�

� 	algebraische� Beobachtbarkeit�

� Zustandstransformation von Systemen und

� Berechnung der Transformation zwischen �aquivalenten Polynom�Systemen�

Diese Funktionen sind als Routinen sowohl f�ur zeitkontinuierliche als auch f�ur zeitdiskrete

Polynom�Systeme in die Share�Bibliothek von MAPLE implementiert� Die Beschreibung

der einzelnenRoutinen� die auf Verfahren der kommutativenAlgebra basieren� ist Forsman

	����a und ���
� zu entnehmen�
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� Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit� besch�aftigt sich mit der Steuer� und Beobachtbarkeits�Analyse

zustandsquadratischer Systeme mit linearer Steuerung� die eine nichtlineare Unterklas�

se der analytisch linearen Systeme bilden� Diese Analyse stellt eine Vorraussetzung zum

Entwurf einer Zustandsregelung bzw� eines Zustandssch�atzers der QLS dar�

Einige in der Literatur angegebene mathematische Verfahren zur �Uberpr�ufung der Beo�

bachtbarkeit werden angegeben� Die meistenVerfahren stellen nur hinreichende und damit

strenge Kriterien zur Verf�ugung� Die Gr�obner Basen� die als Verallgemeinerung der Gau��

schen Elimination angesehen werden k�onnen� sind dagegen ein sehr n�utzliches Werkzeug

sowohl zur �Uberpr�ufung der globalen als auch der algebraischen Beobachtbarkeit� Die

letztere Eigenschaft ist von besonderer Bedeutung� da sie einfacher nachgewiesen werden

kann als die sonstigen Beobachtbarkeits�Formen 	Jelali ���
b�� Vor allem treten bei ihrer
�Uberpr�ufung keine numerischen Probleme auf�

Im weiteren Teil der Arbeit erfolgt die Behandlung der in enger Verbindung mit der

Beobachtbarkeit stehenden Eigenschaft der Steuerbarkeit� Es werden aus der Vielzahl der

in der Literatur angegebenen Steuerbarkeits�Formen f�ur nichtlineare Systeme die globa�

le Steuerbarkeit� die lokale Steuerbarkeit und die Arbeitspunkt�Steuerbarkeit besprochen

und auf die QLS spezialisiert� Es hat sich auch hier gezeigt� da� es sehr g�unstig ist� die

QLS in eine allgemeine Steuerbarkeits�Normalform zu �uberf�uhren� bei der sowohl die glo�

bale als auch die lokale Steuerbarkeit direkt gegeben ist� Dadurch wird die Anwendung

komplizierter und strenger mathematischer �Uberpr�ufungsverfahren vermieden�

In Zukunft kann das Problem der algebraischen Steuer� und Beobachtbarkeit auf der

Basis der Di�erentialalgebra behandelt werden� die in letzter Zeit in verst�arktem Ma�e

zur Analyse nichtlinearer Systeme herangezogen wird und sich als geeignet erweist 	Weyh

���� und Wey und Swaricek ������ Sehr interessant ist vor allem der Zusammenhang zwi�

schen den Problemkreisen der Steuer� und Beobachtbarkeit� der Minimalrealisierung und

der Ein��Ausgangsdarstellung durch Ein��Ausgangsdi�erentialgleichungen eines Systems�

worauf nur vereinzelt in der Literatur eingegangen wird� Ein��Ausgangsbeziehungen las�

sen sich mit Hilfe der Gr�obner Basen elegant berechnen�

Da bisher nur akademische Beispiele zur Erl�auterung der vorgestellten Analyseverfahren

herangezogen wurden� ist es naheliegend� in weiteren Arbeiten die Anwendung auf tech�

nische Systeme� z� B� hydraulische und pneumatische Antriebe� vorzunehmen� Dies setzt

die Bestimmung zustandsquadratischer Modelle f�ur diese Systeme voraus� was entweder

analytisch oder anhand von Identi�kationsverfahren geschehen kann�

�Die Arbeit entstand im Rahmen des von der Deutschen Forschungsgemeinschaft gef�orderten Projek�

tes
�
Zustands� und Parametersch�atzung bei analytischen Systemen mit linearer Steuerung��
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