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Nomenklatur 11

Nomenklatur

Mengen und Mengentupel

0 Leere Menge

o Leere Abbildung/Relation

A, B, €, ... Relation

A" Auf bild(h) projezierte Relation 2

B Ununterscheidbarkeitsmenge beziiglich A

B 4 Beobachtbarkeitsmenge beziiglich A

b Beobachtbarkeitsrelation

bt Ununterscheidbarkeitsrelation

¢ Gleichheitsrelation

£ Stellrelation eines Regel-Relativs

Ly = ch Ausgangsprojezierte Relation £

£)i Auf das Intervall [to, 1) restringierte Stellrelation eines Regel-
Relativs

Py Punktemenge

By Vollstandigkeitsmenge beziiglich der Punkte

Wy Vollstandigkeitsmenge beziiglich der Ausginge

(B, R, 1 - dt) System-Relativ nach Arnold (1995) (mit =7 x X)

(T x Y, Ry, [lL-dt]y), Ausgangs-Regel-Relativ
(T X ngv[ﬂdt]vyvh)

IT- dt Abbildungsschar variabler Relativeingénge

(115 Qdt] Auf das Intervall [to,t1) restringierte Abbildungsrelation
R Menge binarer Relationen auf 3

Ry Menge binarer Relationen auf 7 x Y

R Menge der reellen Zahlen

vt Unrekonstruierbarkeitsrelation

T Zeitmenge

U Menge zulassiger Stellwerte eines analytischen Systems
X Zustandsmenge

Yy Ausgangsraum, Menge an Regel-Relativ- Ausgangspunkten
Yo Durch das System definierter Bildraum

Sonstige Bezeichnungen

A Punkt aus einer Punktmenge (f4,24) := A € B
B Punkt aus einer Punktmenge (t5,25) := B € P
tito,ta,... Elemente der Zeitmenge T

Y, Yo, YAy - - - Elemente der Ausgangsmenge Y

Ty TQ, T Ay Elemente der Zustandsmenge X’



Nomenklatur

I1I

Operatoren und Funktionen

<>J<>CDOunmeoz[ox

bild

=

2 RO

Pot

Sonstige Zeichen

Differenz (zweier Skalare)

Kartesisches Mengenprodukt
Komposition, Relationenprodukt

Inverse Relation zu (-)

Verallgemeinertes Relationenprodukt
Element von

Teilmenge (unecht)

Obermenge (unecht)

Schnittmenge

Vereinigungsmenge

UND-Verkniipfung

ODER-Verkniipfung

Negation

Allquantor

Existenzquantor

Bild einer Abbildung

(Ausgangs-) Abbildung (unter Vernachlassigung des Zeitargu-
mentes)

Ausgangsabbildung unter Beriicksichtigung der Zeitkomponente
(Mehrgrofien-) Stellfunktion eines Systems
Nicht konstante Stellfunktion

Potenzmenge

Offenes Intervall, (to,t1) C T
Abgeschlossenes Intervall, [to,t;] C 7T
Halboffenes Intervall, [to,t1) C T
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1 Einleitende Ubersicht

Eine synonyme Beschreibung dynamischer Systemem mittels einer relationenalgebrai-
schen Struktur wird durch den Begriff des Regel-Relativs (siehe (Arnold 1995) bzw. Def.
A.1) ermoglicht. Durch die Relationen eines solchen Regel-Relativs werden aus einer
Zeit- und einer Zustandskomponente bestehende Punkte in Beziehung gesetzt. Hierdurch
werden zunachst nur die Zustandsiibergdnge jedoch nicht die von einer Ausgangsabbil-
dung generierten Systemausgidnge modelliert. In diesem Bericht wird nun einem Regel-
Relativ ein Ausgangs-Regel-Relativ zugeordnet, in welchem die (mefibaren) Ausgangs-
groflen abhéngig von einer Steuerfunktion in einen relationalen Zusammenhang gestellt

werden.

Ein Ausgangs-Regel-Relativ kann nun zum einen auf allgemeiner Ebene auf charakte-
risierende oder systemtheoretische Eigenschaften (wie z.B. Ausgangssteuerbarkeit oder
-erreichbarkeit) untersucht werden. Zum anderen kann es als Basis zur Bestimmung des
zugrundeliegenden Regel-Relativs herangezogen werden. Hierbei spielen die Begriffe Be-
obachtbarkeit und Unterscheidbarkeit eine wesentliche Rolle.

Diesbeziiglich wird in Voriiberlegungen (Abschnitt 2) gezeigt, wie man zu gegebenen
bindren Relationen auf einer Grundmenge 8 und einer Abbildung A in eine weitere
Grundmenge B’ neue Relationen auf eben dieser Menge definieren kann. Es wird un-
tersucht, inwieweit sich Eigenschaften der gegebenen Relationen auf die transformierten
Relationen {ibertragen. Da die Transitivitdt einer Relation fiir die neu gebildeten Rela-
tionen im allgemeinen nicht giiltig ist, wird ein spezielles Relationenprodukt eingefiihrt,

fiir welches eine Operationstreue in Bezug auf die Abbildung A gilt.

Diese Bildung neuer Relationen wird in Abschnitt 3 auf die Relationen eines Regel-
Relativs angewendet. Dabei wird die Grundmenge B = 7 x X mit der Zustandsmenge
X in die Menge 7 x Y mit dem Ausgangsraum ) mittels der Ausgangsabbildung abge-
bildet. Darauthin wird untersucht, inwieweit sich die Axiomatik und Eigenschaften des

Regel-Relativs fiir dieses so erhaltene , Ausgangs-Regel-Relativ® nachweisen lassen.

Die Struktur eines Ausgangs-Regel-Relativs dient in Abschnitt 4 dazu, die Systemeigen-
schaften Ausgangserreichbarkeit und -steuerbarkeit relational zu definieren.

Abschnitt 5 fiihrt die Eigenschaften Ununterscheidbarkeit, Beobachtbarkeit, Unrekon-
struierbarkeit und Rekonstruierbarkeit von Ausgangs-Regel-Relativen ein. Mit diesen
Begriffen kann nun versucht werden (invers zur Fragestellung in Abschnitt 3), zu einem
gegebenen Ausgangs-Regel-Relativ das zugrundeliegende Regel-Relativ ndher zu bestim-

mern.

Eine Zusammenfassung und ein Ausblick schlieflen diesen Bericht ab.
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2 Eigenschaften transformierter Relationen

Es seien Relationen 2, B, ... auf einer Grundmenge ‘B gegeben. Ferner sei eine weitere

Menge B’ # () und eine Abbildung

BT
1A — h(A)

gegeben. h induziert fiir eine Relation 2l auf B eine Relation A" in der folgenden Weise:

AU'B = \/ \/ h(A)= A Ah(B)= B AAUB. (2.1)
Ae Bep

Damit wird also eine Abbildung

{Pot(mxm) —  Pot (P’ x L)
A — A

induziert. Aus der Abbildungsvorschrift (2.1) folgt
AAB = h(A)A"h(B). (2.2)

Da Punkte von J3’, die nicht im Bild von & liegen, ohne Belang sind, beschranken wir

unsere Betrachtungen im folgenden auf die Menge

Bo := bild(h) = {A' € B'| \/ h(A) = A}

AeB

und fassen A" als Relation auf By auf.

Lemma 2.1

Ist die Relation 2 symmetrisch oder reflexiv, so geniigt auch 2" diesen Eigenschaften.
Aus der Transitivitidt von 2 folgt jedoch nicht die Transitivitdt von 2A*. Ferner ist die
Abbildung 2 — " monoton, es gilt also

ACB = A" CB" (2.3)
Beweis

Zur Symmetrie:  Sei %l symmetrisch.

AAMB' = AB fiir geeignete A, B mit h(A) = A, h(B) = B’
= BAA fir geeignete A, B mit h(A) = A, h(B) = B’
= BAA.

Zur Reflexivitdt:  Sei U reflexiv, so gilt fir alle A € P AAA und damit fiir alle A" € By
AARA
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Zur Transitivitit: Betrachtet werde 8 = {1,2,3,4}, und A := < |y sei die ,kleiner*-
Relation restringiert auf . Damit gilt A = {(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4)}.
Ferner sei die Abbildung

1,4 — 2
h: 2 — 3

3 — 1

mit P = PVo = {1,2,3} gegeben. A ist transitiv, jedoch ist die Relation A" =
{(2,3), (2,1), (2,2), (3,1), (3,2), (1,2)} wegen (1,1) ¢ A" und (1,2), (2,1) € A

nicht transitiv.

Zur Monotonie:  Fs gelte A C B. Fiir Elemente A" und B’ aus P’ kann man folgern

AUA'B' =\ AUBAh(A)= A'Ah(B) = B’
A,B
= \V ABBAK(A)= A AhB)=B
A,B
= ABI B’

o
Da die Transitivitdtseigenschaft sich nicht tibertragt, wird die Definition eines verallge-

meinerten Relationenproduktes sinnvoll:
(A" oB") .= (Ao V)", (2.4)
oder aquivalent dazu

A AoB" B = \/ \/ h(A)=A"ARh(B)=B' A Ao B)B. (2.5)
Ae Bep

Damit gilt

Lemma 2.2

Ist 2 transitiv, so gilt fiir A”* die folgende Transitivitétseigenschaft
AroA C A, (2.6)
Beweis

théglh (2:4) (QLO Ql)h C th‘

Lemma 2.3

Es gilt stets

AroB" C AroB". (2.7)
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Beweis
A (WBM) B =V h(A) = A AK(B) = B'AAAC A CUB
A,B,C
= AP R(C) A h(C)A" B’
= AR oB") B.

Bemerkung 2.1

Die Inklusion 21*oB" C A"6B" ist im allgemeinen falsch. Selbst fiir den Fall 2 = B 148t
sich folgendes Gegenbeispiel angeben ( vgl. Bild 2.1):

Betrachtet werden die Mengen P = {1,2,3,4} und B’ = {1,2,4} sowie

2A={(1,2), (3,4)} mit der Abbildung

1 — 1
h: 4 — 4
2,3 — 2.

Bild 2.1: Relationen 2 und A"

Hier gilt (1,4) € A" o A", jedoch nicht (1,4) € AroA".

Die in diesem Abschitt beschriebene Bildung einer neuen Relation A" aus einer gegebenen
Relation 2 wird in den folgenden Abschnitten fiir die Relationen eines Regel-Relativs nach
(Arnold 1995) mittels einer Ausgangsabbildung h angewendet. Dabei sei angemerkt,
dafl die hier nachgewiesenen Eigenschaften natiirlich ebenfalls unter diesen spezielleren

Voraussetzungen gelten.
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3 Ausgangs-Regel-Relativ

Regel-Relative (Arnold 1995) dienen zur relationentheoretischen Beschreibung von Syste-
men. Die Definition ist der Ubersichtlichkeit halber noch einmal im Anhang A wiederge-
geben.

3.1 Definition und Eigenschaften

Ausgangspunkt zur Beschreibung eines Ausgangs-Regel-Relativs sei zundchst ein beliebi-
ges Regel-Relativ (B, R, Il - dt) gemiaf (Arnold 1995) bzw. Anhang A. Zusatzlich werde
nun ein Ausgangsraum Y (d.h. eine nicht leere Menge ) betrachtet, sowie eine Ausgangs-

abbildung
he TxX =Y, (3.1)
die jedem Punkt A = (t4,14) einen Regel-Relativ-Ausgang h(t4,x4) = ya zuordnet.

Als Erweiterung dazu kann auch die Zeitkomponente fiir den Regel-Relativ-Ausgang be-

trachtet werden:

h: TxX — TxY  mit (3.2)
—

(tasaa) = h(ta,24) = (tash(ta,2a))

als Abbildungsvorschrift. Zur Untersuchung von Abhéngigkeiten beziiglich der Zustands-
komponente X wird zunéchst zu jeder Relation £ € R eine Relation £y aut 7 x Y
gemaf

(tovyo)gy(tlvyl) = \/ \/ (toawo)ﬁ(th%)
ToEX w1 €EX (3.4)

A h(to, l’o) = Yo A h(tl, 1’1) =N
zugeordnet. Von nun an sei die Ausgangsabbildung fest, so dafi die Schreibweise £y fiir
£" gewihlt werden kann, um die Relationen beziiglich der Grundmenge unterscheiden zu

kénnen. Da fiir die Abbildung h keine Injektivitat vorausgesetzt wird, miissen xg und x4
in Gl. (3.4) nicht eindeutig bestimmt sein. Aus Gl. (3.4) folgt

(to,l’o)g(tl,l’l) = il(to,wo)gyil(tl,wl). (35)
Entsprechend 148t sich fiir Q € Rlo4) der Relation [H%th] auf 7 x & eine Relation
[H%th]y aul 7 x Y zuordnen, geméif

(tovyO)[Hiéth]y(tlvyl) = \/ \/ (to,xo)[ﬂiéﬂdt](tl,xl)

A h(to,l’o) = Yo A h(tl,l'l) = Y1-
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Zusammenfassend kann man nun formulieren:

Definition 3.1 Ausgangs-Regel-Relativ
Es sei ein Regel-Relativ (B, R, 11 - dt) sowie h : 7 x X — Y eine Ausgangsabbildung
in eine nicht leere Menge ) gegeben. Dann heifit

(T x Y, Ry, [l -dt]y) (3.7)
ein Ausgangs-Regel-Relativ, wobei die Menge

Ry ={Ly|L e R} (3.8)
und die Funktionenschar [II - dt],, geméf} (3.4) bzw. (3.5) erklart sind. (B, R, Il dt) wird
dann das dem Ausgangs-Regel-Relativ zugrundeliegende Regel-Relativ genannt. |

Betrachtet man neben den Relationen auf 7 x Y auch die Relationen auf 7 x X und ist
die Ausgangsabbildung bekannt, so wird ein Ausgangs-Regel-Relativ auch als

(T X ‘XvR?[Hdt]vyvh)
zitiert.

Bemerkung 3.1
Offensichtlich koénnen einem Ausgangs-Regel-Relativ mehrere Regel-Relative zugrunde
liegen. 4

Mit einer derartigen Definition der Ausgangsabbildungsvorschrift 18t sich nun die folgen-
de Aussage treffen:

Satz 3.1
Mit der gemafl Gl. (3.6) definierten Ausgangsabbildungsrelation gelten die Axiome 4. und
5. des Regel-Relativs auch fiir das Ausgangs-Regel-Relativ.

Beweis
Zu Axiom 4.: Nach Gl. (3.4) gilt gemiB Gl. (3.6)
[} Ldt]y = Lyl .
Zu Axziom 5.: Entsprechend der Definition nach Gl. (3.6) ist
(I35 o dt]y = €yl;2,

mit der Gleichheitsrelation &.

Dabei gilt

(t07y0)€y(t17y1)
& VV  (to,20)&(t1, x1) A h(to, 20) = yo A h(t1,21) = 11

Lo T1

& to=t1 A Vh(te,x0) =yo = 1.
zo

Das heifit, daB €y die Gleichheitsrelation auf 7 x bild (k) ist.
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Satz 3.2
Fiir ein Ausgangs-Regel-Relativ gilt in Abschwachung von Axiom 3

(110 dt] o [I1AQd 1]y, = [LIA(Q) V Q,)de],,. (3.9)
Beweis

Setze A = [0y dt] und B = [I[3Q,dt]. Damit gilt

AyoBy = (Ao B)y = [ V Qadt]y,.

3
Es sei angemerkt, dafl nach Lemma 2.3 die Inklusion , D auch fiir das Relationenprodukt

o gilt.

Als néchstes wird untersucht, inwieweit sich das Axiom 1 auf ein Ausgangs-Regel-Relativ
iibertragt. Dazu werden Finschridnkungen sowohl der Punktemenge, als auch der Aus-

gangsmenge betrachtet:

Definition 3.2

Es sei

Pv={(t.o)e PV V(L) |[IP0dt] # 0} (3.10)

t1>t QeRrlti)

die Vollstindigkeitsmenge beziiglich der Punkte und ferner

We={yell V htz)=y} (3.11)
(t,x)e‘,pv
die Vollstindigkeitsmenge beziiglich der Ausgdnge. a
Satz 3.3

Fiir ein Ausgangs-Regel-Relativ gilt in Abschwichung von Axiom 1 eines Regel-Relativs

AV (Ly)Irade]y, £ 0. (3.12)
yeEYy i<t QeRrltt)
Beweis

Sei y € Vv. Dann existiert ein Punkt (¢,2) € By mit h(t,2) = y und ferner existieren
ty > t, Q e RIEM mit (t,2) [H?th] (t1, 1) fir ein geeignetes x1 € X'. Mit yq := h(ty, 21)
gilt dann (t,y)[H?th]y(tl,yl). a
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3.2 Vollstindigkeit

Wir setzen nun die Vollsténdigkeit des zugrundegelegten Regel-Relativs voraus, um die
Abschwiachung von Axiom 1 bzw. (3.12) des Ausgangs-Regel-Relativs entsprechend ver-
scharfen zu konnen. Die Vollstandigkeitsbedingung wurde in (Lemmen und Schleuter
1995) fiir Regel-Relative wie folgt formuliert:

AN N (temo)|[TEQd #0. (3.13)
wo€X to<t1 QeRltot1)

Diese Bedingung erwies sich als dquivalent zu der in (Sontag 1990) angegebenen Voll-
standigkeitsbedingung fiir Systeme. In den weiteren Betrachtungen erfolgt wieder die
Beschrankung auf das Bild der Abbildung h, d.h. der gesamte Ausgangsraum )Y wird

eingeschrankt auf
Yo:={y ey \V h{t,x)=y}=Dhild(h). (3.14)
(t,x)e‘,p
Vo ist also die Menge der Beobachtungen, die bzgl. der Abbildung & tatséchlich auftreten

kénnen. Wir nennen diese Menge auch den durch das System definierten Bildraum. Es

gilt v C M.

Satz 3.4
Setzt man (3.13) voraus, so gilt fiir das Ausgangs-Regel-Relativ in Verschirfung von (3.12)

ANV AN Gyrad]y, #0. (3.15)

y€Yo teT 11>t QeRltt1)
Beweis

Sei y € Vo. Dann existiert ein Punkt (¢,2) € B mit h(¢,2) = y. Nach der Vollstandig-
keitsbedingung (3.13) gilt fiir alle ¢; > ¢ und alle Q € R

(t,x)[ﬂilﬂdt] # 0, also
(t,2) [H?th] (t1,21) fiir geeignetes xq € X.

Damit gilt aber fiir 41 = h(t1, 1)

(£, y) (117 Qdt]y(t1, 1)

o
Satz 3.5
Mit der Menge
Vi={yeII N\ V hrt,x)=y} Ch (3.16)

teT veX

gilt unter der Voraussetzung der Vollstandigkeit (3.13) sogar die Bedingung

AN A A Gylirad], #0. (3.17)

yeVL teT t1>t QeRltir)
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Beweis

Seien y € Y sowie t,t; € T beliebig gegeben. Dann existiert ein Element x € A mit
h(t,z) = y. Nach (3.13) gilt fiir eine beliebige Funktion Q € R

(t,2) [H?th] (t1,21) fiir geeignetes x1 € X
= (t7 y)[H?th]y(tlv h(tlv 1}1))
= (t,y)[I1Qdt]y, # 0.
3.3 Zeiltinvarianz

Es sei nun ein zeitinvariantes Regel-Relativ (B, R, Il - dt) vorausgesetzt. Das heifit, die
folgende Figenschaft (vgl. (Lemmen und Schleuter 1995)) sei erfiillt:

A AN (o) [IPQd (1 00) = (8 + 1%, o) [T Q7 de] (1 + 27, 20) (3.18)

t<ty t*€T QeRletn)
mit O € REFHH) gema QOF (1) 1= Q(t — t7).

Zusétzlich sei die Ausgangsabbildung i unabhéngig von der Zeitkomponente, d.h. es gelte
h(t,z) = h(t',z) firallex € X und t,t' € T, (3.19)

so dal man sich auf eine Ausgangsabbildung o : X — ) beschranken kann. FEine zu
(3.18) analoge Zeitinvarianzbedingung werde fiir das Ausgangs-Regel-Relativ wie folgt
definiert:

AAAN (t,y)[H?th]y(tl,yl);»(t+t*,y)[H§g£*Qf*dt]y(t1+t*,y1). (3.20)

t<ty t*e€T QeRltt1)

Es gilt nun

Satz 3.6
Ist ein zeitinvariantes Regel-Relativ gegeben und erfiillt die Ausgangsabbildung h die
Bedingung (3.19), so geniigt das zugehorige Ausgangs-Regel-Relativ der Bedingung (3.20).

Beweis

Seien ¢ < t1,t* € T und Q € R gegeben.

t,y) [ Qdt] (1, 1)
t,2) [P QA (ty, 20) A bt 2) = y A h(ty,21) =

(
(

= V() IR0ty a0) ARt 417 2) = y A h(t 1 0) =
(

t ) [ QT e ( + £, 3).
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Satz 3.6 rechtfertigt damit die nachfolgende

Definition 3.3
Erfiillt ein Ausgangs-Regel-Relativ die Bedingung (3.20), so nennen wir es zeitinvariant.

Q

Satz 3.7
Setzt man fiir diesen zeitinvarianten Fall zusétzlich die Vollstandigkeit des Regel-Relativs

voraus, so erfiillt das Ausgangs-Regel-Relativ in Verstarkung von Gl. (3.17) die Bedingung
A A A GLylIpedly, £ 0. (3.21)

v€Yo t<to QeRltt)

Beweis

Da h unabhéngig von ¢ ist, folgt zunédchst )y = V;. Dazu ist nur zu zeigen, daf} die
Inklusion Yy C ) gilt:

yeh = V hit,x)=y

(t,x)e‘,p

= V AR(t,z)=y
ceX teT

= AV h(t,x)=y
teT xeX

= ) - yo.

Da die obige Aussage (3.21) fiir y € ) giiltig ist, folgt direkt die Behauptung (3.21). Q
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4 Steuerbarkeitsprobleme

Analog zur Theorie linearer kontinuierlicher Systeme werden in
diesem Abschnitt Erreichbarkeit und Steuerbarkeit beziiglich
eines Ausgangsraumes ) untersucht. Dementsprechend han-

delt es sich also um Ausgangserreichbarkeit und Ausgangssteu- /B

erbarkeit (Schwarz 1969).
A

4.1 Ausgangserreichbarkeit

Definition 4.1 Ausgangserreichbarkeil zweier Punkte

Ein Punkt B = (tg,ys) € T x Y eines Ausgangs-Regel- Bild 4.1: Von A aus aus-
Relativs (7 x Y, Ry, [l - dt]y) heifit ausgangser?“eichbar von gangserrcichbarer Punkt
A = (la,ya) € T x Y genau dann, wenn eine Relation p

[Hifﬂdt]y mit tg >t derart existiert, dafl gilt

A[ITZ0d1]y B. (4.1)

o

Die Erreichbarkeit zweier Punkte ist also eine binire Relati-
on. Als notwendige Bedingung fiir die Ausganserreichbarkeit
der beiden Punkte aus (4.1) kann direkt B € ), angegeben

werden. Die Erweiterung von Definition 4.1 fithrt dann auf r‘

Definition 4.2 Ausgangserreichbarkeit von einem Punkt ’A

Ein Ausgangs-Regel-Relativ (7 x J, Ry, [l - dt],) heifit aus-

gangserreichbar von A = (ta,ya) € T x Y genau dann, wenn

fiir jedes yg € Y eine Relation [Hifﬂdt]y mit tg > t4 und Bild 4.2: Von A aus

tg € T derart existiert, daf gilt ausgangserreichbares
Ausgangs-Regel-Relativ

(tA,yA)[Hifﬂdt]y(tB,yB) fiir alle YB - y (42)

o
Eine Verstarkung der Eigenschaft gemafl Definition 4.2 ist die folgende

Definition 4.3 Ausgangserreichbarkeit eines Ausgangs-Regel-Relativs

Ein Ausgangs-Regel-Relativ (7 x Y, Ry, [l - dt],) heifit ausgangserreichbar genau dann,
wenn fiir jedes A = (t4,y4) € 7 x Y und yg € Y eine Relation [Hifﬂdt]y mit tg > t4
derart existiert, daf} gilt

A AV Ly [IEEQdy(ts. yB). (4.3)

YA YBEY IA€T tp>ta

o



4 Steuerbarkeitsprobleme 12

Da bei dieser Definition jeder Punkt des Ausgangsraumes von jedem anderen Punkt aus
erreichbar sein muf}, rechtfertigt dies auch die in diesem Zusammenhang sonst sehr ver-

breitete Bezeichnung der vollstindigen Ausgangserreichbarkeit.

4.2 Ausgangssteuerbarkeit

Das Steuerbarkeitsproblem kann als zur Erreichbarkeit invers
angesehen werden: Es wird nicht mehr hinterfragt, in welche
Punkte das System mit einer geeigneten Steuerung tiberfiihrt
werden kann, sondern vielmehr wird untersucht, welche Punk-
te in den vorgegebenen Endpunkt (durch eine geeignete Wahl A/B
der Steuerung) gesteuert werden konnen. Die Existenzfrage ist
also genau von dem Wertebereich der Relation in den Defini-

tionsbereich transformiert.

Definition 4.4 Ausgangsteuerbarkeit zweier Punkte

Ein Punkt B = (tg,ys) € T x Y eines Ausgangs-Regel-
Relativs (T x Y, Ry, [Il - dt]y) heiit ausgangsteuerbar in A =
(ta,ya) € T x Y genau dann, wenn eine Relation [I[}2Qdt]y

Bild 4.3: In A ausgangs-
steuerbarer Punkt B

derart existiert, daf} gilt

A[ITZ0d1]y B. (4.4)

o

Die Definition der Ausgangssteuerbarkeit ist identisch mit der

der (vollstindigen) Ausgangserreichbarkeit eines Ausgangs- \
Regel-Relativs. Ein grundlegender Unterschied existiert je- r
doch bei der Ausgangsteuerbarkeit in einen Punkt: ’A
Definition 4.5 Ausgangssteuerbarkeit in einen Punkt
Ein Ausgangs-Regel-Relativ (7 x Y, Ry, [II - dt],) heifit aus-
gangsstewerbar in B = (tp,yg) € T x Y genau dann, wenn Bild 4.4: In A ausgangs-
fir jedes y4 € )Y eine Relation [Hifﬂdt]y mit ¢ > t4 derart steuerbares  Ausgangs-
existiert, daf} gilt Regel-Relativ

/\ \/ (tA,yA)[Hifﬂdt]y(tB,yB) mit tA € 7. (45)

ya€Yita<ip

o

4.3 Anmerkungen

Auch wenn in den Definitionen in Abschnitt 4.1 und 4.2 unterschiedliche Anfangszustande
eines durch Differentialgleichungen gegebenen Systems nicht weiter explizit beriicksich-

tigt worden sind, wie beispielsweise bei der sogenannten a-Steuerbarkeit in (Schwarz
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1969:177), bedeutet dies nicht, dal die Anfangsbedingungen des Differentialgleichungs-
systems keinen Einflufl auf die Ausgangssteuerbarkeitsproblematik bei Ausgangs-Regel-

Relativen besitzen. Vielmehr mufl in Betracht gezogen werden, dafl damit die entspre-

chende (Ausgangs-)Eigenschaft fiir jeden beliebigen Anfangszustand erfiillt sein muf.

Mit Hilfe der Abbildung h wer-
den Zustinde in Ausginge, also in
die Ausgangsmenge abgebildet. So-
mit bildet A auch Zustandstrajekto-
rien (eine tiber die Zeit parametrier-
te Anordnung von Zustidnden — der
Losung der dem Relativ zugrundelie-
genden Systemdifferentialgleichung)
in Ausgangstrajektorien (als Anord-
nung iiber die Zeit parametrierter
Ausgénge) ab (vgl. Gl (2.2)). Fir
h selber sind praktisch keinerlei Ein-

schrankungen gemacht worden.

Es kann nicht unmittelbar aus der
Kenntnis der FErreichbarkeitseigen-
schaften der Zustinde auf die Er-
reichbarkeitseigenschaften der Aus-
génge geschlossen werden. Die Men-
ge der erreichbaren Zustinde wird
zwar vermittels h in die Ausgangs-
menge transformiert, die Struktur
und Machtigkeit der Menge der
erreichbaren Ausgangspunkte kann
aber stark von der der Zustands-
punkte differieren. Durch h kann

ein nicht zustandserreichbares Regel-

Bild 4.5: Zusammenhang zwischen Zustands- und

Ausgangstrajektorien

Bild 4.6: Zustands- und Ausgangserreichbarkeit
tiber h

Relativ in ein (vollstindig) ausgangserreichbares Ausgangs-Regel-Relativ abgebildet wer-

den und umgekehrt.

Da aber die Ausgangserreichbarkeit nur im Falle Y C ) erfiillt werden kann, ist es

sinnvoll, das Ausgangs-Regel-Relativ (T X Vo, Ry, [ - dt]yo) zu betrachten.

Analog zur Betrachtungsweise bei der Beobachtungsproblematik dynamischer Systeme,

kénnen noch lokale Begriffe sowohl fiir den Ausgangs- als auch den Zustandsraum definiert

werden. Derartige Fragestellungen werden in diesem Bericht jedoch nicht behandelt.
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5 Beobachtungsprobleme

Analog zur Theorie kontinuierlicher dynamischer Systeme werden in diesem Abschnitt
Probleme zur Beobachtung des Systemausganges relationentheoretisch erfafit. Grundsétz-
lich wird zunéchst zwischen den Begriffen Beobachtbarkeit und Rekonstruierbarkeit unter-

schieden (Lemmen und Jelali 1996):

Beobachtbarkeit: Die Frage, ob der gegenwértige Zustand (¢g, x4) aus der Kenntnis der
zukiinftigen Ausgangssignale (t,y4) : ¢ > to und der zukiinftigen Eingangssignale
u(t): t >ty bestimmt werden soll, betrifft das Problem der Beobachtbarkeit.

Rekonstruierbarkeit: Soll aus dem vergangenen Verlauf von w(t) : t < t5 und
ya(t) : t < 1o der gegenwartige Zustand (tg,x4) bestimmt werden, sprechen wir

von dem Problem der Rekonstruierbarkeit.

In der urspriinglichen Fassung in (Kalman u. a. 1969) wird die Kenntnis von w(¢) nicht
vorausgesetzt. Bereits bei zeitvarianten linearen Systemen muf streng zwischen Rekon-
struierbarkeit und Beobachtbarkeit unterschieden werden (Ludyk 1977). Bei der prak-
tischen Anwendung, d.h. bei der Auslegung eines ,,Beobachters® (genauer: ,Schéitzer”),
handelt es sich immer um eine Rekonstruktion des Zustandes (Schwarz 1981). Der Grund,
warum nun fiir eine derartige Anwendung eine Analyse der Beobachtbarkeit und nicht
der Rekonstruierbarkeit anhand des Prozefmodells notwendig ist, erldutern die folgenden

Uberlegungen:

Bei der Beobachtbarkeit wird untersucht, ob ein Zustand x4 zum Zeitpunkt ¢, mit Hilfe
von Signalen w(to+ At) und ((to+ At),y4), At > 0 unterschieden werden kann (Bild 5.1).

t to + At
| ° Beobachtbarkeitsanalyse 0

Bild 5.1: Beobachtbarkeitsanalyse

Mit Hilfe eines Beobachters wird nun ein Punkt (#o,24) auch tatsichlich rekonstruiert.
Dieser Zustand x4 zum Zeitpunkt ¢y wird aber aus Signalen (w,y4) zu Zeiten to + At
ermittelt, also beziiglich des Zeitpunktes ¢y quasi ,,beobachtet* (Bild 5.2).

t to + At
| 0 Beobachter fiir 2 0

Bild 5.2: Zu verwertende Signale eines Beobachters fiir einen Zustand @,
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5.1 TUnunterscheidbarkeit

Die Grundlage der Erfassung der Beobachtbarkeit und Rekonstruierbarkeit bildet die
Eigenschaft der Ununterscheidbarkeit zweier Zustandspunkte x4, x5 € X'. Bei dieser Ei-
genschaft eines Ausgangs-Regel-Relativs wird unterstellt, daf§ die zwei vorgegebenen (un-
terschiedlichen) Anfangszustdnde x4 und xp genau denselben Verlauf des Regel-Relativ-

Ausganges erzeugen:

Definition 5.1 Ununterscheidbarkeit zweier Punkte
Zwei Punkte A = (t4,24), B = (tp,xp) € P mit t4 = tp = ty eines Ausgangs-Regel-
Relativs (3, R, - dt, Y, k) heien ununterscheidbar (abkiirzend: AbLB) genau dann,
wenn (B, R, 11 -dt, Y, h) fir alle Eingangsfunktionen die gleichen Regel-Relativ-Ausgange
erzeugt, also wenn gilt
h(za)=yaAh(eg)=ys A N\ (to,ya) [Hgﬂdt]y = (to.y) [H@;th]y. (5.1)
QeRrlio.t1)

o

Die Menge aller Punkte B, die beziiglich eines vorgegebenen Punktes A ununterscheidbar

sind, lassen sich wie folgt zusammentassen:

Definition 5.2 Ununterscheidbarkeitsmenge eines Punktes A
Die Menge aller Punkte, die beziiglich eines vorgegebenen Punktes A € 3 ununterscheid-
bar sind, heiit Ununterscheidbarkeitsmenge beziiglich A.

Sie ist definiert als

B} = {B € PlAb* B} (5.2)

5.2 Beobachtbarkeit
Grundlage fiir die Beobachtbarkeit

ist die bereits eingefithrte Ununter-
scheidbarkeit. Ist ein Punkt (¢, )
nur von sich selbst ununterscheidbar,

so heifit das Ausgangs-Regel-Relativ
beobachtbar bei (g, x):

Definition 5.3 Beobachtbarkeit bei
einem Punkt A
Es sei ein Ausgangs-Regel-Relativ. ‘
(B, R, dt, Y, h) gegeben.  Dieses Bild 5.3: Beobachtbare Zustande zy und z; mit
heiBt dann und nur dann beobachtbar ¥ = Y4 = UB
bei A = (to,x4) wenn gilt

/\ - AbtB (5.3)

B:=(tg,2g)EP,
TRET A
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oder aquivalent dazu

h(za) =ya A h(zs) =ys
B:=(t0,25)EP,
TRET A (54)
AV (o) [0 # (to,yp) [0

QeRltort1)

Q

Bei dieser Definition ist zu beachten, dafl nicht jedes Eingangssignal die Anfangszustdnde

unterscheidbar machen muf}, sondern lediglich ein einziges geeignetes.

Auch die Menge der beziiglich eines vorgegebenen Punktes A € 8 beobachtbaren Punkte

B € B laBt sich zusammenfassen in

Definition 5.4 Beobachtbarkeitsmenge beziiglich eines Punktes A
Die Menge aller Punkte, die beziiglich eines vorgegebenen Punktes A € P beobachtbar
sind, heifit Beobachtbarkeitsmenge beziiglich A.

Sie ist definiert als

B, = {B € Pl-Ab*B}. (5.5)

Hieraus folgt direkt

Korollar 5.1
Ein Ausgangs-Regel-Relativ ist dann und nur dann beobachtbar bei einem Punkt A € ‘B,
wenn gilt
By = {A}. (5.6)
o
Die Mengen B4 und B4 sind also disjunkt, wobei gilt:

Korollar 5.2

Es sei ein Ausgangs-Regel-Relativ (B, R, 11 - dt, Y, h) sowie die Beobachtbarkeitsmenge
B, und die Ununterscheidbarkeitsmenge B4 beziiglich eines Punktes A € B gegeben.
Dann gilt

A BanBi=0 A ByUB;="FP. (5.7)
Aep

Q

Die bisher vorgestellten Beobachtbarkeitsbegriffe beziehen sich alle auf eine Beobachtbar-
keitseigenschaft beziiglich eines vorgegebenen Punktes A € 3. Das kann nun zu globalen

Eigenschaften erweitert werden:
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Definition 5.5 Beobachtbarkeit
Es sei ein Ausgangs-Regel-Relativ (P, R, 11 - dt, Y, h) gegeben. Dieses heifit dann und nur

dann beobachtbar, wenn gilt

A - Ab'B (5.8)

Ai=(tg,x4),B:=(t0,2 )€Y,
TRET A

oder aquivalent dazu

h(ra)=ya A hizg)=ys
A:=(tg,x 4 ),B:=(tg,xg)EPB,

) (5.9)
AV (te,ya) [H;*;th]y £ (to,y5) [Higﬂdt]y.

QeRltort1)

a
Somit erweitert sich Definition 5.4 zu

Definition 5.6 Beobachtbarkeitsrelation
Die Menge aller Punktepaare, die beobachtbar (voneinander) sind, heifit Beobachtbarkeits-

relation b. Sie ist definiert als
b:={(A,B) €P xB|BEB,}. (5.10)
Q

Somit folgt direkt

Korollar 5.3
Ein Ausgangs-Regel-Relativ (B, R, Il - dt, Y, h) ist beobachtbar dann und nur dann, wenn

gilt
A B =B\ {A]. (5.11)

AeB

Q

Auch fiir die Beobachtbarkeit ist eine lokale Betrachtung, also von Umgebungen um den
Anfangszustand moglich. Diese Vorgehensweise wird hier aber zunédchst nicht weiter ver-

folgt.

5.3 Rekonstruierbarkeit

Die Definitionen und Schlufifolgerungen beziiglich der Rekonstruierbarkeit sind sehr &hn-
lich zu denen der Beobachtbarkeit. Grundlegend unterschiedlich ist jedoch dabei, daf}
anstelle des Nachbereiches der Uberfithrungsrelation [I1Qd¢]y der Vorbereich im Interesse
der Untersuchungen steht. Dementsprechend komplexer sieht nun die formale Fassung

der Begriffe aus:
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Definition 5.7 Unrekonstruierbarkeit zweier Punkte

Zwei Punkte A = (t4,24),B = (tp,xp) € P mit t4 = tp = t. eines Ausgangs-Regel-
Relativs (3, R, 11 - dt, Y, h) heiBen unrekonstruierbar (abkiirzend: AvtB) genau dann,
wenn (B, R, 11 -dt, Y, h) fir alle Eingangsfunktionen die gleichen Regel-Relativ-Ausgange

erzeugt, also wenn gilt

h(xa) =yaAh(zg) =ys A )\ [H;;;th]y (toyya) = [H;;;th]y (tesyp). (5.12)

QeRltoste)

Q

Daraus ergibt sich nun entsprechend die

Definition 5.8 Rekonstruierbarkeit bei einem Punkt A
Es sei ein Ausgangs-Regel-Relativ (P, R, 11 - dt, Y, h) gegeben. Dieses heifit dann und nur

dann rekonstruierbar bei A = (t.,x4) wenn gilt,

N - AvB (5.13)

B:=(te,xg )EP,
TRHET A

oder aquivalent dazu

h(za)=ya N h(zs) =ys
B:=(te,xg)EP,

(e (5.14)
AV [Higﬂdt]y(te,yA);é[Higﬂdt]y(te,y]g).

QeRlt1te)

Q

Auch an dieser Stelle ist — wie bei der Beobachtbarkeit in Abschnitt 5.2, Definition 5.3 —
anzumerken, dafl nicht fiir jede beliebige Eingangsfunktion die Rekonstruierbarkeit gege-

ben sein muf}, sondern eben fiir mindestens eine geeignete Eingangstunktion.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Bericht werden Ausgénge eines Regel-Relativs fiir Regel-Relative (B, R, 11 - dt)
gemaB (Arnold 1995) eingefithrt. Mit Hilfe dieser Erweiterung ist es moglich neben sy-
stemtheoretischen Fragestellungen, welche den Zustandsraum betreffen, wie die Erreich-
barkeit und Steuerbarkeit (Lemmen 1995, Lemmen und Schleuter 1996) nun auch Aus-
sagen in relationenalgebraischen Termini iiber das zugrundeliegende Systemverhalten im
Ausgangsraum formulieren. Dazu gehdren zum einen die Ausgangssteuerbarkeit und -
erreichbarkeit, aber auch die zum Bereich der Beobachtungsproblematik zdhlenden FEi-

genschaften wie Ununterscheidbarkeit, Rekonstruierbarkeit und Beobachtbarkeit.

Gegentiiber herkémmlichen differentialgeometrischen Methoden zeichnen sich diese neuen
Methoden dadurch aus, dafl sie zur Beschreibung und Analyse auch solche Systeme zu-
lassen, die nicht stetig oder gar differenzierbar sind. Regel-Relative und die vorgestellten
Ausgangs-Regel-Relative kénnen in diesem Zusammenhang sozusagen als Verallgemeine-

rung der herkémmlichen Untersuchungsmethoden angesehen werden.

Erweiternd zu den hier vorgestellten Fragen miissen nun Entscheidungskriterien fiir die
hier betrachteten Relativeigenschaften hergeleitet und erweitert werden, um so eine rech-
nerunterstiitzte Analyse von Regel-Relativen beziiglich der angesprochenen Figenschaften
ermoglichen zu kénnen. Insbesondere mit einem in zukiinftigen Arbeiten durchzufiihren-
den Vergleich mit differentialgeometrischen Methoden, sind die in diesem Bericht noch
nicht explizit formulierten lokalen Aspekte der oben angesprochenen Begriffe zu beriick-

sichtigen.
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A Regel-Relative — Definition

Definition A.1 (Arnold 1995)
Wir sprechen von einem Regel-Relativ (B, R, 11 - dt) , wenn vorgegeben werden

— als Zeitmenge eine Untergruppe 7 (4) < R(4),

— eine nicht leere Menge &', deren Elemente Zustinde heiflen,

eine nicht leere Menge R von bindren Relationen auf der Grundmenge P =7 x X,
R C Pot(B x P) mit der Eigenschaft der Zeitorientiertheit

/\ (to, $0)£(t1, 1’1) = to S tl, (Al)
L£eER

eine Abbildungsschar II - d¢, in der zu jedem Paar tg,t; € 7 mit to < ¢y eine
Abbildung

Rltet) s  Pot(P x B)
i - dt] -
s -] { QO [QdY

existiert mit! A[H%Q(t)dt]B =ty=1toNlg=1; firalle A,BeB
und wenn die folgenden Axiome gelten:

L AV Vo (o) ITEQdt] £ 0,

zeX to<tr QeRltot1)
2. (to, $0)[H§3th](t1, 1’1) A (to, $0)[H§3th](t1, l’/l) = T = l’/l,
3, [y ] o [ITAQ,dl] = [T (0, ¥ Qy)di]

fiir alle  to <* < ty, O € R und alle Q, € RE),

t*
hierbei werde mit ; V Q, € Rlfot) die Verkettung von €y und €, in t* bezeichnet.

4. A [ edi] = £[j, wobei £[}} die gemB
LeR
(0, o)Ll (1), 1) &ty = 1] Ao = 1 A (to, 20) £(1], 1) (A.2)

erklirte Relation ist und [} £dt] = [II} Qg d?] zu setzen ist fiir Qg = £ auf [to, 11);

5. A N (to,2)[IT% o dt](to, z) gilt fiir die leere Abbildung o € Rlfo0),

to€T z€eX

! Dabei setzen wir A = (ta,24), B = (tg,2B).



