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� Einleitende �Ubersicht

Eine synonyme Beschreibung dynamischer Systemem mittels einer relationenalgebrai�

schen Struktur wird durch den Begri� des Regel�Relativs �siehe �Arnold ����� bzw� Def�

A��� erm	oglicht� Durch die Relationen eines solchen Regel�Relativs werden aus einer

Zeit� und einer Zustandskomponente bestehende Punkte in Beziehung gesetzt� Hierdurch

werden zun	achst nur die Zustands	uberg	ange jedoch nicht die von einer Ausgangsabbil�

dung generierten Systemausg	ange modelliert� In diesem Bericht wird nun einem Regel�

Relativ ein Ausgangs�Regel�Relativ zugeordnet� in welchem die �me�baren� Ausgangs�

gr	o�en abh	angig von einer Steuerfunktion in einen relationalen Zusammenhang gestellt

werden�

Ein Ausgangs�Regel�Relativ kann nun zum einen auf allgemeiner Ebene auf charakte�

risierende oder systemtheoretische Eigenschaften �wie z�B� Ausgangssteuerbarkeit oder

�erreichbarkeit� untersucht werden� Zum anderen kann es als Basis zur Bestimmung des

zugrundeliegenden Regel�Relativs herangezogen werden� Hierbei spielen die Begri�e Be�

obachtbarkeit und Unterscheidbarkeit eine wesentliche Rolle�

Diesbez	uglich wird in Vor	uberlegungen �Abschnitt �� gezeigt� wie man zu gegebenen

bin	aren Relationen auf einer Grundmenge P und einer Abbildung h in eine weitere

Grundmenge P� neue Relationen auf eben dieser Menge de
nieren kann� Es wird un�

tersucht� inwieweit sich Eigenschaften der gegebenen Relationen auf die transformierten

Relationen 	ubertragen� Da die Transitivit	at einer Relation f	ur die neu gebildeten Rela�

tionen im allgemeinen nicht g	ultig ist� wird ein spezielles Relationenprodukt eingef	uhrt�

f	ur welches eine Operationstreue in Bezug auf die Abbildung h gilt�

Diese Bildung neuer Relationen wird in Abschnitt � auf die Relationen eines Regel�

Relativs angewendet� Dabei wird die Grundmenge P � T � X mit der Zustandsmenge

X in die Menge T � Y mit dem Ausgangsraum Y mittels der Ausgangsabbildung abge�

bildet� Daraufhin wird untersucht� inwieweit sich die Axiomatik und Eigenschaften des

Regel�Relativs f	ur dieses so erhaltene


Ausgangs�Regel�Relativ� nachweisen lassen�

Die Struktur eines Ausgangs�Regel�Relativs dient in Abschnitt � dazu� die Systemeigen�

schaften Ausgangserreichbarkeit und �steuerbarkeit relational zu de
nieren�

Abschnitt � f	uhrt die Eigenschaften Ununterscheidbarkeit� Beobachtbarkeit� Unrekon�

struierbarkeit und Rekonstruierbarkeit von Ausgangs�Regel�Relativen ein� Mit diesen

Begri�en kann nun versucht werden �invers zur Fragestellung in Abschnitt ��� zu einem

gegebenen Ausgangs�Regel�Relativ das zugrundeliegende Regel�Relativ n	aher zu bestim�

men�

Eine Zusammenfassung und ein Ausblick schlie�en diesen Bericht ab�



� Eigenschaften transformierter Relationen �

� Eigenschaften transformierter Relationen

Es seien Relationen A� B� � � � auf einer Grundmenge P gegeben� Ferner sei eine weitere

Menge P� �� � und eine Abbildung

h �

�
P �� P�

A ��� h�A�

gegeben� h induziert f	ur eine Relation A auf P eine Relation Ah in der folgenden Weise�

A�AhB� ��
�
A�P

�
B�P

h�A� � A� � h�B� � B� �AAB� �����

Damit wird also eine Abbildung�
Pot�P�P� �� Pot�P� �P��

A ��� A�

induziert� Aus der Abbildungsvorschrift ����� folgt

AAB � h�A�Ahh�B�� �����

Da Punkte von P�� die nicht im Bild von h liegen� ohne Belang sind� beschr	anken wir

unsere Betrachtungen im folgenden auf die Menge

P� �� bild�h� � fA� � P�j
�
A�P

h�A� � A�g

und fassen Ah als Relation auf P� auf�

Lemma ���

Ist die Relation A symmetrisch oder re exiv� so gen	ugt auch Ah diesen Eigenschaften�

Aus der Transitivit	at von A folgt jedoch nicht die Transitivit	at von Ah� Ferner ist die

Abbildung A �� Ah monoton� es gilt also

A �B� Ah � Bh� �����

Beweis

Zur Symmetrie� Sei A symmetrisch�

A�AhB� � AAB f	ur geeignete A�B mit h�A� � A�� h�B� � B�

� BAA f	ur geeignete A�B mit h�A� � A�� h�B� � B�

� B�AhA��

Zur Re�exivit�at� Sei A re exiv� so gilt f	ur alle A � P AAA und damit f	ur alle A� � P�

A�AhA��



� Eigenschaften transformierter Relationen �

Zur Transitivit�at� Betrachtet werde P � f�� �� �� �g� und A �� � jP sei die


kleiner��

Relation restringiert aufP� Damit giltA � f��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��g�

Ferner sei die Abbildung

h �

����
���

�� � ��� �

� ��� �

� ��� �

mit P� � P� � f�� �� �g gegeben� A ist transitiv� jedoch ist die Relation Ah �

f��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��g wegen ��� �� �� Ah und ��� ��� ��� �� � Ah

nicht transitiv�

Zur Monotonie� Es gelte A � B� F	ur Elemente A� und B� aus P� kann man folgern

A�AhB� �
W
A�B

AAB � h�A� � A� � h�B� � B�

�
W
A�B

ABB � h�A� � A� � h�B� � B�

� A�BhB��

Da die Transitivit	atseigenschaft sich nicht 	ubertr	agt� wird die De
nition eines verallge�

meinerten Relationenproduktes sinnvoll�

�Ah ��Bh� �� �A �B�h� �����

oder 	aquivalent dazu

A��Ah ��Bh�B� �
�
A�P

�
B�P

h�A� � A� � h�B� � B� � A�A �B�B� �����

Damit gilt

Lemma ���

Ist A transitiv� so gilt f	ur Ah die folgende Transitivit	atseigenschaft

Ah ��Ah � Ah� �����

Beweis

Ah ��Ah �����
� �A � A�h � Ah�

Lemma ���

Es gilt stets

Ah ��Bh � Ah�Bh� �����
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Beweis

A�
�
Ah ��Bh

�
B � �

W
A�B�C

h�A� � A� � h�B� � B� � AAC � CAB

� A�Ahh�C� � h�C�AhB�

� A�Ah�Bh�B�

Bemerkung ���

Die Inklusion Ah�Bh � Ah ��Bh ist im allgemeinen falsch� Selbst f	ur den Fall A � B l	a�t

sich folgendes Gegenbeispiel angeben � vgl� Bild �����

Betrachtet werden die Mengen P � f�� �� �� �g und P� � f�� �� �g sowie

A � f��� ��� ��� ��g mit der Abbildung

h �

����
���

� ��� �

� ��� �

�� � ��� ��

h

� �

� �

P P�

� �

�

A
Ah

Bild ���� Relationen A und Ah

Hier gilt ��� �� � Ah � Ah� jedoch nicht ��� �� � Ah ��Ah�

Die in diesemAbschitt beschriebene Bildung einer neuen Relation Ah aus einer gegebenen

Relation A wird in den folgenden Abschnitten f	ur die Relationen eines Regel�Relativs nach

�Arnold ����� mittels einer Ausgangsabbildung h angewendet� Dabei sei angemerkt�

da� die hier nachgewiesenen Eigenschaften nat	urlich ebenfalls unter diesen spezielleren

Voraussetzungen gelten�
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� Ausgangs�Regel�Relativ

Regel�Relative �Arnold ����� dienen zur relationentheoretischen Beschreibung von Syste�

men� Die De
nition ist der 	Ubersichtlichkeit halber noch einmal im Anhang A wiederge�

geben�

��� De�nition und Eigenschaften

Ausgangspunkt zur Beschreibung eines Ausgangs�Regel�Relativs sei zun	achst ein beliebi�

ges Regel�Relativ �P�R�� � dt� gem	a� �Arnold ����� bzw� Anhang A� Zus	atzlich werde

nun ein Ausgangsraum Y �d�h� eine nicht leere Menge Y� betrachtet� sowie eine Ausgangs�

abbildung

h � T � X � Y� �����

die jedem Punkt A � �tA� xA� einen Regel�Relativ�Ausgang h�tA� xA� � yA zuordnet�

Als Erweiterung dazu kann auch die Zeitkomponente f	ur den Regel�Relativ�Ausgang be�

trachtet werden�

�h � T � X � T � Y mit �����

�tA� xA� �� �h�tA� xA� � �tA� h�tA� xA�� �����

als Abbildungsvorschrift� Zur Untersuchung von Abh	angigkeiten bez	uglich der Zustands�

komponente X wird zun	achst zu jeder Relation L � R eine Relation LY auf T � Y

gem	a�

�t�� y��LY�t�� y�� ��
W

x��X

W
x��X

�t�� x��L�t�� x��

� h�t�� x�� � y� � h�t�� x�� � y�
�����

zugeordnet� Von nun an sei die Ausgangsabbildung fest� so da� die Schreibweise LY f	ur

L
�h gew	ahlt werden kann� um die Relationen bez	uglich der Grundmenge unterscheiden zu

k	onnen� Da f	ur die Abbildung h keine Injektivit	at vorausgesetzt wird� m	ussen x� und x�
in Gl� ����� nicht eindeutig bestimmt sein� Aus Gl� ����� folgt

�t�� x��L�t�� x��� �h�t�� x��LY�h�t�� x��� �����

Entsprechend l	a�t sich f	ur � � R�t��t�� der Relation
h
�t�
t�
�dt

i
auf T � X eine Relation

��t�
t�
�dt�

Y
auf T � Y zuordnen� gem	a�

�t�� y����
t�
t�
�dt�Y�t�� y�� ��

W
x��X

W
x��X

�t�� x����
t�
t�
�dt��t�� x��

� h�t�� x�� � y� � h�t�� x�� � y��
�����
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Zusammenfassend kann man nun formulieren�

De�nition ��� Ausgangs�Regel�Relativ

Es sei ein Regel�Relativ �P�R�� � dt� sowie h � T �X �� Y eine Ausgangsabbildung

in eine nicht leere Menge Y gegeben� Dann hei�t

�T � Y�RY � �� � dt�Y� �����

ein Ausgangs�Regel�Relativ� wobei die Menge

RY �� fLY jL � Rg �����

und die Funktionenschar �� � dt�Y gem	a� ����� bzw� ����� erkl	art sind� �P�R�� � dt� wird

dann das dem Ausgangs�Regel�Relativ zugrundeliegende Regel�Relativ genannt�

Betrachtet man neben den Relationen auf T � Y auch die Relationen auf T �X und ist

die Ausgangsabbildung bekannt� so wird ein Ausgangs�Regel�Relativ auch als

�T � X �R� �� � dt� �Y� h�

zitiert�

Bemerkung ���

O�ensichtlich k	onnen einem Ausgangs�Regel�Relativ mehrere Regel�Relative zugrunde

liegen�

Mit einer derartigen De
nition der Ausgangsabbildungsvorschrift l	a�t sich nun die folgen�

de Aussage tre�en�

Satz ���

Mit der gem	a� Gl� ����� de
nierten Ausgangsabbildungsrelation gelten die Axiome �� und

�� des Regel�Relativs auch f	ur das Ausgangs�Regel�Relativ�

Beweis

Zu Axiom ��� Nach Gl� ����� gilt gem	a� Gl� �����

��t�
t�
Ldt�Y � LY j

t�
t�
�

Zu Axiom ��� Entsprechend der De
nition nach Gl� ����� ist

��t�
t�
� dt�Y � EY j

t�
t�
�

mit der Gleichheitsrelation E�

Dabei gilt

�t�� y��EY�t�� y��

�
W
x�

W
x�

�t�� x��E�t�� x�� � h�t�� x�� � y� � h�t�� x�� � y�

� t� � t� �
W
x�

h�t�� x�� � y� � y��

Das hei�t� da� EY die Gleichheitsrelation auf T � bild�h� ist�



� Ausgangs�Regel�Relativ �

Satz ���

F	ur ein Ausgangs�Regel�Relativ gilt in Abschw	achung von Axiom �

��t�

t�
��dt�Y ����

t�
t���dt�Y � ��t�

t�
���

t�


 ���dt�Y � �����

Beweis

Setze A �
h
�t�

t�
��dt

i
und B �

h
�t�
t���dt

i
� Damit gilt

AY ��BY � �A �B�Y � ��t�
t�
��

t�


 ��dt�Y �

Es sei angemerkt� da� nach Lemma ��� die Inklusion


	� auch f	ur das Relationenprodukt

� gilt�

Als n	achstes wird untersucht� inwieweit sich das Axiom � auf ein Ausgangs�Regel�Relativ

	ubertr	agt� Dazu werden Einschr	ankungen sowohl der Punktemenge� als auch der Aus�

gangsmenge betrachtet�

De�nition ���

Es sei

PV �� f�t� x� � Pj
�
t��t

�
	�R�t�t��

�t� x�
h
�t�
t �dt

i
�� �g ����!�

die Vollst�andigkeitsmenge bez�uglich der Punkte und ferner

YV �� fy � Yj
�

�t�x��PV

h�t� x� � yg ������

die Vollst�andigkeitsmenge bez�uglich der Ausg�ange�

Satz ���

F	ur ein Ausgangs�Regel�Relativ gilt in Abschw	achung von Axiom � eines Regel�Relativs

	
y�YV

�
t�t�

�
	�R�t�t��

�t� y���t�
t �dt�Y �� �� ������

Beweis

Sei y � YV � Dann existiert ein Punkt �t� x� � PV mit h�t� x� � y und ferner existieren

t� � t� � � R�t�t�� mit �t� x�
h
�t�
t �dt

i
�t�� x�� f	ur ein geeignetes x� � X � Mit y� �� h�t�� x��

gilt dann �t� y���t�
t �dt�Y�t�� y���
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��� Vollst�andigkeit

Wir setzen nun die Vollst	andigkeit des zugrundegelegten Regel�Relativs voraus� um die

Abschw	achung von Axiom � bzw� ������ des Ausgangs�Regel�Relativs entsprechend ver�

sch	arfen zu k	onnen� Die Vollst	andigkeitsbedingung wurde in �Lemmen und Schleuter

����� f	ur Regel�Relative wie folgt formuliert�	
x��X

	
t��t�

	
	�R�t��t��

�t�� x��
h
�t�
t�
�dt

i
�� �� ������

Diese Bedingung erwies sich als 	aquivalent zu der in �Sontag ���!� angegebenen Voll�

st	andigkeitsbedingung f	ur Systeme� In den weiteren Betrachtungen erfolgt wieder die

Beschr	ankung auf das Bild der Abbildung h� d�h� der gesamte Ausgangsraum Y wird

eingeschr	ankt auf

Y� �� fy � Yj
�

�t�x��P

h�t� x� � yg � bild�h�� ������

Y� ist also die Menge der Beobachtungen� die bzgl� der Abbildung h tats	achlich auftreten

k	onnen� Wir nennen diese Menge auch den durch das System de
nierten Bildraum� Es

gilt YV � Y��

Satz ���

Setzt man ������ voraus� so gilt f	ur das Ausgangs�Regel�Relativ in Versch	arfung von ������	
y�Y�

�
t�T

	
t��t

	
	�R�t�t��

�t� y���t�
t �dt�Y �� �� ������

Beweis

Sei y � Y�� Dann existiert ein Punkt �t� x� � P mit h�t� x� � y� Nach der Vollst	andig�

keitsbedingung ������ gilt f	ur alle t� � t und alle � � R�t�t��

�t� x�
h
�t�
t �dt

i
�� �� also

�t� x�
h
�t�
t �dt

i
�t�� x�� f	ur geeignetes x� � X �

Damit gilt aber f	ur y� � h�t�� x��

�t� y���t�
t �dt�Y�t�� y���

Satz ���

Mit der Menge

Y� �� fy � Yj
	
t�T

�
x�X

h�t� x� � yg � Y� ������

gilt unter der Voraussetzung der Vollst	andigkeit ������ sogar die Bedingung	
y�Y�

	
t�T

	
t��t

	
	�R�t�t��

�t� y���t�
t �dt�Y �� �� ������



� Ausgangs�Regel�Relativ �

Beweis

Seien y � Y� sowie t� t� � T beliebig gegeben� Dann existiert ein Element x � X mit

h�t� x� � y� Nach ������ gilt f	ur eine beliebige Funktion � � R�t�t��

�t� x�
h
�t�
t �dt

i
�t�� x�� f	ur geeignetes x� � X

� �t� y���t�
t �dt�Y�t�� h�t�� x���

� �t� y���t�
t �dt�Y �� ��

��� Zeitinvarianz

Es sei nun ein zeitinvariantes Regel�Relativ �P�R�� � dt� vorausgesetzt� Das hei�t� die

folgende Eigenschaft �vgl� �Lemmen und Schleuter ������ sei erf	ullt�

	
t�t�

	
t��T

	
	�R�t�t��

�t� x��
h
�t�
t �dt

i
�t�� x��� �t" t�� x��

h
�t�
t

�

t
t� �
t�dt

i
�t� " t�� x�� ������

mit �t� � R�t
t��t�
t�� gem	a� �t��t� �� ��t� t���

Zus	atzlich sei die Ausgangsabbildung h unabh	angig von der Zeitkomponente� d�h� es gelte

h�t� x� � h�t�� x� f	ur alle x � X und t� t� � T � ������

so da� man sich auf eine Ausgangsabbildung h � X �� Y beschr	anken kann� Eine zu

������ analoge Zeitinvarianzbedingung werde f	ur das Ausgangs�Regel�Relativ wie folgt

de
niert�

	
t�t�

	
t��T

	
	�R�t�t��

�t� y���t�
t �dt�Y�t�� y��� �t" t�� y���t�
t�

t
t� �
t�dt�Y �t� " t�� y��� ����!�

Es gilt nun

Satz ��	

Ist ein zeitinvariantes Regel�Relativ gegeben und erf	ullt die Ausgangsabbildung h die

Bedingung ������� so gen	ugt das zugeh	orige Ausgangs�Regel�Relativ der Bedingung ����!��

Beweis

Seien t � t�� t
� � T und � � R�t�t�� gegeben�

�t� y���t�
t �dt�Y�t�� y��

�
W

x�x��X
�t� x�

h
�t�
t �dt

i
�t�� x�� � h�t� x� � y � h�t�� x�� � y�

�
W

x�x��X
�t" t�� x�

h
�t�
t�

t
t� �
t�dt

i
�t�� x�� � h�t" t�� x� � y � h�t� " t�� x�� � y�

� �t" t�� y���t�
t�

t
t� �
t�dt�Y �t� " t�� y���



� Ausgangs�Regel�Relativ �!

Satz ��� rechtfertigt damit die nachfolgende

De�nition ���

Erf	ullt ein Ausgangs�Regel�Relativ die Bedingung ����!�� so nennen wir es zeitinvariant�

Satz ���

Setzt man f	ur diesen zeitinvarianten Fall zus	atzlich die Vollst	andigkeit des Regel�Relativs

voraus� so erf	ullt das Ausgangs�Regel�Relativ in Verst	arkung von Gl� ������ die Bedingung

	
y�Y�

	
t�t�

	
	�R�t�t��

�t� y���t�
t �dt�Y �� �� ������

Beweis

Da h unabh	angig von t ist� folgt zun	achst Y� � Y�� Dazu ist nur zu zeigen� da� die

Inklusion Y� � Y� gilt�

y � Y� �
W

�t�x��P
h�t� x� � y

�
W

x�X

V
t�T

h�t� x� � y

�
V
t�T

W
x�X

h�t� x� � y

� y � Y��

Da die obige Aussage ������ f	ur y � Y� g	ultig ist� folgt direkt die Behauptung �������



� Steuerbarkeitsprobleme ��

� Steuerbarkeitsprobleme

A

B

Bild ���� VonA aus aus�

gangserreichbarer Punkt

B

Analog zur Theorie linearer kontinuierlicher Systemewerden in

diesem Abschnitt Erreichbarkeit und Steuerbarkeit bez	uglich

eines Ausgangsraumes Y untersucht� Dementsprechend han�

delt es sich also um Ausgangserreichbarkeit und Ausgangssteu�

erbarkeit �Schwarz ������

��� Ausgangserreichbarkeit

De�nition ��� Ausgangserreichbarkeit zweier Punkte

Ein Punkt B � �tB� yB� � T � Y eines Ausgangs�Regel�

Relativs �T � Y�RY � �� � dt�Y� hei�t ausgangserreichbar von

A � �tA� yA� � T � Y genau dann� wenn eine Relation

��tB
tA
�dt�Y mit tB � tA derart existiert� da� gilt

A��tB
tA
�dt�YB� �����

A

Y

Bild ���� Von A aus

ausgangserreichbares

Ausgangs�Regel�Relativ

Die Erreichbarkeit zweier Punkte ist also eine bin	are Relati�

on� Als notwendige Bedingung f	ur die Ausganserreichbarkeit

der beiden Punkte aus ����� kann direkt B � Y� angegeben

werden� Die Erweiterung von De
nition ��� f	uhrt dann auf

De�nition ��� Ausgangserreichbarkeit von einem Punkt

Ein Ausgangs�Regel�Relativ �T � Y�RY � �� � dt�Y� hei�t aus�

gangserreichbar von A � �tA� yA� � T � Y genau dann� wenn

f	ur jedes yB � Y eine Relation ��tB
tA
�dt�Y mit tB � tA und

tB � T derart existiert� da� gilt

�tA� yA���
tB
tA
�dt�

Y
�tB� yB� f	ur alle yB � Y� �����

Eine Verst	arkung der Eigenschaft gem	a� De
nition ��� ist die folgende

De�nition ��� Ausgangserreichbarkeit eines Ausgangs�Regel�Relativs

Ein Ausgangs�Regel�Relativ �T � Y�RY � �� � dt�Y� hei�t ausgangserreichbar genau dann�

wenn f	ur jedes A � �tA� yA� � T � Y und yB � Y eine Relation ��tB
tA
�dt�

Y
mit tB � tA

derart existiert� da� gilt

	
yA�yB�Y

	
tA�T

�
tB�tA

�tA� yA���
tB
tA
�dt�Y�tB� yB�� �����



� Steuerbarkeitsprobleme ��

Da bei dieser De
nition jeder Punkt des Ausgangsraumes von jedem anderen Punkt aus

erreichbar sein mu�� rechtfertigt dies auch die in diesem Zusammenhang sonst sehr ver�

breitete Bezeichnung der vollst�andigen Ausgangserreichbarkeit�

��� Ausgangssteuerbarkeit

A

B

Bild ���� InA ausgangs�

steuerbarer Punkt B

Das Steuerbarkeitsproblem kann als zur Erreichbarkeit invers

angesehen werden� Es wird nicht mehr hinterfragt� in welche

Punkte das System mit einer geeigneten Steuerung 	uberf	uhrt

werden kann� sondern vielmehr wird untersucht� welche Punk�

te in den vorgegebenen Endpunkt �durch eine geeignete Wahl

der Steuerung� gesteuert werden k	onnen� Die Existenzfrage ist

also genau von dem Wertebereich der Relation in den De
ni�

tionsbereich transformiert�

De�nition ��� Ausgangsteuerbarkeit zweier Punkte

Ein Punkt B � �tB� yB� � T � Y eines Ausgangs�Regel�

Relativs �T � Y�RY � �� � dt�Y� hei�t ausgangsteuerbar in A �

�tA� yA� � T � Y genau dann� wenn eine Relation ��tB
tA
�dt�Y

derart existiert� da� gilt

A��tB
tA
�dt�YB� �����

A

P�

Bild ���� InA ausgangs�

steuerbares Ausgangs�

Regel�Relativ

Die De
nition der Ausgangssteuerbarkeit ist identisch mit der

der �vollst	andigen� Ausgangserreichbarkeit eines Ausgangs�

Regel�Relativs� Ein grundlegender Unterschied existiert je�

doch bei der Ausgangsteuerbarkeit in einen Punkt�

De�nition ��� Ausgangssteuerbarkeit in einen Punkt

Ein Ausgangs�Regel�Relativ �T � Y�RY � �� � dt�Y� hei�t aus�

gangssteuerbar in B � �tB� yB� � T � Y genau dann� wenn

f	ur jedes yA � Y eine Relation ��tB
tA
�dt�

Y
mit tB � tA derart

existiert� da� gilt	
yA�Y

�
tA�tB

�tA� yA���
tB
tA
�dt�

Y
�tB� yB� mit tA � T � �����

��� Anmerkungen

Auch wenn in den De
nitionen in Abschnitt ��� und ��� unterschiedliche Anfangszust	ande

eines durch Di�erentialgleichungen gegebenen Systems nicht weiter explizit ber	ucksich�

tigt worden sind� wie beispielsweise bei der sogenannten a�Steuerbarkeit in �Schwarz



� Steuerbarkeitsprobleme ��

���������� bedeutet dies nicht� da� die Anfangsbedingungen des Di�erentialgleichungs�

systems keinen Ein u� auf die Ausgangssteuerbarkeitsproblematik bei Ausgangs�Regel�

Relativen besitzen� Vielmehr mu� in Betracht gezogen werden� da� damit die entspre�

chende �Ausgangs��Eigenschaft f	ur jeden beliebigen Anfangszustand erf	ullt sein mu��

�tA� xA�

�tB� xB�

�tA� yA�

�tB� yB�

h

Bild ���� Zusammenhang zwischen Zustands� und

Ausgangstrajektorien

Mit Hilfe der Abbildung h wer�

den Zust	ande in Ausg	ange� also in

die Ausgangsmenge abgebildet� So�

mit bildet h auch Zustandstrajekto�

rien �eine 	uber die Zeit parametrier�

te Anordnung von Zust	anden � der

L	osung der dem Relativ zugrundelie�

genden Systemdi�erentialgleichung�

in Ausgangstrajektorien �als Anord�

nung 	uber die Zeit parametrierter

Ausg	ange� ab �vgl� Gl� ������� F	ur

h selber sind praktisch keinerlei Ein�

schr	ankungen gemacht worden�

�tA� x�

X

�tA� y�

Y

h

Bild ��	� Zustands� und Ausgangserreichbarkeit

	uber h

Es kann nicht unmittelbar aus der

Kenntnis der Erreichbarkeitseigen�

schaften der Zust	ande auf die Er�

reichbarkeitseigenschaften der Aus�

g	ange geschlossen werden� Die Men�

ge der erreichbaren Zust	ande wird

zwar vermittels h in die Ausgangs�

menge transformiert� die Struktur

und M	achtigkeit der Menge der

erreichbaren Ausgangspunkte kann

aber stark von der der Zustands�

punkte di�erieren� Durch h kann

ein nicht zustandserreichbares Regel�

Relativ in ein �vollst	andig� ausgangserreichbares Ausgangs�Regel�Relativ abgebildet wer�

den und umgekehrt�

Da aber die Ausgangserreichbarkeit nur im Falle Y � Y� erf	ullt werden kann� ist es

sinnvoll� das Ausgangs�Regel�Relativ
�
T � Y��RY� � �� � dt�Y�

�
zu betrachten�

Analog zur Betrachtungsweise bei der Beobachtungsproblematik dynamischer Systeme�

k	onnen noch lokale Begri�e sowohl f	ur den Ausgangs� als auch den Zustandsraum de
niert

werden� Derartige Fragestellungen werden in diesem Bericht jedoch nicht behandelt�
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� Beobachtungsprobleme

Analog zur Theorie kontinuierlicher dynamischer Systeme werden in diesem Abschnitt

Probleme zur Beobachtung des Systemausganges relationentheoretisch erfa�t� Grunds	atz�

lich wird zun	achst zwischen den Begri�en Beobachtbarkeit und Rekonstruierbarkeit unter�

schieden �Lemmen und Jelali ������

Beobachtbarkeit� Die Frage� ob der gegenw	artige Zustand �t�� xA� aus der Kenntnis der

zuk	unftigen Ausgangssignale �t� yA� � t � t� und der zuk	unftigen Eingangssignale

u�t� � t � t� bestimmt werden soll� betri�t das Problem der Beobachtbarkeit�

Rekonstruierbarkeit� Soll aus dem vergangenen Verlauf von u�t� � t � t� und

yA�t� � t � t� der gegenw	artige Zustand �t�� xA� bestimmt werden� sprechen wir

von dem Problem der Rekonstruierbarkeit�

In der urspr	unglichen Fassung in �Kalman u� a� ����� wird die Kenntnis von u�t� nicht

vorausgesetzt� Bereits bei zeitvarianten linearen Systemen mu� streng zwischen Rekon�

struierbarkeit und Beobachtbarkeit unterschieden werden �Ludyk ������ Bei der prak�

tischen Anwendung� d�h� bei der Auslegung eines


Beobachters� �genauer�



Sch	atzer���

handelt es sich immer um eine Rekonstruktion des Zustandes �Schwarz ������ Der Grund�

warum nun f	ur eine derartige Anwendung eine Analyse der Beobachtbarkeit und nicht

der Rekonstruierbarkeit anhand des Proze�modells notwendig ist� erl	autern die folgenden
	Uberlegungen�

Bei der Beobachtbarkeit wird untersucht� ob ein Zustand xA zum Zeitpunkt t� mit Hilfe

von Signalen u�t�"�t� und ��t�"�t�� yA�� �t � ! unterschieden werden kann �Bild �����

�

t� t� "�t
Beobachtbarkeitsanalyse

Bild ���� Beobachtbarkeitsanalyse

Mit Hilfe eines Beobachters wird nun ein Punkt �t�� xA� auch tats	achlich rekonstruiert�

Dieser Zustand xA zum Zeitpunkt t� wird aber aus Signalen �u� yA� zu Zeiten t� " �t

ermittelt� also bez	uglich des Zeitpunktes t� quasi 

beobachtet� �Bild �����

t� t� "�t
Beobachter f	ur x�

�

Bild ���� Zu verwertende Signale eines Beobachters f	ur einen Zustand x�
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��� Ununterscheidbarkeit

Die Grundlage der Erfassung der Beobachtbarkeit und Rekonstruierbarkeit bildet die

Eigenschaft der Ununterscheidbarkeit zweier Zustandspunkte xA� xB � X � Bei dieser Ei�

genschaft eines Ausgangs�Regel�Relativs wird unterstellt� da� die zwei vorgegebenen �un�

terschiedlichen� Anfangszust	ande xA und xB genau denselben Verlauf des Regel�Relativ�

Ausganges erzeugen�

De�nition ��� Ununterscheidbarkeit zweier Punkte

Zwei Punkte A � �tA� xA�� B � �tB� xB� � P mit tA � tB � t� eines Ausgangs�Regel�

Relativs �P�R�� � dt�Y� h� hei�en ununterscheidbar �abk	urzend� Ab�B� genau dann�

wenn �P�R�� � dt�Y� h� f	ur alle Eingangsfunktionen die gleichen Regel�Relativ�Ausg	ange

erzeugt� also wenn gilt

h�xA� � yA � h�xB� � yB �
	

	�R�t��t��

�t�� yA�
h
�t�
t�
�dt

i
Y
� �t�� yB�

h
�t�
t�
�dt

i
Y
� �����

Die Menge aller Punkte B� die bez	uglich eines vorgegebenen Punktes A ununterscheidbar

sind� lassen sich wie folgt zusammenfassen�

De�nition ��� Ununterscheidbarkeitsmenge eines Punktes A

Die Menge aller Punkte� die bez	uglich eines vorgegebenen Punktes A � P ununterscheid�

bar sind� hei�t Ununterscheidbarkeitsmenge bez�uglich A�

Sie ist de
niert als

B�
A ��

n
B � PjAb�B

o
� �����

��� Beobachtbarkeit

�t�� xA�

�t�� x�A�

�t�� y
�
B�

h�t�� xB�

�t�� x�B�

�t�� y�

�t�� y�A�

Bild ���� Beobachtbare Zust	ande x� und x� mit

y � yA � yB

Grundlage f	ur die Beobachtbarkeit

ist die bereits eingef	uhrte Ununter�

scheidbarkeit� Ist ein Punkt �t�� x�

nur von sich selbst ununterscheidbar�

so hei�t das Ausgangs�Regel�Relativ

beobachtbar bei �t�� x��

De�nition ��� Beobachtbarkeit bei

einem Punkt A

Es sei ein Ausgangs�Regel�Relativ

�P�R�� � dt�Y� h� gegeben� Dieses

hei�t dann und nur dann beobachtbar

bei A � �t�� xA� wenn gilt	
B���t��xB ��P�

xB ��xA

� Ab�B �����
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oder 	aquivalent dazu

V
B���t��xB ��P�

xB ��xA

h�xA� � yA � h�xB� � yB

�
W

	�R�t��t��

�t�� yA�
h
�t�
t�
�dt

i
Y
�� �t�� yB�

h
�t�
t�
�dt

i
Y
�

�����

Bei dieser De
nition ist zu beachten� da� nicht jedes Eingangssignal die Anfangszust	ande

unterscheidbar machen mu�� sondern lediglich ein einziges geeignetes�

Auch die Menge der bez	uglich eines vorgegebenen Punktes A � P beobachtbaren Punkte

B � P l	a�t sich zusammenfassen in

De�nition ��� Beobachtbarkeitsmenge bez�uglich eines Punktes A

Die Menge aller Punkte� die bez	uglich eines vorgegebenen Punktes A � P beobachtbar

sind� hei�t Beobachtbarkeitsmenge bez�uglich A�

Sie ist de
niert als

BA ��
n
B � Pj�Ab�B

o
� �����

Hieraus folgt direkt

Korollar ���

Ein Ausgangs�Regel�Relativ ist dann und nur dann beobachtbar bei einem Punkt A � P�

wenn gilt

B�
A � fAg � �����

Die Mengen BA und B�
A sind also disjunkt� wobei gilt�

Korollar ���

Es sei ein Ausgangs�Regel�Relativ �P�R�� � dt�Y� h� sowie die Beobachtbarkeitsmenge

BA und die Ununterscheidbarkeitsmenge B�
A bez	uglich eines Punktes A � P gegeben�

Dann gilt

	
A�P

BA 
B
�
A � � � BA �B

�
A � P� �����

Die bisher vorgestellten Beobachtbarkeitsbegri�e beziehen sich alle auf eine Beobachtbar�

keitseigenschaft bez	uglich eines vorgegebenen Punktes A � P� Das kann nun zu globalen

Eigenschaften erweitert werden�
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De�nition ��� Beobachtbarkeit

Es sei ein Ausgangs�Regel�Relativ �P�R�� � dt�Y� h� gegeben� Dieses hei�t dann und nur

dann beobachtbar� wenn gilt

	
A���t��xA��B���t� �xB ��P�

xB ��xA

� Ab�B �����

oder 	aquivalent dazu

V
A���t��xA��B���t� �xB ��P�

xB ��xA

h�xA� � yA � h�xB� � yB

�
W

	�R�t��t��

�t�� yA�
h
�t�
t�
�dt

i
Y
�� �t�� yB�

h
�t�
t�
�dt

i
Y
�

�����

Somit erweitert sich De
nition ��� zu

De�nition ��	 Beobachtbarkeitsrelation

Die Menge aller Punktepaare� die beobachtbar �voneinander� sind� hei�t Beobachtbarkeits�

relation b� Sie ist de
niert als

b �� f�A�B� � P�PjB � BAg � ����!�

Somit folgt direkt

Korollar ���

Ein Ausgangs�Regel�Relativ �P�R�� � dt�Y� h� ist beobachtbar dann und nur dann� wenn

gilt

	
A�P

BA � Pn fAg � ������

Auch f	ur die Beobachtbarkeit ist eine lokale Betrachtung� also von Umgebungen um den

Anfangszustand m	oglich� Diese Vorgehensweise wird hier aber zun	achst nicht weiter ver�

folgt�

��� Rekonstruierbarkeit

Die De
nitionen und Schlu�folgerungen bez	uglich der Rekonstruierbarkeit sind sehr 	ahn�

lich zu denen der Beobachtbarkeit� Grundlegend unterschiedlich ist jedoch dabei� da�

anstelle des Nachbereiches der 	Uberf	uhrungsrelation ���dt�Y der Vorbereich im Interesse

der Untersuchungen steht� Dementsprechend komplexer sieht nun die formale Fassung

der Begri�e aus�
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De�nition ��� Unrekonstruierbarkeit zweier Punkte

Zwei Punkte A � �tA� xA�� B � �tB� xB� � P mit tA � tB � te eines Ausgangs�Regel�

Relativs �P�R�� � dt�Y� h� hei�en unrekonstruierbar �abk	urzend� Ar�B� genau dann�

wenn �P�R�� � dt�Y� h� f	ur alle Eingangsfunktionen die gleichen Regel�Relativ�Ausg	ange

erzeugt� also wenn gilt

h�xA� � yA � h�xB� � yB �
	

	�R�t��te�

h
�te
t�
�dt

i
Y
�te� yA� �

h
�te
t�
�dt

i
Y
�te� yB�� ������

Daraus ergibt sich nun entsprechend die

De�nition ��� Rekonstruierbarkeit bei einem Punkt A

Es sei ein Ausgangs�Regel�Relativ �P�R�� � dt�Y� h� gegeben� Dieses hei�t dann und nur

dann rekonstruierbar bei A � �te� xA� wenn gilt�

	
B���te�xB ��P�

xB ��xA

� Ar�B ������

oder 	aquivalent dazu

V
B���te�xB ��P�

xB ��xA

h�xA� � yA � h�xB� � yB

�
W

	�R�t��te�

h
�t�
t�
�dt

i
Y
�te� yA� ��

h
�t�
t�
�dt

i
Y
�te� yB��

������

Auch an dieser Stelle ist � wie bei der Beobachtbarkeit in Abschnitt ���� De
nition ��� �

anzumerken� da� nicht f	ur jede beliebige Eingangsfunktion die Rekonstruierbarkeit gege�

ben sein mu�� sondern eben f	ur mindestens eine geeignete Eingangsfunktion�
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	 Zusammenfassung und Ausblick

In diesemBericht werden Ausg	ange eines Regel�Relativs f	ur Regel�Relative �P�R�� � dt�

gem	a� �Arnold ����� eingef	uhrt� Mit Hilfe dieser Erweiterung ist es m	oglich neben sy�

stemtheoretischen Fragestellungen� welche den Zustandsraum betre�en� wie die Erreich�

barkeit und Steuerbarkeit �Lemmen ����� Lemmen und Schleuter ����� nun auch Aus�

sagen in relationenalgebraischen Termini 	uber das zugrundeliegende Systemverhalten im

Ausgangsraum formulieren� Dazu geh	oren zum einen die Ausgangssteuerbarkeit und �

erreichbarkeit� aber auch die zum Bereich der Beobachtungsproblematik z	ahlenden Ei�

genschaften wie Ununterscheidbarkeit� Rekonstruierbarkeit und Beobachtbarkeit�

Gegen	uber herk	ommlichen di�erentialgeometrischen Methoden zeichnen sich diese neuen

Methoden dadurch aus� da� sie zur Beschreibung und Analyse auch solche Systeme zu�

lassen� die nicht stetig oder gar di�erenzierbar sind� Regel�Relative und die vorgestellten

Ausgangs�Regel�Relative k	onnen in diesem Zusammenhang sozusagen als Verallgemeine�

rung der herk	ommlichen Untersuchungsmethoden angesehen werden�

Erweiternd zu den hier vorgestellten Fragen m	ussen nun Entscheidungskriterien f	ur die

hier betrachteten Relativeigenschaften hergeleitet und erweitert werden� um so eine rech�

nerunterst	utzte Analyse von Regel�Relativen bez	uglich der angesprochenen Eigenschaften

erm	oglichen zu k	onnen� Insbesondere mit einem in zuk	unftigen Arbeiten durchzuf	uhren�

den Vergleich mit di�erentialgeometrischen Methoden� sind die in diesem Bericht noch

nicht explizit formulierten lokalen Aspekte der oben angesprochenen Begri�e zu ber	uck�

sichtigen�
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A Regel�Relative 
 De�nition ��

A Regel�Relative � De�nition

De�nition A�� �Arnold �����

Wir sprechen von einem Regel�Relativ �P�R�� � dt� � wenn vorgegeben werden

� als Zeitmenge eine Untergruppe T �"� � R�"��

� eine nicht leere Menge X � deren Elemente Zust�ande hei�en�

� eine nicht leere Menge R von bin	aren Relationen auf der Grundmenge P � T � X �

R � Pot�P�P� mit der Eigenschaft der Zeitorientiertheit

	
L�R

�t�� x��L�t�� x��� t� � t�� �A���

� eine Abbildungsschar � � dt� in der zu jedem Paar t�� t� � T mit t� � t� eine

Abbildung

��t�
t�
� dt� �

�
R�t��t�� �� Pot�P�P�

� ��� ��t�
t�
�dt�

existiert mit� A��t�
t�
��t�dt�B� tA � t� � tB � t� f	ur alle A�B � P

und wenn die folgenden Axiome gelten�

��
	
x�X

�
t��t�

�
	�R�t��t��

�t�� x���
t�
t�
�dt� �� ��

�� �t�� x����
t�
t�
�dt��t�� x�� � �t�� x����

t�
t�
�dt��t�� x

�
�� � x� � x���

�� ��t�

t�
��dt� � ��

t�
t���dt� � ��t�

t�
���

t�


���dt�

f	ur alle t� � t� � t�� �� � R
�t��t�� und alle �� � R

�t��t��#

hierbei werde mit ��

t�


 �� � R�t��t�� die Verkettung von �� und �� in t� bezeichnet�

��
	
L�R

��t�
t�
Ldt� � Ljt�t�� wobei Lj

t�
t�
die gem	a�

�t��� x��Lj
t�
t�
�t��� x�� �� t� � t�� � t� � t�� � �t��� x��L�t

�
�� x�� �A���

erkl	arte Relation ist und ��t�
t�
Ldt� � ��t�

t�
�L dt� zu setzen ist f	ur �L � L auf �t�� t��#

��
	
t��T

	
x�X

�t�� x���
t�
t�
� dt��t�� x� gilt f	ur die leere Abbildung � � R

�t��t���

� Dabei setzen wir A � �tA� xA�� B � �tB� xB��


