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� Einleitung

Um den Wirkungsgrad eines Roboters bez	uglich Nutzlast und Eigengewicht zu verbessern�

k	onnen Roboter in Leichtbauweise gebaut werden� Das f	uhrt zu strukturellen Elastizit	aten

des Robotersystems� die in manchen F	allen� z� B� bei Putzrobotern� auch erw	unscht

sind� Da die Elastizit	aten des Robotersystems gro�en Ein
u� auf dessen Dynamik haben�

m	ussen sie bei der Modellbildung ber	ucksichtigt werden�

In der Literatur wird momentan eine Vielzahl von Berichten zum Thema Modellbil�

dung elastischer Roboter ver	o�entlicht �Ackermann ����� Bai ����� Bernzen u� a� �����

Book ����� De Luca und Siciliano ����� Hiller ����� Yurkovich und Tzes ����� Tzes und

Yurkovich ������ Davon gibt es aber nur verh	altnism	a�ig wenige Beitr	age zum The�

menbereich experimenteller Modellbildung durch Parameteridenti�kation �Yurkovich und

Tzes ����� Tzes und Yurkovich ����� und numerischer Modellbildung mit Hilfe von Pro�

grammsystemen zur Simulation �Bernzen u� a� ����� Hiller ������ Die meisten Arbeiten

behandeln die analytische Modellbildung elastischer Roboter�

Durch Unterteilung der einzelnen K	orper in endliche Abschnitte� die mit geeigneten

Federkr	aften und �momenten miteinander verbunden sind� hat Ackermann ������ das

Modellbildungsverfahren f	ur starre Roboter direkt auf Systeme mit elastischen K	orpern

	ubertragen� Ein solches Vorgehen w	are als verallgemeinertes
�
diskretes Massenmodell�

�
�
lumped mass model�� zu verstehen� Verallgemeinert deswegen� da die Tr	agheitseigen�

schaften der Einzelbauteile mit in die Betrachtung eingehen� Auf diese Weise wird das

elastische Mehrk	orpersystem �MKS� vollst	andig als starres Mehrk	orpersystem abgebildet�

Derartige Methoden� von denen in den sechziger Jahren vor allem f	ur Raumfahrtanwen�

dungen h	au�g Gebrauch gemacht wurde� haben sich jedoch kaum bew	ahrt� Der Grund ist

zum einen� da� im allgemeinen eine gro�e Zahl von Freiheitsgraden ber	ucksichtigt werden

mu�� dagegen sind z� B� bei Balkensystemen die Balkendynamik durch Bernoulli bekannt

und daher werden wenige Variablen ben	otigt� Zum anderen wird die Balkendynamik oh�

nedies ben	otigt� um die Federparameter zu bestimmen� Es gibt jedoch kritische F	alle� bei

denen die Parameterzuordnung nicht eindeutig ist�

Da die Geometrie der betrachteten elastischen Roboter einfache Berechnungen zul	a�t�

werden die elastischen Arme h	au�g als Ganzes betrachtet� Die Arbeiten zu diesen The�

menbereichen unterscheiden sich in den folgenden Themengebieten� Beschreibung der ki�

nematischen Gr	o�en� Diskretisierungsverfahren� Methode zur Aufstellung der Bewegungs�

gleichung� In den Arbeiten von Book ������ und De Luca und Siciliano ������ wird die

elastische Deformation in einem k	orperfesten Koordinatensystem de�niert� Der Ursprung

des Koordinatensystems liegt am eingespannten Ende im Schwerpunkt des Querschnitts

be�ndet und dessen x�Achse in Richtung der L	angsachse des unverformten Balkens weist�

In diesem Fall haben die kinematischen Gr	o�en physikalische Bedeutung� Das resultieren�

de Modell ist aber kompliziert� Zur Verringerung der Kompliziertheit des Modells werden
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verschiedene k	orperfeste Koordinatensysteme de�niert� In Sunada und Dubowsky ������

und Gawronski u� a� ������ wird das k	orperfeste Koordinatensystem des entsprechenden

starren Roboters ausgew	ahlt� Chang und Hamilton ������ und Giovagnoni ������ haben

das k	orperfeste Koordinatensystem als das eines 	aquivalent starren Roboters �Equivalent

Rigid Link System� de�niert� Die x�Achse des von Benati und Morro ������ de�nierten

k	orperfesten Koordinatensystems weist in Richtung der Gerade durch die zwei R	ander

�virtual rigid link�� Au�erdem haben Benati und Morro ������ die starre Bewegung

direkt im Inertialkoordinatensystem de�niert� In Simo und Vu�Quoc ������ wird die ela�

stische Deformation direkt im Inertialkoordinatensystem de�niert� Der Ursprung des von

Baruh und Tadikonda ������ de�nierten k	orperfesten Koordinatensystems be�ndet sich

im Schwerpunkt des Arms�

Der Gestaltung entsprechend kann ein elastischer Arm als Euler�Bernoulli�Balken oh�

ne oder mit L	angsdehnung �De Luca und Siciliano ����� Fraser und Daniel ����� Choura

u� a� ������ als Rayleigh�Bernoulli�Balken �Choura u� a� ����� oder als Timoshenko�Balken

�Naganathan und Soni ����� betrachtet werden� F	ur kleine elastische Verformungen

gen	ugt die lineare elastische Theorie �Book ����� Cannon und Schmitz ����� De Luca

und Siciliano ����� Fraser und Daniel ����� Choura u� a� ������ Zur Modellierung elasti�

scher Roboter mit einer gro�en Auslenkung soll aber die nichtlineare elastische Theorie

verwendet werden �Hu und Ulsoy ����� Kane u� a� ����� Simo und Vu�Quoc ������

Zur Diskretisierung der elastischen Auslenkung wird die Modalanalyse�Methode �Barbieri

und 	Ozg	uner ����� Fraser und Daniel ������ das Ritz�Verfahren �De Luca und Siciliano

����� Fraser und Daniel ������ das Galerkinsche Verfahren �Barbieri und 	Ozg	uner ������

die Finite�Element�Methode �Jonker ����� Naganathan und Soni ����� und die Kan�

torovich�sche Methode �Benati und Morro ����� verwendet� Das dynamische Modell

eines elastischen Roboters kann beispielsweise mit Hilfe des Hamiltonprinzips �Barbieri

und 	Ozg	uner ����� Benati und Morro ������ des Lagrange�Verfahrens �De Luca und

Siciliano ������ der Newton�Euler�Methode �Fukuda ����� Sakawa u� a� ����� oder der

Kane�schen Gleichung �Kane u� a� ����� aufgestellt werden�

Trotz der umfangreichen Arbeiten werden nur wenige Modelle mehrachsiger elastischer

Roboter in der Literatur explizit angegeben� De Luca und Siciliano ������ und Bai ������

haben zwei explizite dynamische Modelle f	ur einen zweiachsigen elastischen Roboter an�

gegeben� Bei der Herleitung ihrer Modelle haben sie die Eigenfunktionen eines nicht

rotierenden� einseitig fest eingespannten elastischen Balkens� an dessem Ende eine Nutz�

last befestigt ist� als Ansatzfunktionen gew	ahlt� Die Masse und das Tr	agheitsmoment der

Nutzlast stehen nicht nur explizit in dem Modell� sondern haben auch implizit Ein
u� auf

die Dynamik durch die Ansatzfunktionen� Deshalb sind ihre Modelle nicht f	ur den robu�

sten Reglerentwurf geeignet� In der vorliegenden Arbeit wird die Modellbildung f	ur einen

ein� und zweiachsigen elastischen Roboter zun	achst ausf	uhrlich dargestellt� da diese Ro�
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boter sp	ater als Beispiel verwendet werden� Bei der Herleitung der Modelle werden auch

die Eigenfunktionen eines nicht rotierenden� einseitig fest eingespannten elastischen Bal�

kens� an dessem Ende eine Nutzlast befestigt ist� als Ansatzfunktionen gew	ahlt� Diesmal

werden aber nur die nominalen Werte der Masse und des Tr	agheitsmoments der Nutzlast

verwendet� Anschlie�end wird die Eigenschaft der Polstellen des linearisierten Modells

elastischer Roboter anhand mehrerer Beispiele analysiert� Mit einer Zusammenfassung

und einem Ausblick auf Ziele zuk	unftiger Forschungen schlie�t der Bericht ab�
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� Modellbildung eines einachsigen Roboters

Ein einfaches Beispiel f	ur einen elastischen Roboter ist� der in Bild ��� skizzierte� einachsi�

ge Roboter� Der homogene elastische Arm bewegt sich in der horizontalen Ebene� �EI���

�� und l� bezeichnen die konstanten Werte von Biegestei�gkeit� Masse pro L	angeneinheit

und L	ange des Arms� Jh� ist das Tr	agheitsmoment der Radnabe� ���t� das Moment des

Gelenks� Die Masse und das Tr	agheitsmoment der Nutzlast werden mit mp und Jp dar�

gestellt� Als Koordinatensysteme bieten sich das Inertialkoordinatensystem �O�� �X�
�Y� und

X0

Y0

X1

Y1

^

θ1(t)

w1(x1,t)

O0,O1
^

mp, Jp

^

Bild �
�� Einachsiger elastischer Roboter

das k	orperfeste Koordinatensystem O��X�Y� an� Durch die orthogonale Transformations�

matrix

T s� �

�
cos����t�� � sin����t��

sin����t�� cos����t��

�
�����

ist das k	orperfeste Koordinatensystem mit dem Inertialkoordinatensystem verkn	upft� da�

bei ist ���t� der Gelenkwinkel�

Unter der Annahme� da� die Verformung des elastischen Arms nur durch reine Biegung

w��x�� t� hervorgerufen wird� die sich in der horizontalen Ebene be�ndet und es sich bei

dem Arm um einen Euler�Bernoulli�Balken handelt� l	a�t sich der Ortsvektor p��x�� t� ei�

nes Punktes des Armes an der Stelle x� zum Zeitpunkt t mit Hilfe dieser orthogonalen

Transformationsmatrix als

p��x�� t� � T s�

�
x�

w��x�� t�

�
�����
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im Inertialkoordinatensystem darstellen� Daraus folgt die Geschwindigkeit


p��x�� t� �

�
�x� sin ���t� 
���t�� w��x�� t� cos ���t� 
���t� � 
w��x�� t� sin ���t�

x� cos ���t� 
���t�� w��x�� t� sin ���t� 
���t� � 
w��x�� t� cos ���t�

�

 �����

Mit
�


� und
�

�

� werden die Di�erentiation nach t und x� jeweils bezeichnet� Die gesamte

kinetische Energie Ek und die potentielle Energie Ep werden berechnet zu

Ek �
�

�
Jh� 
����t� �

�

�

Z l�

�

�� 
pT� �x�� t� 
p��x�� t�dx� �
�

�
mp 
pT� �l�� t� 
p��l�� t�

�
�

�
Jp

h

���t� � 
w

�

��l�� t�
i�
� �����

Ep �
�

�
�EI��

Z l�

�

w
��

� �x�� t�dx�
 �����

Unter Verwendung des Ritz�schen Ansatzes gilt hierbei �Barbieri und 	Ozg	uner ������

w��x�� t� �
�X

j��

��j�x����j�t�� �����

wobei ��j�x��� j � �� � die gegebene Ansatzfunktionen und ��j�t�� j � �� � die ver�

allgemeinerten elastischen Koordinaten sind� Hier werden nur zwei Ansatzfunktionen

ber	ucksichtigt� Als Ansatzfuntionen werden die Eigenfunktionen eines nicht rotierenden�

einseitig fest eingespannten Balkens� an dessem Ende eine Nutzlast befestigt ist� gew	ahlt�

Diese sind

��j�x�� � d�j fcosh���jx��� cos���jx��� c�j �sinh���jx��� sin���jx�� g

�� d�j��j��x��� j � �� ��

d�j �

vuut ��l�Z l�

�

���
�
�j��x��dx� � ML��

�
�j��l�� � JL�

h
�

�

�j��l��
i� �

c�j �
�cos���jl�� � cosh���jl�� �

JL��
�
�j

��
�sin���jl�� � sinh���jl�� 

�sin���jl�� � sinh���jl�� �
JL��

�
�j

��
�� cos���jl�� � cosh���jl�� 

�

�����

mit den Werten f	ur ��j� die sich aus der charakteristischen Gleichung�
� �

ML�JL��
�
�j

���

�
�

�
��

ML�JL��
�
�j

���

�
cos���jl�� cosh���jl��

�
�
ML� � JL��

�
�j

� ��j
��

sin���jl�� cosh���jl��

�
�
ML� � JL��

�
�j

� ��j
��

cos���jl�� sinh���jl�� � � �����
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ergeben� Da die tats	achlichen Werte der Masse und des Tr	agheitsmoments der Nutz�

last im allgemeinen im voraus unbekannt oder ver	anderlich w	ahrend der Durchf	uhrung

einer Handhabungsaufgabe sind� werden deren nominalen Werte� die mit ML� und JL�
bezeichnet werden� hierbei verwendet� F	ur die Ansatzfunktionen gelten die Orthogona�

lit	atsbeziehungen �Fraser und Daniel ������Z l�

�

����j�x����k�x��dx� � ML���j�l����k�l�� � JL��
�

�j�l���
�

�k�l�� � ��l��jk� �����

Z l�

�

�EI���
��

�j�x���
��

�k�x��dx� � ��l��
�
�j�jk� j� k � �� �
 ������

Hierbei ist �jk das Kronecker�Symbol� Mit ��j werden die Eigenkreisfrequenzen der j�ten

Eigenschwingung bezeichnet und es gilt

��j �

s
EI�
��

���j
 ������

Mit L � Ek�Ep ergeben sich die Lagrange�Gleichungen �� Art f	ur den elastischen Roboter

zu

d
dt

�
	L

	 
���t�

�
� 	L

	���t�
� ���t��

d
dt

�
	L

	 
��j�t�

�
� 	L

	��j�t�
� �� j � �� �


������

Aus dem Einsetzen von ����� bis ����� in ������ und durch Verwendung der Gl� ������

folgen die Bewegungsgleichungen

M�������t�� ����t��	���t� �
�P

j��

M�j
	��j�t�

� h������t�� ����t�� 
���t�� 
����t�� 
����t�� � ���t��

Mi�
	��t� �

�P
j��

Mij
	��j�t� � hi�����t�� ����t�� 
���t�� � kii�ii�t� � �� i � �� �

������

mit

M�������t�� ����t�� � Jh� �
�

�
��l

�
� � mpl

�
� � Jp �

�X
i��

	
�X

j��

z�ij��j�t�



��i�t�

�mp

	
�X

i��

��i�l����i�t�


�
� ������

M�i � w�i � mpl���i�l�� � Jp�
�

�i�l��� i � �� �� ������

Mij � z�ij � mp��i�l����j�l�� � Jp�
�

�i�l���
�

�j�l��� i� j � �� � ������

Mij � Mji� i � �� �! j � �� �� � � � � i� �� ������
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h������t�� ����t�� 
���t�� 
����t�� 
����t�� � �

�
�X

i��

	
�X

j��

z�ij��j�t�




��i�t�

�mp

	
�X

i��

��i�l����i�t�


	
�X

i��

��i�l�� 
��i�t�


�

���t�� ������

hi�����t�� ����t�� 
���t�� � �
�X

j��

�z�ij � mp��i�l����j�l�� ��j�t� 
����t�� i � �� �� ������

kii � ��l��
�
�i� i � �� �� ������

w�i � ��

Z l�

�

x���i�x��dx�� i � �� �� ������

z�ij � ��

Z l�

�

��i�x����j�x��dx�� i� j � �� �
 ������
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� Modellbildung eines zweiachsigen elastischen

Roboters

Bild ��� skizziert den schematischen Aufbau eines Roboters� der aus zwei sich in einer ho�

rizontalen Ebene bewegenden homogenen elastischen Armen besteht� Die Arme sind so

gestaltet� da� die Verformung des i�ten elastischen Arms nur durch reine Biegung wi�xi� t�

X0

Y0

X1

Y 1

^

^

X
1^

Y 1^

X 2

Y 2

θ1(t)

w1(x1,t)

θ 2
( t)

w 2(x 2,t
)

O0,O1
^

O 1
,O 2^

Bild �
�� Zweiachsiger elastischer Roboter

hervorgerufen wird� die sich in der horizontalen Ebene be�ndet und es sich bei den Armen

um Euler�Bernoulli�Balken handelt� Die physikalischen Parameter des Roboters stellen

sich wie folgt dar�
li L	ange des i�ten Armes�

�i Masse pro L	angeneinheit des i�ten Arms�

�EI�i Biegestei�gkeit des i�ten Arms�

mhi Masse der i�ten Radnabe�

Jhi Tr	agheitsmoment der i�ten Radnabe�

mp Masse der Nutzlast�

Jp Tr	agheitsmoment der Nutzlast�
Zur Bestimmung der Lage des Roboters werden die folgenden Koordinatensysteme ein�

gef	uhrt�

� das Inertialkoordinatensystem �O�� �X�
�Y��

� die k	orperfesten Koordinatensysteme Oi�XiYi �i � �� ���

� das mit dem ersten Armende verbundene Koordinatensystem �O�� �X�
�Y��
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Die Koordinatensysteme Oi�XiYi �i � �� �� sind durch die orthogonale Transformations�

matrix

T si �

�
cos��i�t�� � sin��i�t��

sin��i�t�� cos��i�t��

�
�����

mit �Oi��� �Xi��
�Yi�� verkn	upft� Dabei ist �i�t� der i�te Gelenkwinkel� Unter der Annahme�

da� die elastischen Verformungen klein sind� erfolgt der 	Ubergang von dem Koordinaten�

system �O�� �X�
�Y� ins O��X�Y� mittels

T e� �

�
� �w

�

��l�� t�

w
�

��l�� t� �

�

 �����

Mit Hilfe dieser Transformationsmatrizen l	a�t sich der Ortsvektor p��x�� t� eines Punktes

des ersten Armes an der Stelle x� zum Zeitpunkt t im Inertialkoordinatensystem wie folgt

darstellen�

p��x�� t� � T s�

�
x�

w��x�� t�

�

 �����

Der Ortsvektor p��x�� t� eines Punktes des zweiten Armes an der Stelle x� zum Zeitpunkt

t im Inertialkoordinatensystem lautet

p��x�� t� � T s�


�
l�

w��l�� t�

�
� T e�T s�

�
x�

w��x�� t�

��

 �����

Die gesamte kinetische Energie Ek und die potentielle Energie Ep werden zu

Ek �
�

�
Jh� 
����t� �

�

�

Z l�

�

�� 
pT� �x�� t� 
p��x�� t�dx� �
�

�
mh� 
pT� �l�� t� 
p��l�� t�

�
�

�
Jh�

h

���t� � 
w

�

��l�� t� � 
���t�
i�

�
�

�

Z l�

�

�� 
pT� �x�� t� 
p��x�� t�dx�

�
�

�
mp 
pT� �l�� t� 
p��l�� t� �

�

�
Jp

h

���t� � 
w

�

��l�� t� � 
���t� � 
w
�

��l�� t�
i�

�����

und

Ep �
�

�
�EI��

Z l�

�

w
��

� �x�� t�dx� �
�

�
�EI��

Z l�

�

w
��

� �x�� t�dx� �����

berechnet� Nach dem Ritz�Ansatz k	onnen die elastischen Auslenkungen wi�xi� t� �i � �� ��

diskretisiert werden �Barbieri und 	Ozg	uner ������

wi�xi� t� �
�X

j��

�ij�xi��ij�t�� i � �� �� �����

wobei �ij�xi�� �i� j � �� �� die gegebenen Ansatzfunktionen und �ij�t� die verallgemei�

nerten elastischen Koordinaten sind� Hier werden nur zwei Ansatzfunktionen f	ur jeden

Arm ber	ucksichtigt� Als Ansatzfuntionen werden die mit den Gl� ����������� dargestellten
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Eigenfunktionen eines nicht rotierenden� einseitig fest eingespannten Balkens� an des�

sem Ende eine Nutzlast mit der Masse MLi und dem Tr	agheitsmoment JLi befestigt ist�

gew	ahlt�

Die Di�erentialgleichungen des elastischen Handhabungssystems werden nun mit Hilfe

der Gl� ������ ermittelt� Die resultierenden Bewegungsgleichungen werden in Matrixform

dargestellt

M�q�t��	q�t� � h�q�t�� 
q�t�� �Keq�t� � Q� �t�
 �����

Dabei ist q�t� � ����t�� ���t�� ����t�� ����t�� ����t�� ����t� 
T der Vektor der verallgemeinerten

starren und elastischen Koordinaten� M�q�t�� � �Mij�q�t��� i� j � �� �� � � � � � die positiv

de�nite� symmetrische Tr	agheitsmatrix� h�q�t�� 
q�t�� � �h��q�t�� 
q�t��� h��q�t�� 
q�t��� � � ��

h��q�t�� 
q�t�� T der Vektor der Coriolis� und Zentrifugalkr	afte� Ke � diagf�� �� ke��� ke�� �

ke��� ke��g die Stei�gkeitsmatrix� Q � �I���� ���� 
T die Eingangsbelegungsmatrix und

� �t� � ����t�� ���t� 
T der Gelenkmomentvektor�

Die Matrizen M�q�t��� Ke und der Vektor h�q�t�� 
q�t�� wurden mit Hilfe des Programm�

systems Maple
� einem Computer Algebra System �Char u� a� ������ berechnet und

sind im Anhang A angegeben�
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� Analyse von Eigenwerten elastischer

Robotersysteme

Betrachtet wird ein elastischer Roboter� der aus n elastischen Armsegmenten besteht� die

miteinander durch rotatorische Gelenke in Reihe verbunden werden� Wir beschr	anken uns

auf einen sich nur in der horizontalen Ebene bewegenden Roboter� Das Moment des i�ten

Gelenks wird mit �i�t��i � �� �� � � � � n� bezeichnet� Unter den vereinfachenden Annahmen�

da��

� die Verformung jedes elastischen Arms nur durch reine Biegung hervorgerufen wird�

die in einer horizontalen Ebene ist und es sich bei den Armen um Euler�Bernoulli�

Balken handelt�

� die Deformation jedes elastischen Arms nach dem Ritzansatz beschrieben werden

kann� wobei als Ansatzfunktionen die ersten m Eigenfunktionen eines nicht rotie�

renden� einseitig fest eingespannten Balkens angesetzt werden�

� die Coulomb�sche und viskose Reibung in den Gelenken sowie die Strukturd	ampfung

des Arms vernachl	assigbar sind�

stellen sich die Bewegungsgleichungen dieses Roboters mit Hilfe des Lagrange�Verfahrens

zweiter Art auch in der Form von Gl� ����� dar �De Luca und Siciliano ����� Siciliano und

Book ������ In diesem Fall sind aber die Matrix Q sowie die Vektoren q�t� und � �t� neu

wie folgt de�niert�

Q � �In�n� �n�mn T �

q�t� � ����t�� ���t�� � � � � �n�t�� ����t�� ����t�� � � � � ��m�t�� ����t��

����t�� � � � � ��m�t�� � � � � �n��t�� �n��t�� � � � � �nm�t� T �

� �t� � ����t�� ���t�� � � � � �n�t� T 


�����

Dabei sind �i�t� �i � �� �� � � � � n� die Gelenkwinkel und �ij�t��i � �� �� � � � � n� j � �� �� � � � � m�

sind die j�ten elastischen Koordinaten des i�ten Armes� Die Dimension von M�q�t��� Ke

sowie h�q�t�� 
q�t�� ergeben sich zu �m���n��m���n� �m���n��m���n und �m���n�

Gleichung ����� ist stark nichtlinear� Um die Eigenwerte dieses Systems zu ermitteln� wird

zuerst das nichtlineare Systemmodell um den Arbeitspunkt q�t� � q�� 
q�t� � 	q�t� � �

und � �t� � � linearisiert� Dies geschieht durch eine Taylorreihenentwicklung mit Abbruch

nach dem ersten Glied des Systems ������ die folgendes Ergebnis liefert �Wang ������

M�q��� 	q�t� �Ke � q�t� � Qu�t�� �����

mit

�q�t� � q�t� � q��

u�t� � � �t�

�����
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Das System aus Gl� ����� wird nun in Zustandsraumdarstellung 	uberf	uhrt� Der Zustands�

vektor x�t� des Systems wird aus �q�t� und seiner ersten zeitlichen Ableitung � 
q�t�

gebildet�

x�t� �

�
x��t�

x��t�

�
�

�
�q�t�

� 
q�t�

�
� xi � R

n	m
���i � �� ��
 �����

Aus ����� und ����� folgt


x��t� � x��t��


x��t� � Ax��t� �Bu�t�
�����

mit

A � � �M�q�� 
��
Ke�

B � �M �q�� 
��
Q


�����

Die Eigenwerte f�kij� i � �� �� � � � � n! j � �� �� � � � � m! k � �� �g des Systems lassen sich aus

der charakteristischen Gleichung ermitteln�

p��kij� � det

�
�kijI�	m
��n��	m
��n �

���� O	m
��n�	m
��n I	m
��n�	m
��n

A �	m
��n�	m
��n

����
�

 �����

Anhand mehrerer Beispiele verdeutlichen wir nun die Eigenschaften der Eigenwerte ela�

stischer Robotersysteme�

Beispiel �
 Betrachtet wird der Canadarm �Zaad und Khorasani ������ Unter der

Annahme� da� das �� und �� Gelenk in Strecklage festgehalten werden� kann der Cana�

darm als Beispiel f	ur einen einachsigen elastischen Roboterarm �n � �� betrachtet werden�

Nach Zaad und Khorasani ������ wird m zu � gesetzt und die Matrizen sowie Vektoren

in Gl� ����� lassen sich wie folgt darstellen�

M�q�t�� �

�
� ������ � ����� ������t�� ����t��

� ����� ������

����� ����� � ������ �

������ ������ � �����

�
� � �����

h�q�t�� 
q�t�� �

�
� ����� � 
���t������t�� ����t��� 
��� � 
����t��

������ � 
����t������t�� ����t��

����� � 
����t������t� � ����t��

�
� � �����

Ke �

�
� � � �

� ������ �

� � �������

�
� � ������

Q �
�

��� � � �
�T


 ������
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Mit q� � ��� �� � T berechnen sich die Eigenwerte des linearisierten Modells zu �k�� � f�� �g�

�k�� � ���� ����j� �k�� � ����� ����j �k � �� ���

Beispiel �
 Betrachtet wird das im Abschnitt � angegebene Modell eines einachsigen

Roboters� Die physikalischen Parameter des Roboters ergeben sich nach De Luca und

Siciliano ������ zu�

l� � ��� m�

�� � � kg�m�

�EI�� � �� N�m��

Jh� � ��� kg�m��

mp � ��� kg�

Jp � ������ kg�m��

Mit ML� � �� JL� � � und q� � ��� �� � T berechnen sich die Eigenwerte des Systems Gl�

������������� zu �k�� � f�� �g� �k�� � ���� ����j� �k�� � ����� ����j �k � �� ���

Beispiel �
 Betrachtet wird wieder das im Abschnitt � angegebene Modell eines ein�

achsigen Roboters� In diesem Fall werden aber die Parameter des im Fachgebiet Me���

Steuer� und Regelungstechnik der Gerhard�Mercator�Universit	at�GH�Duisburg aufgebau�

ten Roboters verwendet� die wie folgt ermittelt wurde�

l� � ���� m�

�� � ����� kg�m�

�EI�� � ������ N�m��

Jh� � ���� kg�m��

mp � � kg�

Jp � � kg�m��

Mit ML� � �� JL� � � und q� � ��� �� � T berechnen sich die Eigenwerte des Systems Gl�

������������� zu �k�� � f�� �g� �k�� � ���� ����j� �k�� � ����� ����j �k � �� ���

Beispiel �
 Betrachtet wird das von De Luca und Siciliano ������ vorgestellte Modell des

im Abschnitt � dargestellten zweiachsigen Roboters� Die Belegung der Systemmatrizen in

Gl� ����� sind in De Luca und Siciliano ������ im einzelnen angegeben� Die physikalischen

Parameter des Roboters ergeben sich nach De Luca und Siciliano ������ zu�
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l� � l� � ��� m�

�� � �� � ��� kg�m�

�EI�� � �EI�� � � N�m��

mh� � mh� � � kg�

Jh� � Jh� � ��� kg�m��

mp � ��� kg�

Jp � ������ kg�m��

Mit q� � ��� �� �� �� �� � T berechnen sich die Eigenwerte des resultierenden linearen Modells

zu �ki� � f�� �� �� �g � �ki� � f��� ����j����� ����jg � �ki� � f����� ����j������ ����jg

�i� k � �� ���

Beispiel �
 Betrachtet wird der im Abschnitt � dargestellte zweiachsige Roboter� Die

physikalischen Parameter des Roboters ergeben sich nach De Luca und Siciliano ������ zu�

l� � l� � ��� m�

�� � �� � ��� kg�m�

�EI�� � �EI�� � �� N�m��

mh� � mh� � � kg�

Jh� � Jh� � ��� kg�m��

mp � ��� kg�

Jp � ������ kg�m��

Mit ML� � mh� � ��l� � mp� ML� � mp� JL� � Jh� � �
���l

�
� � mpl

�
� � Jp� JL� � Jp und

q� � ��� �� �� �� �� � T berechnen sich die Eigenwerte des Systems zu �ki� � f�� �� �� �g � �ki� �

f���� ����j����� ����jg � �ki� � f����� ����j������ ����jg �i� k � �� ��


Die Resultate der vorausgegangenen Beispiele legen das folgende Ergebnis nahe� Es gilt f	ur

viele Roboter mit elastischen homogenen Armen� da� die Eigenwerte des Systems Nullen

und rein imagin	aren Zahlen sind� Nach dem Betrag ihres Imagin	arteils k	onnen die Eigen�

werte in die folgenden m � � Gruppen eingeteilt werden� f�ki�� i � �� �� � � � � n! k � �� �g�

f�ki�� i � �� �� � � � � n! k � �� �g� � � �� f�kim� i � �� �� � � � � n! k � �� �g� Die Betr	age der

Imagin	arteile der verschiedenen Eigenwerte innerhalb einer Gruppe haben die gleiche

Gr	o�enordnung� Also�

�k�i�j

�k�i�j
� O���� i�� i� � �� �� � � � � n! k�� k� � �� �! j � �� �� � � � � m
 ������

Dabei hei�t O��� von der Ordnung
�
gro� O�� Dagegen unterscheiden sich die Betr	age der

Imagin	arteile der Eigenwerte von verschiedenen Gruppen stark� Diese Gruppen sind so

angeordnet� da�

�k�i�j

�k�
i�	j
��

� o���� i�� i� � �� �� � � � � n! k�� k� � �� �! j � �� �� � � � � m� �
 ������
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o��� bezeichnet die Ordnung
�
klein o��

Weil die Imagin	arteile dieser Eigenwerte zust	andig f	ur die Schwingungsfrequenz des Sy�

stems ����� sind� erkennen wir aus Chow u� a� ������� da� das System ����� mittels der

Singular�Perturbation�Methode behandelt werden kann� Es handelt sich bei dem System

����� um ein System mit m � ��Zeitskalen �Ladde und Siljak ������
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� Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wird zuerst eine 	Ubersicht 	uber die Modellbildung elastischer

Roboter gegeben� Dann wird die Modellbildung f	ur einen ein� und zweiachsigen elasti�

schen Roboter dargestellt� Die Masse und das Tr	agheitsmoment der Nutzlast stehen nur

explizit in den resultierenden Modellen� sie haben keinen impliziten Ein
u� auf die Dyna�

mik� Deshalb sind diese Modelle f	ur den Robustreglerentwurf geeignet� Au�erdem werden

nicht nur die linearen� sondern auch die nichtlinearen Glieder 	uber die verallgemeinerten

elastischen Koordinaten in den entwickelten Modellen beibehalten� Darauf basierend wird

durch numerische Analyse der Eigenwerte mehrerer Beispiele verdeutlicht� da� ein elasti�

sches Robotersystem ein System mit Multizeitskalen ist�

Der Reglerentwurf f	ur elastische Roboter mit Hilfe dieser Multizeitskalen�Eigenschaft kann

Gegenstand zuk	unftiger Forschung sein�

Der Verfasser dankt dem DAAD f	ur seine Unterst	utzung�
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A Elemente des Modells eines zweiachsigen

elastischen Roboters

Die Elemente der Matrix M�q�t�� vom Modell ����� ergeben sich zu�

M�� � m��� � m���c� � �m���t� � m���t��s� �

M�� � m��� � m���c� � �m���t� � m���t��s� �

M�� � m��� � m���c� � �m���t� � m�������s� �

M�� � m��� � m���c� � �m���t� � m�������s� �

M�� � m��� � m���c� � m���t�s� �

M�� � m��� � m���c� � m���t�s� �

M�� � m��� �

M�� � m��� � m���c� � �m���t� � m���w
�

�e�s� �

M�� � m��� � m���c� � �m���t� � m���w
�

�e�s� �

M�� � m��� �

M�� � m��� �

M�� � m��� � m���c� � m���t�s� �

M�� � m��� � m���c� � m���t�s� �

M�� � m��� � m���c� � m���w
�

�es� �

M�� � m��� � m���c� � m���w
�

�es� �

M�� � m��� � m���c� � m���t�s� �

M�� � m��� � m���c� � m���w
�

�es� �

M�� � m��� � m���c� � m���w
�

�es� �

M�� � m��� �

M�� � m��� �

M�� � m���

mit

m��� � Jh� � Jh� � Jp � Jo� � z����
�
�� � �z��������� � z����

�
��

� �mh� � m� � mp�
�
l�� � w�

�e

�
�
�
Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

�� �
� � w

��
�e

�
�

m��� � � �m�d� � mpl��
�
l� � w�ew

�

�e

�
� �t�t� �

m��� � � �m�d� � mpl�� �

m��� � ��
�
l� � w�ew

�

�e

�
�



A Elemente des Modells eines zweiachsigen elastischen Roboters ��

m��� � Jh� � Jp �
�
Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp�l

�
� � w�

�e�
�

�� � w
��
�e� �

m��� � �m�d� � mpl��
�
l� � w�ew

�

�e

�
� t�t� �

m��� � m�d� � mpl� �

m��� � �
�
l� � w�ew

�

�e

�
�

m��� � w�� � �mh� � m� � mp� l�����e � �Jh� � Jp��
�

���e

�
�
Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

��
�

�

���e �

m��� � �m�d� � mpl��
�
����e � l��

�

���e

�
�
�
�����e�

�

���e � �
�

���e����e

�
t���� �

m��� � �
�
����e � l��

�

���e

�
�

m��� � �m�d� � mpl��
�
�����e�

�

���e � �
�

���e����e

�
�

m��� � w�� � �mh� � m� � mp� l�����e � �Jh� � Jp��
�

���e

�
�
Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

��
�

�

���e �

m��� � �m�d� � mpl��
�
����e � l��

�

���e

�
�
�
����e�

�

���e � �
�

���e����e

�
t���� �

m��� � �
�
����e � l��

�

���e

�
�

m��� � �m�d� � mpl��
�
����e�

�

���e � �
�

���e����e

�

m��� � Jp�
�

���e � �w�� � mpl�����e�
�

� � w
��
�e

�
�

m��� � t��

�
l� � w�ew

�

�e

�
�

m��� � t�� �

m��� � Jp�
�

���e � �w�� � mpl�����e�
�

� � w
��
�e

�
�

m��� � t��
�
l� � w�ew

�

�e

�
�

m��� � t�� �

m��� �
�
Jh� � Jp � Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp�l

�
� � w�

�e�
�

�� � w
��
�e� �

m��� �
�
Jh� � Jp � Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

��
�

�

���e �

m��� �
h
�m�d� � mpl��� w

�

�et�

i
����e �

m��� � �����e �

m��� � � �m�d� � mpl������e �



A Elemente des Modells eines zweiachsigen elastischen Roboters ��

m��� �
�
Jh� � Jp � Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

��
�

�

���e �

m��� �
h
�m�d� � mpl��� w

�

�et�

i
����e �

m��� � �����e �

m��� � � �m�d� � mpl������e �

m��� � Jp�
�

���e � �w�� � mpl�����e�
�

� � w
��
�e

�
�

m��� � Jp�
�

���e � �w�� � mpl�����e�
�

� � w
��
�e

�
�

m��� � z��� � �mh� � m� � mp��
�
���e � �Jh� � Jp��

��
���e

�
�
Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

��
�

��
���e �

m��� � ��m�d� � mpl������e�
�

���e �

m��� � ������e�
�

���e �

m��� � z��� � �mh� � m� � mp�����e����e � �Jh� � Jp��
�

���e�
�

���e

�
�
Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

��
�

�

���e�
�

���e �

m��� � �m�d� � mpl��
�
����e�

�

���e � �
�

���e����e

�
�

m��� � �
�
����e�

�

���e � �
�

���e����e
�

�

m��� �
h�

w�� � mpl�����e � Jp�
�

���e

�
� �z������ � z������ � mp����ew�e�w

�

�e

i
�

�

���e �

m��� � ����et�� �

m��� � �����et�� �

m��� �
h�

w�� � mpl�����e � Jp�
�

���e

�
� �z������ � z������ � mp����ew�e�w

�

�e

i
�

�

���e �

m��� � ����et�� �

m��� � �����et�� �

m��� � z��� � �mh� � m� � mp��
�
���e � �Jh� � Jp��

��
���e

�
�
Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

��
�

��
���e �

m��� � ��m�d� � mpl������e�
�

���e �

m��� � ������e�
�

���e �

m��� �
h�

w�� � mpl�����e � Jp�
�

���e

�
� �z������ � z������ � mp����ew�e�w

�

�e

i
�

�

���e �

m��� � ����et�� �

m��� � �����et�� �



A Elemente des Modells eines zweiachsigen elastischen Roboters ��

m��� �
h�

w�� � mpl�����e � Jp�
�

���e

�
� �z������ � z������ � mp����ew�e�w

�

�e

i
�

�

���e �

m��� � ����et�� �

m��� � �����et�� �

m��� � Jp�
��
���e �

�
z��� � mp�

�
���e

� �
� � w

��
�e

�
�

m��� � Jp�
�

���e�
�

���e � �z��� � mp����e����e�
�

� � w
��
�e

�
�

m��� � Jp�
��
���e �

�
z��� � mp�

�
���e

� �
� � w

��
�e

�



Die Elemente des Vektors h�q�t�� 
q�t�� vom Modell ����� ergeben sich zu�

h� �
h�

h��� 
�� � h��� 
��� � h��� 
��� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��

�
�
h��� 
�� � h��� 
��� � h��
 
��� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��

�
�
h��� 
��� � h��� 
���

�

��� �

�
h��� 
��� � h��� 
���

�

���

i
s�

�
h�

h��� 
�� � h��� 
��� � h��� 
��� � h��
 
��� � h��� 
���
�


��

�
�
h��� 
�� � h��� 
��� � h��� 
��� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��

�
�
h��� 
��� � h��� 
���

�

��� �

�
h��� 
��� � h��
 
���

�

���
i
c�

�
�
h��� 
��� � h��� 
��� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��

�
�
h��� 
��� � h��� 
��� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��

�
�
h��� 
��� � h��
 
���

�

��� �

�
h��� 
��� � h��� 
���

�

��� �

h� �
�
h��� 
�� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��s�

�
�
h��� 
�� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��c�

�
�
h��� 
��� � h��
 
��� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��

�
�
h��� 
��� � h��� 
��� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��

�
�
h��� 
��� � h��� 
���

�

��� �

�
h��� 
��� � h��
 
���

�

��� �

h� �
h�

h��� 
�� � h��� 
�� � h��� 
��� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��

�
�
h��� 
�� � h��� 
��� � h��
 
��� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��

�
�
h��� 
��� � h��� 
���

�

��� �

�
h��� 
��� � h��� 
���

�

���

i
s�



A Elemente des Modells eines zweiachsigen elastischen Roboters ��

�
h�

h��� 
�� � h��� 
�� � h��� 
��� � h��
 
��� � h��� 
���
�


��

�
�
h��� 
�� � h��� 
��� � h��� 
��� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��

i
c�

�
�
h��� 
�� � h��� 
�� � h��� 
��� � h��
 
���

�

��

�
�
h��� 
�� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��

�
�
h��� 
��� � h��� 
���

�

��� �

�
h��� 
��� � h��� 
���

�

��� �

h� �
h�

h��� 
�� � h��� 
�� � h��� 
��� � h��� 
��� � h��� 
���
�


��

�
�
h��� 
�� � h��� 
��� � h��
 
��� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��

�
�
h��� 
��� � h��� 
���

�

��� �

�
h��� 
��� � h��� 
���

�

���
i
s�

�
h�

h��� 
�� � h��� 
�� � h��� 
��� � h��
 
��� � h��� 
���

�

��

�
�
h��� 
�� � h��� 
��� � h��� 
��� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��
i
c�

�
�
h��� 
�� � h��� 
�� � h��� 
��� � h��
 
���

�

��

�
�
h��� 
�� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��

�
�
h��� 
��� � h��� 
���

�

��� �

�
h��� 
��� � h��� 
���

�

��� �

h� �
�
h��� 
�� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��s�

�
�
h��� 
�� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��c�

�
�
h��� 
�� � h��
 
�� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��

�
�
h��� 
�� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��

�
�
h��� 
��� � h��� 
���

�

��� �

�
h��� 
��� � h��� 
���

�

��� �

h� �
�
h��� 
�� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��s�

�
�
h��� 
�� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��c�

�
�
h��� 
�� � h��
 
�� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��

�
�
h��� 
�� � h��� 
��� � h��� 
���

�

��

�
�
h��� 
��� � h��� 
���

�

��� �

�
h��� 
��� � h��� 
���

�

���

mit

h��� � �� �m�d� � mpl��
�
l� � w�ew

�

�e

�
� �t�t� �



A Elemente des Modells eines zweiachsigen elastischen Roboters ��

h��� � � �m�d� � mpl�� t�� � �
�
�

�

���ew�e � ����ew
�

�e

�
t� �

h��� � � �m�d� � mpl�� t�� � �
�
�

�

���ew�e � ����ew
�

�e

�
t� �

h��� � ��t��
�
l� � w�ew

�

�e

�
�

h��� � ��t��

�
l� � w�ew

�

�e

�
�

h��� � � �m�d� � mpl��
�
l� � w�ew

�

�e

�
� t�t� �

h��� � �� ��m�d� � mpl�� l� � w�et� �
�

���e �

h��
 � �� ��m�d� � mpl�� l� � w�et� �
�

���e �

h��� � ��t��
�
l� � w�ew

�

�e

�
�

h��� � ��t��

�
l� � w�ew

�

�e

�
�

h��� � ��l�t���
�

���e �

h��� � ��l�t���
�

���e �

h��� � ��l�t���
�

���e �

h��� � ��l�t���
�

���e �

h��� � � �m�d� � mpl�� t� � �
�
l� � w�ew

�

�e

�
t� �

h��� � � �m�d� � mpl��
�
�

�

���ew�e � ����ew
�

�e

�
� �t��t� �

h��� � � �m�d� � mpl��
�
�

�

���ew�e � ����ew
�

�e

�
� �t��t� �

h��
 � �t��t� �

h��� � �t��t� �

h��� � �m�d� � mpl�� t� �
�
l� � w�ew

�

�e

�
t� �

h��� � � ��m�d� � mpl��w�e � l�t� �
�

���e �

h��� � � ��m�d� � mpl��w�e � l�t� �
�

���e �

h��� � �v��t� �

h��� � �v��t� �

h��� � �t���
�

��w�e �

h��� � �t���
�

��w�e �

h��� � �t���
�

��w�e �

h��
 � �t���
�

��w�e �

h��� � � �z������ � z������ � �mh� � m� � mp�����ew�e 

���
�

���e

�
Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

��
w

�

�e �

h��� � � �z������ � z������ � �mh� � m� � mp�����ew�e 



A Elemente des Modells eines zweiachsigen elastischen Roboters ��

���
�

���e

�
Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

��
w

�

�e �

h��� � � �z������ � z������ � mp����ew�e�
�

� � w
��
�e

�
�

h��� � � �z������ � z������ � mp����ew�e�
�

� � w
��
�e

�
�

h��� � ��
�

���e

�
Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

��
w

�

�e �

h��� � ��
�

���e

�
Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

��
w

�

�e �

h��� � � �z������ � z������ � mp����ew�e�
�

� � w
��
�e

�
�

h��� � � �z������ � z������ � mp����ew�e�
�

� � w
��
�e

�
�

h��� � �
h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � l�mp����e�w

�

�e

i
�

�

���e �

h��
 � �
h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � l�mp����e�w

�

�e

i
�

�

���e �

h��� � �
h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � l�mp����e�w

�

�e

i
�

�

���e �

h��� � �
h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � l�mp����e�w

�

�e

i
�

�

���e �

h��� � �m�d� � mpl��
�
l� � w�ew

�

�e

�
� t�t� �

h��� � �
h
�m�d� � mpl��� w

�

�et�

i
����e �

h��� � �
h
�m�d� � mpl��� w

�

�et�

i
����e �

h��� � � �m�d� � mpl�� t� �
�
l� � w�ew

�

�e

�
t� �

h��� � �
h
�m�d� � mpl��w

�

�e � t�

i
����e �

h��� � �
h
�m�d� � mpl��w

�

�e � t�
i
����e �

h��� � ��
�

���e

�
Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

��
w

�

�e �

h��
 � ��
�

���e

�
Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

��
w

�

�e �

h��� � � �z������ � z������ � mp����ew�e�
�

� � w
��
�e

�
�

h��� � � �z������ � z������ � mp����ew�e�
�

� � w
��
�e

�
�

h��� � ��
�

���e

�
Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

��
w

�

�e �

h��� � ��
�

���e

�
Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

��
w

�

�e �

h��� � � �z������ � z������ � mp����ew�e�
�

� � w
��
�e

�
�

h��� � � �z������ � z������ � mp����ew�e�
�

� � w
��
�e

�
�

h��� � �
h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � mpl�����e�w

�

�e

i
�

�

���e �



A Elemente des Modells eines zweiachsigen elastischen Roboters ��

h��� � �
h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � mpl�����e�w

�

�e

i
�

�

���e �

h��� � �
h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � mpl�����e�w

�

�e

i
�

�

���e �

h��
 � �
h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � mpl�����e�w

�

�e

i
�

�

���e �

h��� � � �m�d� � mpl�� t�� �
�
�

�

���ew�e � ����ew
�

�e

�
t� �

h��� � ��
h
�m�d� � mpl��� w

�

�et�

i
����e �

h��� � �� �m�d� � mpl��
�
����e�

�

���e � ����e�
�

���e

�
�

h��� � ������et�� �

h��� � ������et�� �

h��� � �
h
�m�d� � mpl��� w

�

�et�
i
����e �

h��� � �� �m�d� � mpl������e�
�

���e �

h��
 � �� �m�d� � mpl������e�
�

���e �

h��� � ������et�� �

h��� � ������et�� �

h��� � ������e�
�

���et�� �

h��� � ������e�
�

���et�� �

h��� � ������e�
�

���et�� �

h��� � ������e�
�

���et�� �

h��� � � �m�d� � mpl��
�
�

�

���ew�e � ����ew
�

�e

�
� t��t� �

h��� � ��
h
�m�d� � mpl��w

�

�e � t�

i
����e �

h��� � ��
�
����e�

�

���e � ����e�
�

���e

�
t� �

h��
 � ������et��w
�

�e �

h��� � ������et��w
�

�e �

h��� � �
h
�m�d� � mpl��w

�

�e � t�
i
����e �

h��� � ������e�
�

���et� �

h��� � ������e�
�

���et� �

h��� � ������et��w
�

�e �

h��� � ������et��w
�

�e �

h��� � � �z������ � z������ � �mh� � m� � mp�����ew�e 



A Elemente des Modells eines zweiachsigen elastischen Roboters ��

��
�

���e

�
Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

��
w

�

�e �

h��� � ���
�

���e

�
Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

��
w

�

�e �

h��� � ��
�

���e

h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � mpl�����e�w

�

�e

i
�

h��
 � ��
�

���e

h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � mpl�����e�w

�

�e

i
�

h��� � ��
�

���e

�
Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

��
w

�

�e �

h��� � ��
�

���e

h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � mpl�����e�w

�

�e

i
�

h��� � ��
�

���e

h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � mpl�����e�w

�

�e

i
�

h��� � ��
��
���e �z������ � z������ � mp����ew�e� �

h��� � ��
��
���e �z������ � z������ � mp����ew�e� �

h��� � ��
�

���e�
�

���e �z������ � z������ � mp����ew�e� �

h��� � ��
�

���e�
�

���e �z������ � z������ � mp����ew�e� �

h��� � � �m�d� � mpl�� t�� �
�
�

�

���ew�e � ����ew
�

�e

�
t� �

h��� � ��
h
�m�d� � mpl��� w

�

�et�

i
����e �

h��� � � �m�d� � mpl��
�
����e�

�

���e � ����e�
�

���e

�
h��� � ������et�� �

h��� � ������et�� �

h��� � �
h
�m�d� � mpl��� w

�

�et�
i
����e �

h��� � �� �m�d� � mpl������e�
�

���e �

h��
 � �� �m�d� � mpl������e�
�

���e �

h��� � ������et�� �

h��� � ������et�� �

h��� � ������e�
�

���et�� �

h��� � ������e�
�

���et�� �

h��� � ������e�
�

���et�� �

h��� � ������e�
�

���et�� �

h��� � � �m�d� � mpl��
�
�

�

���ew�e � ����ew
�

�e

�
� t��t� �

h��� � ��
h
�m�d� � mpl��w

�

�e � t�

i
����e �

h��� � �
�
����e�

�

���e � ����e�
�

���e

�
t� �

h��
 � ������et��w
�

�e �

h��� � ������et��w
�

�e �



A Elemente des Modells eines zweiachsigen elastischen Roboters ��

h��� � �
h
�m�d� � mpl��w

�

�e � t�
i
����e �

h��� � ������e�
�

���et� �

h��� � ������e�
�

���et� �

h��� � ������et��w
�

�e �

h��� � ������et��w
�

�e �

h��� � � �z������ � z������ � �mh� � m� � mp�����ew�e 

��
�

���e

�
Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

��
w

�

�e �

h��� � ���
�

���e

�
Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

��
w

�

�e �

h��� � ��
�

���e

h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � mpl�����e�w

�

�e

i
�

h��
 � ��
�

���e

h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � mpl�����e�w

�

�e

i
�

h��� � ��
�

���e

�
Jo� � z����

�
�� � �z��������� � z����

�
�� � mp

�
l�� � w�

�e

��
w

�

�e �

h��� � ��
�

���e

h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � mpl�����e�w

�

�e

i
�

h��� � ��
�

���e

h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � mpl�����e�w

�

�e

i
�

h��� � ��
�

���e�
�

���e �z������ � z������ � mp����ew�e� �

h��� � ��
�

���e�
�

���e �z������ � z������ � mp����ew�e� �

h��� � ��
��
���e �z������ � z������ � mp����ew�e� �

h��� � ��
��
���e �z������ � z������ � mp����ew�e� �

h��� � t��
�
l� � w�ew

�

�e

�
�

h��� � �����et�� �

h��� � �����et�� �

h��� � �t��t� �

h��� � �����et��w
�

�e �

h��� � �����et��w
�

�e �

h��� � � �z������ � z������ � mp����ew�e�
�

� � w
��
�e

�
�

h��
 � �� �z������ � z������ � mp����ew�e�
�

� � w
��
�e

�
�

h��� � ���
�

���e

h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � mpl�����e�w

�

�e

i
�

h��� � ���
�

���e

h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � mpl�����e�w

�

�e

i
�

h��� � � �z������ � z������ � mp����ew�e�
�

� � w
��
�e

�
�



A Elemente des Modells eines zweiachsigen elastischen Roboters ��

h��� � ���
�

���e

h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � mpl�����e�w

�

�e

i
�

h��� � ���
�

���e

h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � mpl�����e�w

�

�e

i
�

h��� � ��
�

���e

�
z��� � mp�

�
���e

�
w

�

�e �

h��� � ��
�

���e �z��� � mp����e����e�w
�

�e �

h��� � ��
�

���e

�
z��� � mp�

�
���e

�
w

�

�e �

h��� � ��
�

���e �z��� � mp����e����e�w
�

�e �

h��� � t��

�
l� � w�ew

�

�e

�
�

h��� � �����et�� �

h��� � �����et�� �

h��� � �t��t� �

h��� � �����et��w
�

�e �

h��� � �����et��w
�

�e �

h��� � � �z������ � z������ � mp����ew�e�
�

� � w
��
�e

�
�

h��
 � �� �z������ � z������ � mp����ew�e�
�

� � w
��
�e

�
�

h��� � ���
�

���e

h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � mpl�����e�w

�

�e

i
�

h��� � ���
�

���e

h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � mpl�����e�w

�

�e

i
�

h��� � � �z������ � z������ � mp����ew�e�
�

� � w
��
�e

�
�

h��� � ���
�

���e

h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � mpl�����e�w

�

�e

i
�

h��� � ���
�

���e

h
z������ � z������ � mp����ew�e � �w�� � mpl�����e�w

�

�e

i
�

h��� � ��
�

���e �z��� � mp����e����e�w
�

�e �

h��� � ��
�

���e

�
z��� � mp�

�
���e

�
w

�

�e �

h��� � ��
�

���e �z��� � mp����e����e�w
�

�e �

h��� � ��
�

���e

�
z��� � mp�

�
���e

�
w

�

�e 
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