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� Einleitung

Viele technische Systeme bieten nicht die M�oglichkeit� alle Systemzust�ande wie z� B�

Position� Druck� Winkel� Geschwindigkeit etc� me�technisch zu erfassen� Diese System�

zust�ande beein�ussen zwar das dynamische Verhalten� stehen aber als Me�gr�o�e nicht

direkt zur Verf�ugung� Dies hat mehrere Gr�unde� Zum einen sind gute Me�ger�ate teuer�

zum anderen lassen sich nicht �uberall Me�ger�ate anbringen� Daher gibt es bei der Modell�

bildung einen Systemausgang� welcher nur die gemessenen Systemzust�ande enth�alt� Oft

l�a�t sich die Aufgabe einer Regelung so formulieren� da� ein derartiger Systemausgang f�ur

alle Zeiten null sein soll� Diese Eigenschaft ist charakteristisch f�ur die Nulldynamik� Aber

auch wenn der Systemausgang identisch null nicht direkt das Regelungsziel ist� stellt die

Nulldynamik eine wichtige Systemkenngr�o�e dar� Die Nulldynamik eines Systems gibt

die innere Dynamik des Systems wieder� wenn der Ausgang identisch null ist� es ergibt

sich also ein Einblick in das dynamische Verhalten der nicht gemessenen Systemgr�o�en�

F�ur die erfolgreiche Anwendung vieler� insbesondere nichtlineare Regelungskonzepte ist

eine stabile Nulldynamik Voraussetzung� Im Falle einer instabilen Nulldynamik k�onnen

u� a� folgende Regelungskonzepte zu einem instabilen Verhalten des geregelten Systems

f�uhren�

	 Modellfolgeregelung�

	 Adaptive Regelung�

	 Exakte Ein�� Ausgangslinearisierung und

	 High Gain Regelung�

Bei linearen Systemen liegt eine instabile Nulldynamik vor� wenn die �Ubertragungsfunktion

Nullstellen in der rechten s�Halbebene besitzt� Systeme mit nicht asymptotisch stabi�

ler Nulldynamik werden auch Nichtphasenminimumsysteme genannt �Sastry und Isidori


���� Schwarz 
��
�� Die Auswirkungen einer instabilen Nulldynamik soll das folgende

Beispiel verdeutlichen�

FS(s) =   s - 1  
1 + T1s

FR(s) =     K     
1 + T2s 

-

W(s) E(s) U(s) Y(s)

�a�

Im(s)

Re(s)1 -1 
T2

 -1 
T1

xx

�b�

Bild ���� a� Blockschaltbild b� Wurzelortskurve des Regelkreises



� Einleitung �

Das Nichtphasenminimumsystem aus Bild 
�
�a� besitzt die �Ubertragungsfunktion

Fo�s� � K s
 

�
 � T�s��
 � T�s�

und somit eine instabile Nulldynamik� da die �Ubertra�

gungsfunktion eine Nullstelle in der rechten s�Halbebene hat� Aus der Wurzelortskurve

�Bild 
�
�b�� l�a�t sich sofort ablesen� da� das geregelte System ab einem kritischen Wert

f�ur die Regelkreisverst�arkung einen Pol in der rechten Halbebene aufweist� Daraus ergibt

sich dann ein instabiles System� Im Falle einer instabilen Nulldynamik ist der geschlossene

Regelkreis also nicht immer instabil� das System kann aber durch die R�uckf�uhrung sehr

schnell ein instabiles Verhalten aufweisen� Die eingangs genannten Regelungskonzepte

sind somit nur sehr eingeschr�ankt verwendbar� Daher ist es wichtig� die Nulldynamik

zu kennen� Bei Systemen mit instabiler Nulldynamik kann die Erweiterung des Syste�

mausgangs zu einer neuen� stabilen Nulldynamik f�uhren� Die Bestimmung dieser neuen

Nulldynamik erfordert allerdings einen Algorithmus� der eine unterschiedliche Anzahl von

Systemein� und �ausg�angen zul�a�t�

Mittlerweile sind mehrere Algorithmen zur Berechnung der Nulldynamik bekannt� Dabei

�nden unterschiedliche mathematische Ans�atze Verwendung� Entweder die Di	erential�

geometrie oder die Di	erentialalgebra� Im einzelnen stehen folgende Nulldynamikalgo�

rithmen zur Verf�ugung� Ein auf der Di	erentialgeometrie basierender Algorithmus von

Isidori �
�� � und zwei di	erentialalgebraische Algorithmen� der eine von Senger und

Riege �
��
�� ein weiterer von Fortell �
�� �� In diesem Bericht �ndet sich ein neu�

er� di	erentialalgebraischer Nulldynamikalgorithmus� Dieser stellt eine Erweiterung des

Algorithmus von Senger und Riege �
��
� dar� Der in diesem Bericht neu vorgestellte

Nulldynamikalgorithmus kann nur Systeme behandeln� die sich durch rationale Funktio�

nen im Zustandsmodell beschreiben lassen� Damit m�oglichst alle Modelle technischer

Systeme analysierbar sind� ist gegebenenfalls ein Ersatzsystem erforderlich� Der Nulldy�

namikalgorithmus baut somit auf einem fr�uheren Forschungsbericht �Polzer 
���� auf� da

sich dort ein Algorithmus zur Berechnung der Ersatzsysteme �ndet�

Der Inhalt dieser Arbeit gliedert sich wie folgt� Zun�achst sind im Abschnitt � die ana�

lysierbaren Systemklassen beschrieben� In der Literatur existieren leider mehrere De��

nitionen des Begri	s Nulldynamik� Die hier verwendete De�nition der Nulldynamik ist

im Abschnitt � wiedergegeben� Der Nulldynamikalgorithmus selbst ist im Abschnitt �

beschrieben� Als Anwendungsbeispiel dient im Abschnitt  ein nichtlineares System� wel�

ches auch bei Isidori �
�� � und bei Senger und Riege �
��
� Gegenstand der Analyse ist�

Eine Zusammenfassung der Ergebnisse und einen Ausblick auf weitere Forschungsm�og�

lichkeiten beschlie�en diesen Bericht im Abschnitt !�



� Voraussetzung der Nulldynamikanalyse �

� Voraussetzung der Nulldynamikanalyse

Zur Untersuchung der Struktureigenschaften technischer Systeme wie etwa Nulldynamik�

Beobachtbarkeit� Steuerbarkeit etc� ist es notwendig� ein mathematisches Modell des Sy�

stems zu besitzen� damit dieses dementsprechend analysierbar ist� Zun�achst wird in

diesem Abschnitt dargelegt� welche mathematischen Modelle mit den hier behandelten

Methoden analysierbar sind�

Da der Ausgangssignalableitung eine besondere Bedeutung in den Nulldynamikalgorith�

men zukommt� mu� auf die formalen Probleme bei der Schreibweise eingegangen werden�

Wie die Gr�o�en der Ausgangssignalableitung zu interpretieren sind� wird im zweiten Teil

des Abschnitts erkl�art�

��� Betrachtete Systemklassen

Zur Analyse der Nulldynamik mit dem hier vorgestellten Algorithmus ist es erforderlich�

da� das mathematische Modell in Form eines Di	erentialgleichungssystems vorliegt und

sich insbesondere durch ein analytisches System �AS�

"AS � #x�t� � f�x�t��u�t�� � x� � x�t��

y�t� � h�x�t�� � x�t� � R
�n �u�t� � R

�m �y�t� � R
p

���
�

mit den analytischen Funktionen f�x�t��u�t�� und h�x�t�� eine hinreichende Approxima�

tionsg�ute erzielen l�a�t�

Im weiteren bilden analytische Systeme mit linear eingehender Steuerung �ALS�

"ALS � #x�t� � a�x�t�� �B�x�t��u�t� �x� � x�t��

y�t� � c�x�t�� �x�t� � R
n �u�t� � R

m �y�t� � R
p
�����

die zu analysierende Systemklasse� Die Funktionen a�B und c m�ussen analytisch in

x sein� Nach L$evine �
��
� l�a�t sich jedes analytische System der Form ���
� in ein

analytisches System mit linear eingehender Steuerung gem�a� ����� transformieren� Aus

diesem Grund stellt die Betrachtung von Systemen der Form ����� keine Einschr�ankung

dar�

��� Notation der Ausgangssignalableitung

Der Nulldynamikalgorithmus verwendet die zeitlichen Ableitungen des Systemausgangs�

hierbei existiert ein formales Problem� Der k�ten zeitlichen Ableitung in der klassischen

Notation kann nicht angesehen werden� von welchen Gr�o�en sie abh�angt� Nat�urlich h�angt

y�k��t� wie y�t� letztendlich nur von der Zeit ab� allerdings �uber die Funktionen x�t��u�t�

bzw� deren zeitlichen Ableitungen� Diese Abh�angigkeiten in der Ausgangssignalableitung



� Voraussetzung der Nulldynamikanalyse �

spielen in den Nulldynamikalgorithmen eine entscheidende Rolle� Daher ist es notwendig

Notation einzuf�uhren� die diese Zusammenh�ange verdeutlicht�

Ausgehend von einem ALS gem�a� ������ wird hier die folgende Schreibweise f�ur die Aus�

gangssignalableitungen eingef�uhrt�

#y�t� � y����t� �
d

dt
y�t� �

d

dt
c�x�t�� �

�c�x�t��

�x�t�
#x�t�

�
�c�x�t��

�x�t�
�a�x�t�� �B�x�t��u�t��

�� #c�x�t��u�t�� �����

�� c����x�t��u�t�� � �����

Mit dieser Schreibweise l�a�t sich die zweite zeitliche Ableitung �y�t� durch

�y�t� �
d

dt
y����t� �

d

dt
#y�t� �

d

dt
#c�x�t��u�t��

�
� #c�x�t��u�t��

�x�t�
#x�t� �

� #c�x�t��u�t��

�u�t�
#u�t�

�
� #c�x�t��u�t��

�x�t�
�a�x�t�� �B�x�t��u�t�� �

� #c�x�t��u�t��

�u�t�
#u�t�

�� �c�x�t��u�t�� #u�t�� ��� �

�� c����x�t��u�t�� #u�t�� ���!�

ausdr�ucken� Damit ist zugleich die Funktion �c�x�t��u�t�� #u�t�� de�niert� Generell werden

die Funktionsargumente an den Stellen weggelassen� wo es der �Ubersichtlichkeit dient und

keine Verwechslungen zu erwarten sind�

Die soeben eingef�uhrte Schreibweise f�ur die Ausgangssignalableitung l�a�t sich iterativ

fortsetzen� und es folgt f�ur die k�te Ausgangssignalableitung die Schreibweise

y�k� �
d

dt
y�k��� �

d

dt
c�k����x�u� � � � �u�k���� ���
�

�
�c�k����x�u� � � � �u�k����

�x
#x�

k��X
i��

�c�k����x�u� � � � �u�k����

�u�i�
#u�i���

�
�c�k����x�u� � � � �u�k����

�x
�a�x� �B�x�u� �

k��X
i��

�c�k����x�u� � � � �u�k����

�u�i�
#u�i���

�� c�k��x�u� � � � �u�k���� � �����
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� De�nitionen der Nulldynamik

Der Begri	 Nulldynamik stammt aus der linearen Systemtheorie� in der ein enger Zusam�

menhang zu den Nullstellen der �Ubertragungsfunktion eines linearen Systems besteht�

Diese Nullstellen �nden sich bei geeigneter Normalform direkt im Zustandsmodell wieder�

Daher beein�ussen sie ma�geblich die Dynamik des Systems� und es entstand der Name

Nulldynamik� Im Gegensatz zu den Polen der �Ubertragungsfunktion sind die Nullstellen

invariant gegen�uber einer Ausgangsr�uckf�uhrung �Schwarz 
����S� 
��

Leider gibt es f�ur nichtlineare Systeme keine einheitliche De�nition der Nulldynamik�

auch wenn alle Ans�atze im Grunde die gleiche Systemeigenschaft beschreiben� F�ur das

Verst�andnis der folgenden De�nition von Schwarz �
��
� ist es unerl�a�lich� sich vor Augen

zu f�uhren� da� die Beobachtbarkeit eines Systems von der Art der Steuerung abh�angt�

W�ahlt man eine spezielle Zustandsr�uckf�uhrung� so kann es passieren� da� ein ehemals

vollst�andig beobachtbares System mit dieser Zustandsr�uckf�uhrung zum Teil oder ganz

unbeobachtbar gemacht wird� Die De�nition zu diesem Ansatz lautet�

De�nition ���� �Schwarz 
��
� Der durch Zustandsr�uckf�uhrung unbeobachtbar zu ma�

chende Systemteil hei�t Nulldynamik des Systems� �

Die nachfolgende De�nition von Isidori �
�� � schlie�t die De�nition ��
 ein� wenn auch

ein scheinbar anderer Grundgedanke Verwendung �ndet� Bei dem Ansatz ist es wichtig�

diejenigen Anfangswerte aufzu�nden� zu denen Stellgr�o�en existieren� die einen System�

ausgang identisch null bewirken� Das System� eingeschr�ankt auf diese Anfangswerte und

diese Stellgr�o�en� liefert dann die Nulldynamik� Mit di	erentialgeometrischen Begri	en

l�a�t sich der Sachverhalt durch folgende De�nition ausdr�ucken�

De�nition ���� Nulldynamik �di�erentialgeometrisch� �Isidori 
�� � Byrnes und

Isidori 
����S� ����

Existiert eine Teilmannigfaltigkeit Z� des Zustandsraumes mit den folgenden Ei�

genschaften�

�� c�x� � � � x � Z� �

�� in jedem Punkt x � Z� existiert eine eindeutige Stellgr�o�eu��x�t�� �� u�t� � R
m

derart� da� a�x� �B�x�u��x� tangential zu Z� ist�

�� Z� ist maximal bzgl� der Eigenschaften 
� und �� �

Ist u��x� ferner eine glatte Funktion in x� dann wird Z� Nulldynamikmannig�

faltigkeit genannt� Das System

#x � f ��x� � a�x� �B�x�u��x� �x � Z� ���
�

wird als Nulldynamik des Systems ����� bezeichnet� Die Funktion f ��x� hei�t

Nulldynamikvektorfeld � �



� De�nitionen der Nulldynamik !

Die Nulldynamik eines Systems kann besonders leicht angegeben werden� wenn das System

zuvor einer Koordinatentransformation� wie sie in Isidori �
�� �S� �
�� angegeben ist�

unterworfen wurde� Eine solche Transformation ist aber f�ur gro�e System �n � 
�� oft

zum Scheitern verurteilt �Wey 
����� Selbst wenn eine solche Transformation gelingt� mu�

sie aufwendig r�ucktransformiert werden� will man das Ergebnis physikalisch interpretieren�

Aufgrund des stark eingeschr�ankten praktischen Nutzens wurde auf eine Darstellung der

Koordinatentransformation an dieser Stelle verzichtet� und der interessierte Leser sei auf

die angegebene Literaturstelle verwiesen�

Es ist zum gegenw�artigen Zeitpunkt keine di	erentialalgebraische De�nition der Null�

dynamik aus der Literatur bekannt� Meist wird eine di	erentialgeometrische De�nition

zugrunde gelegt� Eine Formulierung der Grundidee von Isidori �
�� �� die keine di	eren�

tialgeometrischen Begri	e enth�alt� kann wie folgt aussehen�

De�nition ���� Nulldynamik �di�erentialalgebraisch�

Existiert eine Teilmenge Z� � R
n des Zustandsraumes mit den Eigenschaften�

�� c�x� � � � x � Z� und

�� es existiert zu jedem x � Z� ein Stellgr�o�envektor u��x�t�� �� u�t� � R
m derart�

da�

dk

dtk
y�t� � � � t � t�� k � N� �����

ist und

�� u��x� ist eine glatte Funktion in x�

dann wird Z� Nullkern �

#x � f ��x� � a�x� �B�x�u��x� �x � Z� �����

Nulldynamik des Systems� die Funktion f ��x� Nulldynamikvektorfeld und

u��x� ausgangssignalnullende Zustandsr�uckf�uhrung genannt� �

Die di	erentialgeometrische De�nition ��� liefert eine� wenn sie denn existiert� eindeutig

bestimmte Nulldynamik� im Gegensatz zur De�nition ���� Stimmt die Zahl der System�

eing�ange nicht mit der Zahl der Systemausg�ange �uberein� so kann es mehrere Mengen Z�

und Stellgr�o�en u��x�t�� �� u�t� geben� die die De�nition ��� erf�ullen�
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� Di�erentialalgebraische Nulldynamikalgorithmen

Ist der di	erentialgeometrische Nulldynamikalgorithmus von Isidori �
�� � aufgrund nicht

erf�ullter Voraussetzungen nicht angewendbar� bilden di	erentialalgebraischen Methoden

oft eine Alternative� Dabei sind dann zur Systembeschreibung lediglich polynomiale oder

rationale Funktionen zugelassen�

��� Polynomiale Systeme

Unter einem polynomialen System ist ein Zustandsmodell der Form ����� zu verstehen�

bei dem die Funktionen a�x��B�x� und c�x� Polynome in x sind� Polynome sind analy�

tische Funktionen� von daher kann der di	erentialgeometrische Nulldynamikalgorithmus

von Isidori �
�� � prinzipiell polynomiale Systeme untersuchen� Weist das betre	ende

System aber eine unterschiedliche Anzahl an Ein� und Ausgangsgr�o�en auf� kann der dif�

ferentialgeometrische Algorithmus keine Verwendung �nden� Eine beliebige Anzahl an

Systemein� und Systemausg�angen erlaubt der Nulldynamikalgorithmus von Senger und

Riege �
��
�� Als einschr�ankende Voraussetzung ist zu nennen� da� in diesem Ansatz nur

Polynome zur Systembeschreibung zugelassen sind� Die Darstellung des Algorithmus und

Anwendungsbeispiele �nden sich in Senger und Riege �
��
��

Der di	erentialalgebraische Nulldynamikalgorithmus von Fortell �
�� � ist im allgemeinen

keine Alternative zum Nulldynamikalgorithmus von Isidori �
�� �� da dieser meist nur eine

Teilmenge der Systeme analysieren kann� die mit dem Algorithmus von Isidori �
�� �

untersuchbar sind�

��� Rationale Systeme

Sind bei einem ALS der Form ����� die Funktionen a�B und c rational� soll dieses Mo�

dell rationales System genannt werden� Die physikalische Modellbildung liefert meist

Zustandsmodelle� die auch nichtrationale Funktionen� wie etwa trigonometrische Terme�

enthalten� Gl�ucklicherweise existieren f�ur die Modelle real existierender Anlagen Ersatz�

systeme� die ausschlie�lich rationale Funktionen enthalten �Fliess 
��
�� Ein Algorith�

mus zur Konstruktion der Ersatzsysteme ist in Polzer �
���� angegeben� Ebenso wie

die Polynome sind auch rationale Funktionen analytisch� Der di	erentialgeometrische

Nulldynamikalgorithmus von Isidori �
�� � kann somit auch rationale Systeme untersu�

chen� Allerdings gilt diese Aussage nur unter der Voraussetzung� da� die Anzahl der

Systemeing�ange mit der der Systemausg�ange �ubereinstimmt� Diese Einschr�ankung ver�

hindert die Untersuchung der Nulldynamik f�ur eine Vielzahl von Systemen� Auch wenn

das System den Anforderungen gen�ugt� kann es von Interesse sein� den Systemausgang im

Modell zu erweitern und von diesem erweiterten System die Nulldynamik zu bestimmen�

Dies ist insbesondere dann der Fall� wenn die Nulldynamik des Systems instabil ist� Denn

wie eingangs erw�ahnt� f�uhrt eine instabile Nulldynamik bei vielen Regelungskonzepten zu
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Problemen� Durch die Messung zus�atzlicher Zustandsgr�o�en� also eine Erweiterung des

Systemausgangs� ist es aber denkbar� da� die Nulldynamik des so ver�anderten Systems

stabil ist� Die Erweiterung des Systemausgangs ist normalerweise nur durch weitere Me��

ger�ate an der realen Anlage m�oglich� Erweitert man aber zun�achst den Systemausgang

im Modell� ist es m�oglich vorab zu entscheiden� ob und f�ur welche Zustandsgr�o�en weitere

Me�ger�ate an der realen Anlage Aussicht auf Erfolg bez�uglich einer stabilen Nulldynamik

haben�

Der in diesem Abschnitt vorgestellte Nulldynamikalgorithmus ist eine Erweiterung des dif�

ferentialalgebraischen Nulldynamikalgorithmus f�ur polynomiale Systeme von Senger und

Riege �
��
�� Jener weist zwar nicht die Einschr�ankung auf die gleiche Anzahl von Ein�

und Ausgangsgr�o�en auf� l�a�t aber nur Polynome f�ur die Funktionen a�x��B�x� und

c�x� zu� In dem Algorithmus von Senger und Riege �
��
� mu� in jedem Iterations�

schritt eine reduzierte Gr�obner�Basis �Pauer und Pfeifhofer 
���� von den Polynomen

der Ausgangssignalableitung bestimmt werden� Gr�obner�Basen sind aber nur f�ur Poly�

nome de�niert� Damit auch rationale Funktionen in der Systembeschreibung zugelassen

sind� mu� die Bildung der Gr�obner�Basen ersetzt werden� Anstelle der Gr�obner�Basis der

Ausgangssignalableitung wird in dem folgenden Algorithmus direkt die Ausgangssignal�

ableitung weiterverarbeitet� Dadurch entstehen Probleme� die bei der Betrachtung der

Gr�obner�Basis nicht vorhanden sind� wie z� B� unter� und �uberbestimmte Gleichungssy�

steme� Ferner mu� ein neues Abbruchkriterium gefunden werden� Der nachfolgende Satz

��� liefert das Abbruchkriterium f�ur den erweiterten Algorithmus� Insgesamt bewirkt die

Erweiterung� da� jetzt auch rationale Funktionen f�ur a�x��B�x� und c�x� zugelassen

sind�

Gem�a� De�nition ��� ist es das Ziel des Nulldynamikalgorithmus� einen ausgangssignal�

nullenden Stellgr�o�envektor und eine Menge von Anfangswerten derart zu bestimmen�

da� der Systemausgang f�ur alle Zeiten identisch null ist� Die Grundidee f�ur die Realisie�

rung dieses Ziels mit Hilfe des Algorithmus sieht wie folgt aus� Beginnend mit der nullten

Ableitung des Systemausgangs y�t�� also y�t� � c�x�t�� selbst� mu� versucht werden� da�

durch eine Zustandsr�uckf�uhrung jede Ableitungsstufe des Systemausgangs identisch null

ist� Dort� wo dies nicht m�oglich ist� ergeben sich Bedingungen an die Menge der zul�assigen

Anfangswerte�

Es ist o	ensichtlich� da� im ersten Schritt des Algorithmus c�x� 
 � nicht durch eine

Zustandsr�uckf�uhrung erreichbar ist� da c�x� nicht von u abh�angt� Damit der Systemaus�

gang aber trotzdem null ist� mu� die MengeM� der zul�assigen Zust�ande x�t� � R
n soweit

eingeschr�ankt werden� da� c�x� � � � x � M� gilt� Die erste Ausgangssignalableitung

hingegen kann von u abh�angen�

#y�t� �
d

dt
c�x�t�� �

�c�x�t��

�x�t�
#x�t� �

�c�x�t��

�x�t�
�a�x�t�� �B�x�t��u�t��

�� #c�x�t��u�t�� �
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Alle Gr�o�en� die nicht durch eine Zustandsr�uckf�uhrung nullbar sind� ergeben Bedingungen

an die Menge der zul�assigen Zust�ande� d�h� die anfangs de�nierte Menge M� � R
n

verkleinert sich zuM�� Insgesamt mu� die Ausgangssignalableitung� restringiert aufM��

sowie die Zustandsr�uckf�uhrung identisch null sein� Der Systemausgang wird so lange

abgeleitet und auf die eben geschilderte Weise untersucht� bis keine neuen Bedingungen

an die Zustandsmenge mehr hinzukommen� Denn dann kann die k�te Ausgangssignal�

ableitung� restringiert auf die Zustandsmenge Mk��� durch eine Zustandsr�uckf�uhrung

genullt werden�

Um entscheiden zu k�onnen� ob ein Element der k�ten Ausgangssignalableitung durch eine

Zustandsr�uckf�uhrung nullbar ist oder ob dieses Element Bedingungen f�ur die Anfangs�

werte liefert� wird zun�achst die �nichtdi	erentielle� K�orpererweiterung

Rhu�yi�x� � R�x� ���
�

eingef�uhrt� Rhu�yi�x� ist ein di	erentieller K�orper� der alle rationalen Funktionen so�

wie alle zeitlichen Ableitungen in u�y und alle rationalen Funktionen in x enth�alt�

Der Ausdruck #x l�a�t sich durch �a�x� � B�x�u� ersetzen� Dadurch ist es m�oglich je�

de zeitliche Ableitung dk

dtk
x�t� �uber ein Substituieren von #x als Funktion von x und

u�i�� �i � f
� � � � � k 
 
g� auszudr�ucken� Somit gilt

dk

dtk
x�t��

dk

dtk
y�t� � Rhu�yi�x�� � k � N� � �����

Da der di	erentielle K�orper Rhu�yi�x� per De�nition auch ein nichtdi	erentieller K�orper

ist� kann ���
� als �nichtdi	erentielle� K�orpererweiterung interpretiert werden�

F�ur jede Ableitungsstufe des Ausgangssignals ist� durch eine geeignete Wahl der Anfangs�

werten und eines entsprechenden Stellgr�o�envektors die Beziehung

dk

dtk
y�t� � c�k��x�u� � � � �u�k���� � � �����

sicherzustellen� Die Elemente der Ableitungsstufen der Gleichung ������ welche keine Stell�

gr�o�en enthalten� ergeben Bedingungen an die Menge der Anfangswerte� Die eingef�uhrte

K�orpererweiterung dient als Hilfsmittel� um festzustellen� ob die Ausgangssignalableitung

durch den Stellgr�o�envektor nullbar ist� Die beiden folgenden F�alle k�onnen auftreten�

�i� Ist dk

dtk
yi�t� �i � f
� � � � � pg� algebraisch abh�angig �uber R�x�� so l�a�t sich dieses

Element der Ausgangssignalableitung nicht mit dem Stellgr�o�envektor nullen� und

aus der Forderung ����� ergeben sich Bedingungen an die Menge der Anfangswerte�

�ii� Eine notwendige Bedingung f�ur die Bestimmung der ausgangssignalnullenden Zu�

standsr�uckf�uhrung ist� da� dk

dtk
yi�t� �i � f
� � � � � pg� algebraisch unabh�angig �uber

R�x� ist� �

Ein kurzes Beispiel soll diesen Sachverhalt veranschaulichen�
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Beispiel ���� Es sei als Teil eines ALS das Gleichungssystem

#y� � x	
und #y� � x� � u�

�����

gegeben� Die Frage� ob #yi �i � 
� �� algebraisch abh�angig �uber R�x� ist� h�angt gem�a�

De�nition C� von der Existenz der Polynome Pi� #yi� �
Pk

j�� �j #yji � �j � R�x��

k � N� mit Pi� #yi� � � �i � 
� �� ab�

#y� ist algebraisch abh�angig �uber R�x�� da ein Polynom P� mit

P�� #y�� � x	��z�
�R
x�

� #y�� � �

���z�
�R
x�

� #y�� � � ��� �

existiert� Es liegt also der Fall �i� vor� Da nach Gl� ����� #y� � � gelten soll� folgt

aus Gl� ����� f�ur die Anfangswerte� x	 � ��

#y� ist algebraisch unabh�angig �uber R�x�� denn es gilt u� �� R�x�� daher kann es kein

Polynom P� der Form

P�� #y�� �
kX

i��

�i #yi� � �i � R�x�� k � N� mit ���!�

P�� #y��
�
� � ���
�

und mindestens einem Koe�zienten �i �� � geben� Somit liegt hier der Fall �ii� vor�

Nach Gl� ����� soll wieder #y� � � gelten� Die daraus folgende Zustandsr�uckf�uhrung

ergibt f�ur u� die Funktionsvorschrift u��t� � 
x	�t��

Fordert man� da� x	 � � und u��t� � 
x	�t� sein mu�� so ist die Gleichung �����

f�ur k � 
 erf�ullt� �

Die Frage� wann der Systemausgang identisch null ist� ist eng mit der Frage verbunden�

nach welcher Ableitungsstufe des Systemausgangs gen�ugend Informationen �uber die not�

wendigen Anfangswerte und Stellgr�o�en vorliegen� damit alle weiteren Ableitungsstufen

identisch null sind� Aus diesem Ansatz l�a�t sich ein Abbruchkriterium ableiten�
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F�ur den in diesem Abschnitt noch zu formulierenden Nulldynamikalgorithmus kann als

Abbruchbedingung der folgende Satz Verwendung �nden�

Satz ���� Es sei ein ALS der Form ����� mit rationalen Funktionen a�x�t���B�x�t�� und

c�x�t�� gegeben� Ferner sei M � R
n �U � C��R�Rm� und k � N � Gelten die

Voraussetzungen

�i�
dk�j

dtk�j
yjx�M�u�U � c�k�j��x�u� � � � �uk�j���jx�M�u�U 
 � � 
 � j � k �

�ii�
dk

dtk
yjx�M�u�U � c�k��x�u� � � � �uk���jx�M�u�U 
 � und

�iii� M ist die gr�o�tm�ogliche Menge an Anfangswerten� die �i� erf�ullt�

dann ist der Systemausgang des ALS f�ur x� � M und u � U identisch null� d�h� es

gilt

y�t� 
 � � �����

Beweis� Nach �ii� ist es m�oglich� die k
te Ausgangssignalableitung durch eine Stellgr�o�e

u � U mit Anfangswerten x� � M zu nullen� ohne weitere Bedingungen an die

Anfangswerte stellen zu m�ussen� Da ferner nach �iii� M die gr�o�te Menge von

Anfangswerten repr�asentiert� f�ur die die ersten �k 
 
� Ausgangssignalableitungen

durch eine Zustandsr�uckf�uhrung identisch null verbleiben� stellt dk

dtk
y�t�jx�M�u�U

eine Funktion dar� die von der Zeit t abh�angt� diese Funktion ist konstant� Leitet

man die konstante zeitabh�angige Funktion wiederum nach der Zeit ab� so ergibt sich

erneut eine Funktion� die identisch null ist� Somit gilt

dk�i

dtk�i
yjx�M�u�U 
 � � � i � N� � �����

Dies� zusammen mit der Voraussetzung �i�� liefert die gew�unschte Beziehung

di

dti
yjx�M�u�U 
 � � � i � N � ���
��

und daraus folgt die Behauptung� y�t� 
 � f�ur x � M und u � U � �

Der nachfolgende Satz liefert die Aussage� da� die k�te Ausgangssignalableitung� einge�

schr�ankt auf die notwendigen Anfangswerte und Stellgr�o�en� nur von x und u abh�angt�

Somit k�onnen sich keine Forderungen an #u ergeben� Die notwendigen Anfangswerte und

Stellgr�o�en ergeben sich aus der Forderung� da� die ersten �k 
 
� Ausgangssignalablei�

tungen identisch null sein sollen� Ben�otigt wird dieser Satz im anschlie�end formulierten

Nulldynamikalgorithmus�
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Satz ���� Es sei ein ALS der Form ����� mit rationalen Funktionen a�x�t���B�x�t�� und

c�x�t�� gegeben� Ferner seien Mk � R
n �Uk � C��R�Rm� und k � N mit den

Eigenschaften� da� die Mengen Mk und Uk absteigend sind� d�h� Mk�� �Mk und

Uk�� � Uk gelten f�ur alle k � N � Des weiteren sei die Beziehung

c�k����x�u� � � � �u�k����jx�Mk���u�Uk�� 
 � erf�ullt�

Unter diesen Voraussetzungen h�angt
d

dt

�
c�k����x�u� � � � �u�k����ju�Uk��

�����
x�Mk��

nur

von x und u ab�

Beweis� Induktionsanfang� Die Menge M� werde so bestimmt� da�

c�x� � � genau dann gilt� wenn x � M� ist� ���

�

Die Mengen �M� und U� de�nieren sich �uber die Forderung

#c�x�u�jx�M�

�

 � f�ur x � M� � �M� � u � U�� ���
��

Setzte M� ��M� � �M� �

Es ist �c�x�u� #u� �
� #c�x�u�

�x
�a�x� �B�x�u� �

� #c�x�u�

�u
#u �

Zu zeigen ist� da� �c�x�u� #u�jx�M��u�U� nicht von #u abh�angt� was erf�ullt ist� wenn
� #c�x�u�

�u

����
x�M��u�U�

� �p�m gilt�

Diese Aussage wird �uber eine Widerspruchsannahme bewiesen�

Annahme�
� #c�x�u�

�u

����
x�M��u�U�

�� �p�m f�ur mind� ein Paar x � M�� u � U��

� � i � f
� � � � � pg � j � f
� � � � � mg mit
� #ci�x�u�

�uj
jx�M��u�U� �� � f�ur mind�

ein Paar x � M�� u � U��

� #ci�x�u�jx�M��u�U� �� � f�ur mind� ein Paar x � M�� u � U�� was einen

Widerspruch zu ���
�� darstellt%

� �c�x�u� #u�jx�M��u�U� h�angt nicht von #u ab�

Induktionsannahme� Die Behauptung sei f�ur �k 
 
� � N richtig� d�h� f�ur

c�k����x�u� � � � �u�k����jx�Mk���u�Uk�� 
 � ist

d

dt

�
c�k����x�u� � � � �u�k����ju�Uk��

�����
x�Mk��

nur von x und u abh�angig�

Induktionsschritt� Unter der Voraussetzung

c�k��x�u� � � � �u�k����jx�Mk�u�Uk 
 � ���
��

gilt�
d

dt

�
c�k��x�u� � � � �u�k����ju�Uk

�����
x�Mk

ist nur von x und u abh�angig�
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Beweis des Induktionsschrittes��

d

dt

�
c�k��x�u� � � � �u�k����ju�Uk

�����
x�Mk

�

�

�
�c�k�

�x
�a�x� �B�x�u� �

k��X
j��

�c�k�

�u�j�
u�j���

������
x�Mk�u�Uk

�

�

	
�c�k�

�x
�a�x� �B�x�u�


����
x�Mk�u�Uk

�
k��X
j��

	
�c�k�

�u�j�
u�j���


����
x�Mk�u�Uk

Die Behauptung des Induktionsschrittes ist erf�ullt� wenn
�c�k�

�u�j�

����
x�Mk�u�Uk

gleich

der Nullmatrix �p�m ist�

Nach Induktionsannahme h�angt c�k�
��
x�Mk�u�Uk

nur von x und u ab� da die

Teilmengenbeziehungen Mk �Mk�� und Uk � Uk�� gelten�

�
�c�k��x�u�

�u�j�

����
x�Mk�u�Uk

� �p�m f�ur j � 
� � � � � k 
 �

Jetzt bleibt lediglich noch zu zeigen� da�
�c�k��x�u�

�u

����
x�Mk�u�Uk

� �p�m gilt�

Annahme�
�c�k��x�u�

�u

����
x�Mk�u�Uk

�� �p�m f�ur mindestens ein Paar

x � Mk�u � Uk�

� � i � f
� � � � � pg � j � f
� � � � � mg mit
�c

�k�
i

�uj
jx�Mk �u�Uk �� � f�ur mind� ein

Paar x � Mk� u � Uk�

� c
�k�
i jx�Mk�u�Uk �� � f�ur mind� ein Paar x � Mk� u � Uk� im Widerspruch

zur Voraussetzung ���
��%

�
�c�k��x�u�

�u

����
x�Mk�u�Uk

� �p�m

� c�k�jx�Mk�u�Uk h�angt nur von x und u ab�

Damit ist der Satz ��� bewiesen� �

Mit den eben ausgef�uhrten Grundideen kann ein Nulldynamikalgorithmus formuliert wer�

den� der nach einem Initialisierungsschritt iterativ die Schritte k�
 bis k�� so lange durch�

l�auft� bis die in k�� �k � N� angegebene Abbruchbedingung erf�ullt ist�

Initialisierungsschritt ��

��� De�niere U� �� C��R�Rm� und bestimme die Menge M� �� fx � R
n jc�x� � �g �
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Iterationsschritt k � 
�

k�� Setze einen Stellgr�o�envektor u aus Uk�� in die �k 
 
��te Ausgangssignalableitung

ein und leite diese anschlie�end erneut nach der Zeit ab� Dieser Vorgang soll so

verstanden werden� da� alle ui � �i � f
� � � � � mg�� f�ur die eine Funktionsvorschrift

bereits ermittelt wurde� durch diese in der �k 
 
��ten Ausgangssignalableitung zu

ersetzen sind� Alle anderen uj werden als noch freie zeitabh�angige Funktionen mit�

gef�uhrt� Ist z� B� die Menge U� � fu � C��R�Rm� j u	 � x
g und #c�x�u� � u	�u��

so ergibt die eben erw�ahnte Substitution #c�x�u�ju�U� � x
 � u�� Dieser substitu�

ierte Ausdruck ist nun nach t abzuleiten �im ersten Iterationsschritt beinhaltet U�

alle denkbaren Stellgr�o�en� deshalb k�onnen keine ui � �i � f
� � � � � mg� substituiert

werden��

d

dt
�c�k����x�u� � � � �u�k����ju�Uk��� ��

�c�k���

�x
�a�x� �B�x�u� �

k��X
i��

�c�k���

�u�i�
u�i���

������
u�Uk��

� ���
��

k��a Die k�te Ausgangssignalableitung mit u � Uk�� von ���
�� wird auf Mk�� restrin�

giert� Anschlie�end sind alle Elemente c
�k�
i jx�Mk���u�Uk�� �i � 
� � � � � p� auf ihre

algebraische Abh�angigkeit �uber R�x� hin zu �uberpr�ufen� Die daraus resultierenden

Bedingungen f�ur die Anfangswerte und die Stellgr�o�en schr�anken die Mengen Mk��

und Uk�� weiter ein� Diese eingeschr�ankten Mengen wiederum de�nieren Mk und

Uk� Setze daf�ur

�c�x�u� � � � �u�k���� ��

	
d

dt
�c�k����x�u� � � � �u�k����ju�Uk���


����
x�Mk��

� ���
 �

Dabei h�angt �c nach Satz ��� formal nicht von den zeitlichen Ableitungen der Stell�

gr�o�e ab� d�h� es existiert eine Darstellung

�c�x�u� � � � �u�k���� � �f��x�u�� � � � � fp�x�u��
T ���
!�

mit rationalen Funktionen f�� � � � � fp�

Bestimme des weiteren die Menge aller Indizes fi�� � � � � ilg �� Ik� f�ur die

fi�x�u� algebraisch abh�angig �uber R�x� � i � Ik ���

�

ist� Anschlie�end wird die Menge aller Indizes fj�� � � � � j�kg �� Jk� f�ur welche

fj�x�u� algebraisch unabh�angig �uber R�x� � j � Jk ���
��



� Di�erentialalgebraische Nulldynamikalgorithmen 
 

ist� ermittelt� Es sei angemerkt� da� die Aussagen

�k� l � p �

Ik � Jk � f
� � � � � pg und ���
��

Ik � Jk � �

f�ur alle k � N gelten�

k��b Ist die Indexmenge Ik leer� so existieren in diesem Schritt keine Funktionen� die

�uber R�x� algebraisch abh�angig sind� Deshalb kommen in diesem Teilschritt keine

Bedingungen f�ur die Menge der Anfangswerte hinzu� Aus diesem Grund ergibt sich

�Mk ��Mk�� � ������

Fahre im Fall einer leeren Indexmenge Ik mit dem Schritt k��c fort�

Ist die Indexmenge Ik nicht leer� m�ussen die Nullstellen der �uber R�x� algebraisch

abh�angigen Funktionen fi � �i � Ik� berechnet werden� d�h� die Gleichungen

fi�x�u� � � � i � Ik ����
�

sind nach x aufzul�osen� und die gefundenen Nullstellen de�nieren die Menge

�Mk ��
n
x � R

n jfi�x�u� � �� i � Ik
o
� ������

Da fi�x�u� f�ur i � Ik algebraisch abh�angig �uber R�x� ist� h�angt fi nicht explizit

von u ab� Falls das Gleichungssystem ����
� unterbestimmt ist� ist der komplette

Algorithmus mehrfach anzuwenden� Es mu� dann jeweils eine andere L�osung von

����
� an dieser Stelle Verwendung �nden�

k��c Sollte eine der Indexmengen Ik oder Jk leer sein oder �Mk � R
n gelten� so kann

dieser Teilschritt �ubersprungen werden�

Die MengeMk�� stellt die Menge der zul�assigen Anfangswerte dar� die eine Nullung

der Ableitungen des Systemausgangs bis zur Stufe k
 
 erm�oglichen� Diese Menge

von Anfangswerten wird durch �Mk ggf� weiter eingeschr�ankt� Die Restriktion von

fj �j � Jk� auf �Mk kann dazu f�uhren� da� die im vorherigen Schritt noch trans�

zendenten Funktionen nicht mehr algebraisch unabh�angig �uber R�x� sind� Das ist

z� B� der Fall� wenn in �Mk die Bedingung x	 � � enthalten und f��x�u� � x	u
�x�
ist� Denn dann ergibt f��x�u�jx� �Mk

� � � x� und kann somit keine Bedingung f�ur

die Stellgr�o�e liefern�

Es ist jetzt m�oglich� da� Jk auch Indizes von �uber R�x� algebraisch abh�angigen

Funktionen enth�alt� Aus diesem Grund mu� die Indexteilmenge �Ik � Jk� f�ur die

fi�x�u�jx� �Mk
algebraisch abh�angig �uber R�x� � i � �Ik ������
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ist� ermittelt werden�

Falls die Indexteilmenge �Ik leer ist� fahre mit Schritt k��d fort�

Ansonsten m�ussen� wie im Schritt k��b� wieder die Gleichungen

fi�x�u�jx� �Mk
� � i � �Ik ������

nach x aufgel�ost werden� Diese L�osungen de�nieren eine weitere Hilfsmenge �Mk

durch

�Mk ��
n
x � R

n jfi�x�u�jx� �Mk
� �� i � �Ik

o
� ���� �

Die Hilfsmenge �Mk aus ������ wird durch

�Mk �� �Mk � �Mk�
�Mk �� �Mk

����!�

weiter eingeschr�ankt� Im Falle eines unterbestimmten Gleichungssystems ������ ist

wie im Schritt k��b zu verfahren�

Da �Ik nicht leer ist� enth�alt Jk auch Indizes von Funktionen fi �i � �Ik�� die �uber

R�x� algebraisch abh�angig sind� Daher wird die Indexmenge Jk durch

�Jk �� Jkn�Ik�

Jk �� �Jk

����
�

verkleinert� um wieder zu gew�ahrleisten� da� Jk nur die Indizes der Funktionen

fj�x�u�jx� �Mk
enth�alt� die �uber R�x� algebraisch unabh�angig sind�

Dieser Schritt k��c mu� nun so lange wiederholt werden� bis �Ik die leere Menge

ergibt�

k��d Ist die Menge Jk leer� so existieren keine �uber R�x� algebraisch unabh�angigen Funk�

tionen� und somit sind auch keine neuen Bedingungen f�ur den Stellgr�o�envektor

ermittelbar� In diesem Fall �andert sich die Menge der Stellgr�o�enfunktionen nicht�

Uk �� Uk�� � ������

Falls Jk die leere Menge repr�asentiert� fahre mit k��e fort�

Die Nullstellen der �uber R�x� algebraisch unabh�angigen Funktionen fj �j � Jk� er�

geben Anforderungen an den Stellgr�o�envektor durch das Au��osen der Gleichungen

fj�x�u�jx�Mk���
�Mk

� �� j � Jk ������
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nach u� Die gefundenen L�osungen von ������ k�onnen von x abh�angen� Sofern

L�osungen von Gl� ������ existieren� ist die De�nition einer Hilfsfunktion r � Rn �

R
m durch

fj�x�u�jx�Mk���
�Mk

� � f�ur u � r�x� � j � Jk ������

immer m�oglich� Liefert Gl� ������ ein unterbestimmtes Gleichungssystem� ergeben

sich mehrere M�oglichkeiten f�ur die Wahl der Funktion r�x�� Der komplette Algo�

rithmus sollte dann mehrfach angewendet werden� wobei an dieser Stelle jeweils eine

andere L�osung von ������ zur Bestimmung von r�x� zu w�ahlen ist� Ist das Glei�

chungssystem ������ aufgrund einer �Uberbestimmtheit nicht l�osbar� so kann dieses

Problem durch weitere Bedingungen an die Anfangswerte gel�ost werden� Dann mu�

eine Hilfsmenge &Mk � R
n derart gew�ahlt werden� da�

fj�x�u�jx�Mk���
�Mk�

�Mk
� �� j � Jk ����
�

nach u aufgel�ost werden kann� Wie eben beschrieben� de�nieren die L�osungen f�ur

u die Hilfsfunktion r � Rn � R
m � Ist diese Vorgehensweise nicht eindeutig� mu� der

komplette Algorithmus mehrfach durchlaufen werden�

Durch die Hilfsfunktion r sind weitere Anforderungen an die ausgangssignalnullende

Stellgr�o�e spezi�zierbar�

�Uk ��
n
u � C��R�Rm�

��� u�t� � r�x�t��
o
� ������

Die Menge der m�oglichen Stellgr�o�en Uk schr�ankt sich ggf� damit weiter ein�

Uk �� Uk�� � �Uk � ������

k��e Die Menge der Anfangswerte Mk wird durch

Mk ��Mk�� � �Mk ������

bzw� falls ������ �uberbestimmt ist� via

Mk ��Mk�� � �Mk � &Mk ���� �

ggf� weiter eingeschr�ankt� Insgesamt geht daraus

fi�x�u�j�x � Mk�u � Uk�
� � � i � f
� � � � � pg ����!�

hervor� d�h� die k�te Ausgangssignalableitung ist f�ur x � Mk mit einer Zustands�

r�uckf�uhrung u � Uk gleich null�
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k�� Der Algorithmus kann nach Satz ��� abgebrochen werden� wenn keine neuen Bedin�

gungen an die Anfangswerte in dieser Ableitungsstufe hinzugekommen sind� d�h�

wenn

Mk
�
�Mk�� ����
�

eine wahre Aussage darstellt� ansonsten f�ahrt man mit Schritt k�
 fort�

Ist die Abbruchbedingung ����
� erf�ullt� sind alle Elemente der Nulldynamik be�

kannt� Bei der Bestimmung des Nullkerns Z� m�ussen zwei F�alle unterschieden wer�

den� zum einen den Fall� da� das analysierte System ein Ersatzsystem �vgl� Polzer

�
����� ist� zum anderen� da� ein unver�andertes �Originalsystem� den Gegenstand

der Untersuchung darstellt� Im Falle eines Ersatzsystems sind die Anfangswerte der

�neuen� Zustandsgr�o�en bereits festgelegt und schr�anken daher den Nullkern Z�

weiter ein� Dies geschieht folgenderma�en�

Es sei � die Anzahl der �neuen� Zustandsgr�o�en um die das �Originalsystem� er�

weitert wurde �vgl� Polzer �
����S� �� � � Ferner werde mit �n die �urspr�ungliche�

Dimension des Zustandsmodells bezeichnet �dabei gilt� n � ���n �� Die Berechnung

der Anfangswerte erfolgt nun �uber die� zum Ersatzsystem geh�orende Substitution

�vgl� Polzer �
����S� 
� �

x�n�j�t� �� rj�x��t�� � � � � xn�t�� � j � 
� � � � � � ������

durch

x�n�j�t�� � rj�x��t��� � � � � xn�t��� � j � 
� � � � � �

�� x�n�j�� � ������

Die Menge der zul�assigen Anfangswerte mu� in diesem Fall �uber

&Mk ��Mk � fx � R
n j x�n�j � x�n�j�� � j � 
� � � � �g ������

eingeschr�ankt werden�

Im Falle eines Ersatzsystems ergibt sich damit der Nullkern Z� zu

Z� �� &Mk � ����
�

ansonsten wird der Nullkern durch

Z� ��Mk ������

festgelegt�
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Als ausgangssignalnullende Zustandsr�uckf�uhrung u��x�t�� �� u�t� kann ein Element

der Menge Uk� also der Menge der ausgangssignalnullenden Stellfunktionen gew�ahlt

werden�

u��x�t�� � u�t� � Uk � ������

Mit diesen Gr�o�en kann das Nulldynamikvektorfeld f ��x� mittels

f ��x� � a�x� �B�x�u��x� � x � Z� ������

berechnet werden� woraus sich direkt die Nulldynamik des Systems

#x � f ��x� � x � Z� ���� �

ergibt� �
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� Anwendungsbeispiel

Um eine Vergleichsm�oglichkeit mit dem Nulldynamikalgorithmus von Isidori �
�� � und

dem von Senger und Riege �
��
� zu geben� wird hier ebenfalls das System

#x �



������

x�
x

x�x

x�
x	

�
������

� �z �
�� a�x�

�



������


 �

x	 x�
� 


x� x�

 


�
������

� �z �
�� B�x�

	
u�
u�



� �
�

y � �x�� x��
T� �z �

�� c�x�

analysiert�

Der hier neu vorgestellte Nulldynamikalgorithmus beginnt mit einem

Initialisierungsschritt �� �

U� �� C��R�R�� �

M� �� fx � R
� j c�x� � �g � ���

� fx � R
� j x� � �� x� � �g �

Es folgt der Iterationsschritt ��

����
d

dt
�c�x�ju�U�� �

�c

�x
�a�x� �B�x�u�

�

	
x�
x




�

	

 �

x	 x�


 	
u�
u�



� � ���

���a� Setze	
d

dt
c�x�ju � U�


����
x � M�

�

	
�

x




�

	

 �

x	 �


 	
u�
u�




�

	
u�

x
 � x	u�



� ���

�� �c�x�u�

��

	
f��x�u�

f��x�u�



� � � �

Bestimme die Menge aller Indizes fi�� � � � � ilg �� I�� f�ur die

fi�x�u� algebraische abh�angig �uber R�x� � i � Ii � �!�
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ist� Da f� und f� explizit von u� abh�angen� sind beide Funktionen �uber R�x� alge�

braisch unabh�angig� Aus diesem Grund gilt�

I� � � und � �
�

J� � f
� �g � � ���

���b� Die Indexmenge J� ist leer� daher wird

�M� ��M� � fx � R
� j x� � �� x� � �g � ���

gesetzt� Der Rest von diesem Teilschritt kann �ubersprungen werden�

���c� Das Gleichungssystem

fj�x�u�jx�M��
�M�

� � � j � J� � f
� �g � �
��

�

�
u� � �

x
 � x	u� � �
� �

�

ist nach u aufzul�osen� � �

� stellt ein �uberbestimmtes Gleichungssystem dar� Somit

mu� eine Hilfsmenge &M� � R
� derart gew�ahlt werden� da� das Gleichungssystem

� �

�� eingeschr�ankt auf x � &M�� nach u au��osbar ist� Als sinnvolle Wahl f�ur die

Menge &M� ergibt sich sofort

&M� � fx � R
� j x
 � �g � � �
��

denn damit ist

fj�x�u�jx�M��
�M��

�M�
� � j � J� � f
� �g � �
��

�

�
u� � �

x	u� � �
� �
��

nach u au��osbar� Aus � �
�� folgt � u� � �� Diese L�osung de�niert die Hilfsfunktion

r � R� � R
� durch

fj�x�u�jx�M��
�M��

�M�
� � f�ur u � r�x� und j � J� � f
� �g � � �
 �

Dabei besitzt die Hilfsfunktion r die Gestalt�

r�x� �

	
�

u�



� � �
!�
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In � �
�� ist u� nicht explizit enthalten� daher bleibt u� eine nicht n�aher bestimmte

variable Gr�o�e in der Funktionsbeschreibung von r� Mittels der Hilfsfunktion r ist

ein Anforderung an die Menge der Stellgr�o�en bekannt�

�U� �� fu � C��R�R� j u�t� � r�x�t��g

� fu � C��R�R� j u��t� � �g � � �

�

Die Menge der m�oglichen Stellgr�o�en schr�ankt sich damit erstmals ein�

U� �� U� � �U�

� fu � C��R�R�� j u��t� � �g � � �
��

���e� Durch

M� �� M� � �M� � &M� � �
��

� fx � R
� j x� � �� x� � �� x
 � �g � ����

wird die Menge der Anfangswerte M� weiter eingeschr�ankt�

���� Die Abbruchbedingung

M�
�
�M� � ��
�

ist noch nicht erf�ullt� denn

M� � fx � R
� j x� � �� x� � �� x
 � �g �� fx � R

� j x� � �� x� � �g �M� � � ����

Aus diesem Grund folgt ein weiterer Iterationsschritt�

���� Setze einen Stellgr�o�envektor u aus U� in die erste Ausgangssignalableitung ein und

leite diese anschlie�end erneut nach der Zeit ab�

d

dt

�
#c�x�u�ju � U�

�
�

d

dt

�	
x�
x




�

	

 �

x	 x�


 	
�

u�


�
� ����

�

	
x
 � x�u�

x� � x�u� � �x
 � x�u��u� � x� #u�



� � ����

���a� Die 
� Ausgangssignalableitung� mit u � U�� wird aufM� restringiert und de�niert

die Funktion �c�	
d

dt
#c�x�u�ju � U�


����
x � M�

�

	
�

x�



�� �c�x�u� � �� �

��

	
f��x�u�

f��x�u�



�



� Anwendungsbeispiel ��

Die beiden Funktionen f� und f� sind �uber R�x� algebraisch abh�angig �vgl� De�ni�

tion B�

�� Daraus ergibt sich direkt� da� die Indexmenge I� die Indizes von beiden

Funktionen enth�alt� d� h�

I� � f
� �g� � ��!�

Da I� � J� � f
� �g und I� � J� � � grunds�atzlich gilt� folgt f�ur J� sofort�

J� � �� � ��
�

���b� Die Gleichungen

fi�x�u� � � � i � I� � 
� �

�

�
� � �

x� � �
� ����

sind nach x aufzul�osen� In diesem Fall ergibt sich die Menge

�M� �� fx � R
� j fi�x�u� � �� i � I�g

direkt zu

�M� � fx � R
� j x� � �g � � ����

���c� Da die Indexmenge J� leer ist� �uberspringt man diesen Teilschritt und f�ahrt mit

���d fort�

���d� Dieser Teilschritt wird ebenfalls �ubersprungen� da die Indexmenge J� leer ist�

���e� Die Menge der Anfangswerte wird durch

M� �� M� � �M�

� fx � R
� j x� � �� x� � �� x
 � �� x� � �g � ����

weiter eingeschr�ankt�

���� Da die Abbruchbedingung

M�
�
�M�

mit

M� � fx � R
� j x� � �� x� � �� x
 � �� x� � �g ��

fx � R
� j x� � �� x� � �� x
 � �g � M� � ��
�

noch nicht erf�ullt ist� schlie�t sich ein weiterer Iterationsschritt an�
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���� Setze einen Stellgr�o�envektor u aus U� � fu � C��R�R � j u��t� � �g in die �� Aus�

gangssignalableitung ein und di	erenziere diese erneut nach der Zeit�

d

dt

h
�c�x�u�ju � U�

i
� � ����


����
x� � x�u� � �x
 � x�u��u� � x� #u�

x	 � u� � �x
 � x�u��u� � x� #u� � �x� � x�u��u� � x
 #u��

��x
 � x�u��u
�
� � �x�u� #u� � �x
 � x�u�� #u� � x��u�

�
���� � � ����

���a� Diese Ausgangssignalableitung mit u � U� wird auf M� restringiert�	
d

dt
�c�x�u�ju � U�


����
x � M�

�

	
�

x	 � u�



�� �c�x�u� � ����

��

	
f��x�u�

f��x�u�



�

Nur die Funktion f��x�u��� �� ist �uber R�x� algebraisch abh�angig� Daher folgt f�ur

die Indexmenge I	�

I	 � f
g � � �� �

Hieraus erh�alt man sofort� da� nur f��x�u��� x	 � u�� �uber R�x� algebraisch un�

abh�angig ist� Somit bestimmt sich die Indexmenge J	 zu�

J	 � f�g � � ��!�

���b� Es ist die Gleichung

fi�x�u� � � � i � I	 � f
g

� � � � � ��
�

nach x aufzul�osen� Da diese Gleichung immer erf�ullt ist� ergeben sich keine Bedin�

gungen f�ur x� Aus diesem Grund folgt f�ur die Menge �Mk�

�Mk �� fx � R
� j fi�x�u� � �� i � I	g

� fx � R
� j � � �g

� R
� � � ����

���c� In der Menge �Mk sind keine Bedingungen f�ur die Anfangswerte enthalten

� �Mk � R
��� somit kann dieser Teilschritt �ubersprungen werden�
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���d� Die Gleichung

fj�x�u�jx � M� � �M�
� � � j � J	 � f�g

� x	 � u� � � � ����

ist nach u aufzul�osen� Die L�osung �u� � 
x	� de�niert die Hilfsfunktion

r � R� � R
� �uber

fj�x�u�jx � M� � �M�
� � � j � J	 � f�g f�ur u � r�x�

zu

r��x� � 
x	 � � ����

Die Funktion r��x� � u� kann und braucht nicht n�aher bestimmt zu werden� da

� ���� nicht von u� abh�angt� Mit der Hilfsfunktion r sind jetzt weitere Anforderun�

gen an die Stellgr�o�en spezi�zierbar�

�U	 �� fu � C��R�R � j u��t� � r��x�t�� � 
x	�t�g � � ��
�

Die Menge der m�oglichen Stellgr�o�en schr�ankt sich damit weiter ein�

U	 �� U� � �U	

� fu � C��R�R� j u� � �� u��t� � 
x	�t�g � � ����

���e� Die Abbruchbedingung

M	
�
�M� � ����

ist erf�ullt� Deshalb terminiert der Algorithmus an dieser Stelle�

Der Nullkern Z� ist gleich M	� d� h�

Z� � fx � R
� j x� � �� x� � �� x
 � �� x� � �g � � ����

Als ausgangssignalnullende R�uckf�uhrung kann ein Element aus U	 gew�ahlt werden�

u��x�t�� � u�t� � U	 � �� �

� u��x�t�� �

	
�


x	�t�



� � ��!�
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Mit diesen beiden Gr�o�en berechnet sich das Nulldynamikvektorfeld f ��x� �uber

f ��x� � a�x� �B�x�u��x� � x � Z�

zu

f ��x� �



������

�

�

�

�

x	

�
������ �



������


 �

x	 �

� 


� �


 


�
������
	

�


x	



�



������

�

�


x	
�

�

�
������ � x � Z� � � ��
�

Die Nulldynamik des Systems setzt sich aus den drei soeben bestimmten Gr�o�en

zusammen�

#x � F ��x� � x � Z�

� #x �



������

�

�


x	
�

�

�
������ � x � fx � R

� j x� � �� x� � �� x
 � �� x� � �g � � ����

Dieses Ergebnis stimmt mit dem von Isidori �
�� � �S� ���� und dem von Senger

und Riege �
��
� �S� 
�� �uberein� Die Nulldynamik � ���� des Systems � �
� ist

stabil� Anschaulich formuliert hei�t das folgendes� Wenn die eigentliche Regelung

nur daf�ur sorgt� da� der Systemausgang �x�� x�� null ist und Anfangswerte x� aus

Z gew�ahlt werden� so ergibt sich ein stabiles Systemverhalten� Der unbeobachtbare

Teil des Systems ist also auch stabil�
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	 Zusammenfassung und Ausblick

Die Nulldynamik ist eine wesentliche Systemeigenschaft� die besonders f�ur Systeme von

Interesse ist� die durch eine Ausgangsr�uckf�uhrung zu regeln sind� Anschaulich gesprochen

beschreibt die Nulldynamik das �'nnere� dynamische Systemverhalten� wenn ein System�

ausgang� der identisch null ist� das Ziel der Regelung darstellt� Die Nulldynamik gew�ahrt

also einen Einblick in das dynamische Verhalten der nicht gemessenen Systemzust�ande�

Ist die Nulldynamik bekannt� lassen sich Aussagen �uber die Stabilit�at tre	en� Folgen�

de Regelungsstrategien k�onnen bei instabiler Nulldynamik zu einem instabilem System

f�uhren�

	 Modellfolgeregelung�

	 Adaptive Regelung�

	 Exakte Ein�� Ausgangslinearisierung und

	 High Gain Regelung�

Im Falle einer instabilen Nulldynamik ist es h�au�g hilfreich� den Systemausgang imModell

zu erweitern und von diesem erweiterten System die Nulldynamik zu bestimmen� Mit

weiteren Zustandsgr�o�en am Systemausgang ist es n�amlich m�oglich� da� die Nulldynamik

des so ver�anderten Systems stabiles Verhalten zeigt� Auf diese Weise l�a�t sich vorab

entscheiden� ob und f�ur welche Zustandsgr�o�en weitere Me�ger�ate an der realen Anlage

Aussicht auf Erfolg bez�uglich einer stabilen Nulldynamik haben� Die eben beschriebene

Erweiterung des Systemausgangs ist nur mit einem Nulldynamikalgorithmus m�oglich� der

eine unterschiedliche Dimension der Systemein� und �ausg�ange zul�a�t�

Die derzeit relevanten Algorithmen zur Bestimmung der Nulldynamik mit ihren wesent�

lichen Eigenschaften sind�

	 Ein di	erentialgeometrischer Nulldynamikalgorithmus von Isidori �
�� �� welcher

analytische Systeme mit linear eingehender Steuerung �ALS� untersuchen kann�

Die Systeme m�ussen allerdings die gleiche Anzahl an Systemein� und �ausg�angen

besitzen� Deshalb ist eine Erweiterung des Systemausgangs mit diesem Algorith�

mus nicht analysierbar� Diesen Algorithmus haben Essen und Jager �
���� f�ur das

Computer�Algebra�System Maple
c� V Release � programmiert� was eine auto�

matisierte Anwendung zul�a�t�

	 Der di	erentialalgebraische Nulldynamikalgorithmus von Fortell �
�� � geht auf

Ritt �
� �� zur�uck� Dieser fordert ebenfalls die gleiche Anzahl an Systemein� und

�ausg�angen� Au�erdem sind zur Systembeschreibung lediglich Polynome zugelassen�

Somit ist der Algorithmus auf wesentlich weniger Systeme anwendbar als der von

Isidori �
�� ��



� Zusammenfassung und Ausblick ��

	 Mit dem di	erentialalgebraischen Nulldynamikalgorithmus von Senger und Riege

�
��
� sind Systeme analysierbar� die eine beliebige Anzahl an Ein� und Ausgangs�

gr�o�en aufweisen� Das stellt eine Erweiterung gegen�uber dem Algorithmus von

Isidori �
�� � dar� Es ist allerdings eine zus�atzliche Voraussetzung notwendig� Zur

Systembeschreibung sind lediglich Polynome zugelassen�

Dieser Bericht stellt einen neuen� di	erentialalgebraischen Nulldynamikalgorithmus vor�

der eine beliebige Anzahl an Systemein� und �ausg�angen behandeln kann� Zur System�

beschreibung sind rationale Funktionen zugelassen� Verglichen mit dem Algorithmus von

Senger und Riege �
��
� ist somit eine gr�o�ere Systemklasse analysierbar� Systeme� deren

Beschreibung nichtrationale Funktionen erfordern� lassen sich analysieren� wenn ein Er�

satzsystem vorliegt� welches den Anforderungen der Di	erentialalgebra gen�ugt� Konkret

hei�t das� da� die Ersatzsysteme nur rationale Funktionen beinhalten d�urfen� In Polzer

�
���� �ndet sich ein Algorithmus zur Bestimmung solcher Ersatzsysteme�

Zur Verdeutlichung der Arbeitsweise des hier neu vorgestellten Nulldynamikalgorithmus

wird ein nichtlineares System untersucht� welches auch bei Isidori �
�� � und Senger und

Riege �
��
� Gegenstand der Analyse ist� Das System ist ein akademisches Beispiel� es

veranschaulicht aber die Funktionsweise des Algorithmus besser als ein komplexes reales

System�

Um die Nulldynamik mit Hilfe eines Rechners zu berechnen� ist eine Programmierung des

Nulldynamikalgorithmus von Senger und Riege �
��
� und dessen Erweiterung unumg�ang�

lich� Dazu bieten sich besonders Computer(Algebra(Systeme� wieMathematica
c� oder

Maple
c� an� da sie Gleichungen symbolisch verarbeiten k�onnen� Diese Programmie�

rung bildet den Gegenstand eines weiteren Berichts� Da das Computer(Algebra(System

Maple
c� nicht abw�artskompatibel ist� ist der von Essen und Jager �
���� programmierte

Nulldynamikalgorithmus von Isidori �
�� � nicht mit der derzeit aktuellen Maple(Version

�Maple
c� V Release �� anwendbar� Um den Algorithmus von Isidori �
�� � auch mit

der aktuellen Maple(Version automatisiert zu verwenden� ist das Programm von Essen

und Jager �
���� anzupassen� Allerdings kommt diese Anpassung einer Neuprogrammie�

rung gleich� was ebenfalls Gegenstand einer weiteren Arbeit ist�
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A Funktionsklassen

In diesem Bericht �nden glatte� analytische und rationale Funktionen Verwendung�

De�nition A��� Glatte Funktionen Isidori �
�� �S� �

�

�i� Es sei A eine o	ene Teilmenge des Rn und f � A � R eine Funktion� Die

Funktion f wird glatt genannt� wenn alle partiellen Ableitungen beliebiger

Ordnung existieren und stetig sind�

�ii� Es sei A wieder eine o	ene Teilmenge des Rn und g � A � R
m eine Funktion

mit g�x� � �g��x�� � � � � gm�x��
T� Die Funktion g wird glatt genannt� wenn alle

Funktionen gi� �i � 
� � � � � m� glatt sind� Die Menge aller glatten Funktionen

wird mit C� bezeichnet� �

De�nition A��� Analytische Funktionen Isidori �
�� �S� �

�

�i� Die Teilmenge A der Rn sei o	en und f � A� R eine Funktion� Die Funktion

f wird analytisch genannt� wenn f eine glatte Funktion ist und es f�ur jeden

Punkt x� � A ein Umgebung U derart gibt� da� die Taylorreihe von f f�ur alle

x � U gegen f konvergiert�

�ii� Es sei A wieder eine o	ene Teilmenge des Rn und g � A � R
m eine Funktion

mit g�x� � �g��x�� � � � � gm�x��
T� Die Funktion g wird analytisch genannt�

wenn alle Funktionen gi� �i � 
� � � � � m� analytisch sind� �

De�nition A��� Rationale Funktionen St�ocker �
����S� 
�!�

Funktionen� die sich durch endlich viele Additionen� Subtraktionen� Multiplikatio�

nen und Divisionen in den unabh�angigen Variablen x beschreiben lassen� werden

rationale Funktionen genannt� �
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B Grundlegende Begri�e der Algebra

Grundlage f�ur die di	erentialalgebraischen Nulldynamikalgorithmen bilden sowohl die Al�

gebra als auch die Di	erentialalgebra� Aus beiden Gebieten werden jedoch nur relativ

elementare Begri	e und Zusammenh�ange verwendet� Es ist allerdings unerl�a�lich� die

ben�otigten Begri	e einzuf�uhren� Da die Algebra Gurndlage der Di	erentialalgebra ist�

werden in diesem Abschnitt zun�achst einige Begri	e der Algebra de�niert�

De�nition B��� �Meyberg 
����S� 
�� Ein Paar �H� ��� bestehend aus einer nichtleeren

Menge H und einer assoziativen inneren Verkn�upfung � auf H� hei�t Halbgruppe�

�

De�nition B��� �Meyberg 
����S� �!�

�i� Ein Paar �G� �� hei�t eine Gruppe� wenn gilt�

�G�� � �G� �� ist eine Halbgruppe�

�G�� � in G gibt es ein neutrales Element e�

�G	� � zu jedem a � G gibt es ein b � G mit ba � e�

�ii� Eine Gruppe �G� �� hei�t abelsch oder kommutativ � wenn ab � ba � a� b � G

gilt� �

De�nition B��� �Meyberg 
����S� 
� � Ein Tripel �R��� ��� bestehend aus einer nicht�

leeren Menge R und inneren Verkn�upfungen

� � R�R� R� �x� y� �� x� y� �Addition� und

� � R�R� R� �x� y� �� x � y� �Multiplikation��

hei�t ein Ring � wenn gilt�

�R�� � �R��� ist eine abelsche Gruppe�

�R�� � �R� �� ist eine Halbgruppe�

�R	� � F�ur alle x� y� z � R gelten die Distributivgesetze�

Hierbei stehen �ublicherweise � f�ur das neutrale Element bez� der Addition und 
 f�ur

das neutrale Element bzgl� der Multiplikation� �

De�nition B�� �Fortell 
�� �S� 
��

�i� Ein K�orper K ist ein kommutativer Ring mit Einselement 
 �� �� in dem f�ur

alle a � K mit a �� � ein c � K derart existiert� da� a � c � 
 gilt�

�ii� Als K�orper mit Charakteristik Null wird ein K�orper bezeichnet� f�ur den

kein p � N mit

pX
i��

v � �� �v � K �B�
�

existiert� �



B Grundlegende Begri�e der Algebra ��

De�nition B�� �Meyberg 
�
!�S� 
�� Eine nichtleere Teilmenge L eines K�orpers K hei�t

Unterk�orper von K� wenn L bez�uglich der in K gegebenen Operationen selbst ein

K�orper ist� �

De�nition B�� �Meyberg 
�
!�S� 
�� Ist L ein Unterk�orper des K�orpers K� dann hei�t

K K�orpererweiterung �uber K� und wir schreiben �K�L�� �

Die mehrdimensionalen Polynome seien hier nicht� wie in der Algebra sonst �ublich� ein�

gef�uhrt� sondern so wie bei Fortell �
�� �� Dieser Ansatz ist wesentlich anschaulicher und

f�ur die Nulldynamikuntersuchung v�ollig hinreichend�

De�nition B�
 �Fortell 
�� �S� 
�� Ein Monom m in den Variablen x�� � � � � xn ist ein

Produkt

m�x�� � � � � xn� �� x��� x��� � � � � � x�nn mit �i � N� � i � f
� � � � � ng � �B���

�

De�nition B�� �Fortell 
�� �S� 
�� Ein Polynom p in den Variablen x�� � � � � xn mit

Koe�zienten aus einem Ring K ist eine endliche Linearkombination von Monomen�

p�x�� � � � � xn� ��
X

��������n

a��������nx
��
� x��� � � � � � x�nn � �B���

Dabei ist a��������n � K und �i � N� f�ur i � f
� � � � � ng� �

De�nition B�
 Die Polynome in den Variablen x�� � � � � xn bilden �uber einem kommu�

tativen Ring R mit Einselement ebenfalls einen Ring� welcher durch R�x�� � � � � xn�

gekennzeichnet wird� �

De�nition B��� �Meyberg 
�
!�S� 
 � Es sei K�L eine K�orpererweiterung�

�i� Ein Element a � K hei�t algebraisch �uber L� wenn es ein von Null verschie�

denes Polynom p � K�x� gibt mit p�a� � ��

�ii� Ein Element a � K hei�t transzendent �uber K� wenn es nicht algebraisch

ist� �

De�nition B��� �Fortell 
�� �S� 
 � Es seien f�� � � � � fm � K und K eine K�orperer�

weiterung von L� Die Elemente fi �i � 
� � � � � m� werden algebraisch abh�angig

�uber L genannt� wenn ein von null verschiedenes Polynom p � L�x�� � � � � xm� mit

p�f�� � � � � fm� � � existiert� Ansonsten werden die Elemente fi �i � 
� � � � � m� alge�

braisch unabh�angig �uber L genannt� �



B Grundlegende Begri�e der Algebra � 

De�nition B��� �Fortell 
�� �S� 
!� Es sei K�L eine K�orpererweiterung und U � K

derart gegeben� da� alle Elemente von U �uber L algebraisch unabh�angig sind� Die

maximale Anzahl an Elementen� die U unter dieser Bedingungen enthalten kann�

wird Transzendenzgrad von K�L genannt �kurz� Trg K�L�� Besitzt U die

maximal m�ogliche Anzahl an Elementen� so wird U Transzendenzbasis von K�L

genannt� Ist Trg K�L endlich� so wird K�L endlich erzeugt genannt� und falls Trg

K�L � � ist� so nennt man K�L algebraische K�orpererweiterung� �

Satz B��� �Meyberg 
�
!�S�   � F�ur jede K�orpererweiterung K�L existiert eine Trans�

zendenzbasis B�

�

Satz B��� �Meyberg 
�
!�S�   � Existiert in einer K�orpererweiterung K�L eine endli�

che Transzendenzbasis B � fb�� � � � � bng� dann hat jede andere Transzendenzbasis

ebenfalls n Elemente� �

Die auf diesen algebraischen Begri	en aufbauende Di	erentialalgebra ist im n�achsten Ab�

schnitt zusammengefa�t dargestellt�
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C Grundlegende Begri�e der Di�erentialalgebra

In den f�unfziger Jahren hat der Mathematiker Ritt �
� �� die Di	erentialalgebra mit der

Intention erscha	en� ein Werkzeug zu kreieren� welches die gleiche Rolle f�ur Di	erenti�

algleichungen spielt wie die Algebra f�ur algebraische Gleichungen� Mitte der achtziger

Jahre wurde von Fliess die Bedeutung der Di	erentialalgebra f�ur die nichtlineare Kon�

trolltheorie entdeckt� Seitdem haben sich eine Reihe von Wissenschaftlern mit dieser

Thematik besch�aftigt� so da� mittlerweile ein umfassender Teil der systemtheoretischen

Zusammenh�ange bei nichtlinearen Systemen mit Hilfe der Di	erentialalgebra beschreib�

bar ist� Der Nulldynamikalgorithmus ben�otigt jedoch nur elementare Begri	e und Zu�

sammenh�ange der Di	erentialalgebra� Eine ausf�uhrlichere Einf�uhrung in die Di	erenti�

alalgebra �ndet sich z� B� bei Ritt �
� ��� Fliess �
����� Wey und Svaricek �
�� � und

Wey �
����� Die Di	erentialalgebra geht bei der Systembeschreibung von Ein�� Aus�

gangsdi	erentialgleichungen aus� welche rational bez�uglich ihrer Argumente sein m�ussen�

Aus diesen Ein�� Ausgangsdi	erentialgleichungen kann ein Zustandsmodell gebildet wer�

den� Bei der physikalischen Modellbildung geht man normalerweise in der umgekehrten

Reihenfolge vor� Die notwendigerweise rationalen Ein�� Ausgangsdi	erentialgleichungen

stellen f�ur die Modelle real existierender Anlagen keine Einschr�ankung dar� da sie ggf� in

ein entsprechndes Modell transformierbar sind �Fliess 
��
��

De�nition C�� �Fliess 
��
�S� 

�� Ein di�erentieller Ring R ist ein kommutativer

Ring mit Einselement 
 �� � und einer Ableitung
d

dt
� R� R� a ��

da

dt
� #a� f�ur die

gilt�

d

dt
�a � b� � #a� #b � R� � a� b � R und

d

dt
�ab� � #ab � a#b � R� � a� b � R �

�C�
�

�

De�nition C�� �Fliess 
��
�S� 

�� Ein di�erentieller K�orper K ist ein K�orper mit

einer Ableitung
d

dt
� K � K� a ��

da

dt
� #a� f�ur die gilt�

d

dt
�a � b� � #a� #b � K� � a� b � K und

d

dt
�ab� � #ab � a#b � K� � a� b � K �

�C���

�

De�nition C�� �Fortell 
�� �S� � � Ist der di	erentielle K�orper L eine Teilmenge des

di	erentiellen K�orpers K� so wird K di�erentielle K�orpererweiterung von L

genannt und mit K�L bezeichnet� �
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De�nition C�� �Fortell 
�� �S� � � Es sei ein di	erentieller K�orper K gegeben� Ein

di�erentielles Polynom in x mit Koe�zienten aus K ist ein Polynom� das von

x� #x� � � � abh�angt� Die Menge aller di	erentiellen Polynome in x wird mit Kfxg

bezeichnet� Analog h�angt ein di	erentielles Polynom in x�� � � � � xm auch von allen

zeitlichen Ableitungen der xi �i � 
� � � � � m� ab� �

De�nition C�� �Fortell 
�� �S� � � Es sei K�L eine di	erentielle K�orpererweiterung�

v � K wird di�erentiell algebraisch �uber L genannt� wenn ein di	erentielles

Polynom P � Lfxg ��� �� mit der folgenden Form existiert�

P �v� #v� � � � v�i�� � �� i � N� � �C���

Ist v nicht di	erentiell algebraisch �uber L� so wird v di�erentiell transzendent

�uber L genannt� �

De�nition C�� �Fortell 
�� �S� �!� Seien f�� � � � � fm � K und K�L eine di	erentielle

K�orpererweiterung� Die Elemente f�� � � � � fm werden di�erentiell algebraisch

abh�angig �uber L genannt� wenn ein von null verschiedenes di	erentielles Polynom

P � Lfx�� � � � � xmg mit

P �f�� #f�� � � � f
�i��
� � � � � � fm� #fm� � � � � f

�im�
m � � � � i�� � � � � im � N� �C���

existiert� Ansonsten werden die Elemente f�� � � � � fm di�erentiell algebraisch

unabh�angig �uber L genannt� �

De�nition C�
 �Fortell 
�� �S� �!� Es seiK�L eine di	erentielle K�orpererweiterung und

U � K derart gegeben� da� alle Elemente von U �uber L di	erentiell algebraisch un�

abh�angig sind� Die maximale Anzahl an Elementen� die U unter diesen Bedingun�

gen enthalten kann� wird di�erentieller Transzendenzgrad von K�L genannt

�di��Trg K�L�� Besitzt U die maximal m�ogliche Anzahl an Elementen� so wird U

di�erentielle Transzendenzbasis von K�L genannt� Ist di	�Trg K�L endlich�

so wird K�L endlich erzeugt genannt� Gilt di	�Trg K�L � �� so nennt man K�L

di	erentiell algebraische K�orpererweiterung� �

De�nition C�� �Fliess 
����S� 
��� Als di�erentieller Rang �� wird der di	erentielle

Transzendenzgrad der di	erentiellen K�orpererweiterung Khyi�K bezeichnet� �

Bemerkung C�
 Der di	erentielle Rang �� entspricht gerade der Anzahl der voneinan�

der unabh�angigen Ausgangsgr�o�en yi �i � 
� � � � � p�� �

Satz C��� �Wey und Svaricek 
�� �S� 
!!� F�ur den di	erentiellen Rang �� gilt�

�� � min�m� p�� �C� �

�



C Grundlegende Begri�e der Di�erentialalgebra ��

Satz C��� �Fliess 
����S� 
��� F�ur lineare zeitinvariante Systeme entspricht der di	e�

rentielle Rang dem Rang der �Ubertragungsmatrix� �

De�nition C��� �Fliess 
���� Wey 
��!�S� 
�� Ein nichtlineares Ein��Ausgangs�

system " entspricht einer di	erentiellen K�orpererweiterung Khu� yi�Khui� die

di	erentiell algebraisch ist� �

Satz C��� �Fliess 
����S� 
�
� Die minimale Dimension einer Zustandssystembeschrei�

bung nmin von einem nichtlinearen Ein��Ausgangssystem entspricht dem �nichtdif�

ferentiellen� Transzendenzgrad der K�orpererweiterung Khu�yi�Khui�

nmin � Trg�Khu�yi�Khui � �C�!�

�


