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1 Einleitung

Viele technische Systeme bieten nicht die Moglichkeit, alle Systemzustéinde wie z. B.
Position, Druck, Winkel, Geschwindigkeit etc. mefitechnisch zu erfassen. Diese System-
zustinde beeinflussen zwar das dynamische Verhalten, stehen aber als Mefigrofle nicht
direkt zur Verfiigung. Dies hat mehrere Griinde: Zum einen sind gute Meflgerite teuer,
zum anderen lassen sich nicht {iberall Mefigerdte anbringen. Daher gibt es bei der Modell-
bildung einen Systemausgang, welcher nur die gemessenen Systemzustéinde enthélt. Oft
148t sich die Aufgabe einer Regelung so formulieren, dafl ein derartiger Systemausgang fiir
alle Zeiten null sein soll. Diese Eigenschaft ist charakteristisch fiir die Nulldynamik. Aber
auch wenn der Systemausgang identisch null nicht direkt das Regelungsziel ist, stellt die
Nulldynamik eine wichtige Systemkenngréfle dar. Die Nulldynamik eines Systems gibt
die innere Dynamik des Systems wieder, wenn der Ausgang identisch null ist; es ergibt
sich also ein Einblick in das dynamische Verhalten der nicht gemessenen Systemgrofien.

Fiir die erfolgreiche Anwendung vieler, insbesondere nichtlineare Regelungskonzepte ist
eine stabile Nulldynamik Voraussetzung. Im Falle einer instabilen Nulldynamik kénnen
u. a. folgende Regelungskonzepte zu einem instabilen Verhalten des geregelten Systems
fithren:

e Modellfolgeregelung,
e Adaptive Regelung,
e Exakte Ein-/ Ausgangslinearisierung und

e High Gain Regelung.

Bei linearen Systemen liegt eine instabile Nulldynamik vor, wenn die Ubertragungsfunktion
Nullstellen in der rechten s-Halbebene besitzt. Systeme mit nicht asymptotisch stabi-
ler Nulldynamik werden auch Nichtphasenminimumsysteme genannt (Sastry und Isidori
1989, Schwarz 1991). Die Auswirkungen einer instabilen Nulldynamik soll das folgende
Beispiel verdeutlichen:

4 Im(s
WS EQ) g K US| (=51 Y(s) (s)
T R T 1+ Ts 1S 1+ Ts T v v | R
-1 -1 1 Rel®
T, T,

(a) (b)
Bild 1.1: a) Blockschaltbild b) Wurzelortskurve des Regelkreises
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Das Nichtphasenminimumsystem aus Bild 1.1(a) besitzt die Ubertragungsfunktion

B s—1 S . . o
F,(s) = K(1 Ty und somit eine instabile Nulldynamik, da die Ubertra-

gungsfunktion eine Nullstelle in der rechten s-Halbebene hat. Aus der Wurzelortskurve
(Bild 1.1(b)) 148t sich sofort ablesen, da§ das geregelte System ab einem kritischen Wert
fiir die Regelkreisverstirkung einen Pol in der rechten Halbebene aufweist. Daraus ergibt
sich dann ein instabiles System. Im Falle einer instabilen Nulldynamik ist der geschlossene
Regelkreis also nicht immer instabil, das System kann aber durch die Riickfiihrung sehr

schnell ein instabiles Verhalten aufweisen. Die eingangs genannten Regelungskonzepte
sind somit nur sehr eingeschrinkt verwendbar. Daher ist es wichtig, die Nulldynamik
zu kennen. Bei Systemen mit instabiler Nulldynamik kann die Erweiterung des Syste-
mausgangs zu einer neuen, stabilen Nulldynamik fiihren. Die Bestimmung dieser neuen
Nulldynamik erfordert allerdings einen Algorithmus, der eine unterschiedliche Anzahl von
Systemein- und -ausgéingen zulafit.

Mittlerweile sind mehrere Algorithmen zur Berechnung der Nulldynamik bekannt. Dabei
finden unterschiedliche mathematische Anséitze Verwendung: Entweder die Differential-
geometrie oder die Differentialalgebra. Im einzelnen stehen folgende Nulldynamikalgo-
rithmen zur Verfiigung: Ein auf der Differentialgeometrie basierender Algorithmus von
Isidori (1995) und zwei differentialalgebraische Algorithmen, der eine von Senger und
Riege (1997), ein weiterer von Fortell (1995). In diesem Bericht findet sich ein neu-
er, differentialalgebraischer Nulldynamikalgorithmus. Dieser stellt eine Erweiterung des
Algorithmus von Senger und Riege (1997) dar. Der in diesem Bericht neu vorgestellte
Nulldynamikalgorithmus kann nur Systeme behandeln, die sich durch rationale Funktio-
nen im Zustandsmodell beschreiben lassen. Damit mdglichst alle Modelle technischer
Systeme analysierbar sind, ist gegebenenfalls ein Ersatzsystem erforderlich. Der Nulldy-
namikalgorithmus baut somit auf einem friitheren Forschungsbericht (Polzer 1998) auf, da
sich dort ein Algorithmus zur Berechnung der Ersatzsysteme findet.

Der Inhalt dieser Arbeit gliedert sich wie folgt: Zuné&chst sind im Abschnitt 2 die ana-
lysierbaren Systemklassen beschrieben. In der Literatur existieren leider mehrere Defi-
nitionen des Begriffs Nulldynamik. Die hier verwendete Definition der Nulldynamik ist
im Abschnitt 3 wiedergegeben. Der Nulldynamikalgorithmus selbst ist im Abschnitt 4
beschrieben. Als Anwendungsbeispiel dient im Abschnitt 5 ein nichtlineares System, wel-
ches auch bei Isidori (1995) und bei Senger und Riege (1997) Gegenstand der Analyse ist.
Eine Zusammenfassung der Ergebnisse und einen Ausblick auf weitere Forschungsmog-
lichkeiten beschlieflen diesen Bericht im Abschnitt 6.
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2 Voraussetzung der Nulldynamikanalyse

Zur Untersuchung der Struktureigenschaften technischer Systeme wie etwa Nulldynamik,
Beobachtbarkeit, Steuerbarkeit etc. ist es notwendig, ein mathematisches Modell des Sy-
stems zu besitzen, damit dieses dementsprechend analysierbar ist. Zunéchst wird in
diesem Abschnitt dargelegt, welche mathematischen Modelle mit den hier behandelten
Methoden analysierbar sind.

Da der Ausgangssignalableitung eine besondere Bedeutung in den Nulldynamikalgorith-
men zukommt, muf auf die formalen Probleme bei der Schreibweise eingegangen werden.
Wie die Groflen der Ausgangssignalableitung zu interpretieren sind, wird im zweiten Teil
des Abschnitts erklart.

2.1 Betrachtete Systemklassen

Zur Analyse der Nulldynamik mit dem hier vorgestellten Algorithmus ist es erforderlich,
dafl das mathematische Modell in Form eines Differentialgleichungssystems vorliegt und
sich insbesondere durch ein analytisches System (AS)

Yas: x(t) = f(x(t),ul(t)) ; xo=x(ly)

y(t) = h(z(t)) ; z(t) R ;u(t) e R™ ;y(t) e R? (2.1)

mit den analytischen Funktionen f(x(t), w(t)) und h(x(t)) eine hinreichende Approxima-
tionsgiite erzielen 14f3t.

Im weiteren bilden analytische Systeme mit linear eingehender Steuerung (ALS)

Yars: @(t) = a(x(t))+ B(z(t))u(t) ;zo=x(ty)

y(t) = c(=()) cz(t) ERY ;u(t) € R™ ;y(t) € RP (2.2)

die zu analysierende Systemklasse. Die Funktionen a, B und c¢ miissen analytisch in
x sein. Nach Lévine (1997) 148t sich jedes analytische System der Form (2.1) in ein
analytisches System mit linear eingehender Steuerung gemif (2.2) transformieren. Aus
diesem Grund stellt die Betrachtung von Systemen der Form (2.2) keine Einschréinkung
dar.

2.2 Notation der Ausgangssignalableitung

Der Nulldynamikalgorithmus verwendet die zeitlichen Ableitungen des Systemausgangs;
hierbei existiert ein formales Problem: Der k-ten zeitlichen Ableitung in der klassischen
Notation kann nicht angesehen werden, von welchen Groflen sie abhéngt. Natiirlich héngt
y®)(t) wie y(t) letztendlich nur von der Zeit ab, allerdings iiber die Funktionen a(t), u(t)
bzw. deren zeitlichen Ableitungen. Diese Abhingigkeiten in der Ausgangssignalableitung
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spielen in den Nulldynamikalgorithmen eine entscheidende Rolle. Daher ist es notwendig
Notation einzufiihren, die diese Zusammenhénge verdeutlicht.

Ausgehend von einem ALS geméf (2.2), wird hier die folgende Schreibweise fiir die Aus-
gangssignalableitungen eingefiihrt:

d d de(x(t)) .

y(t) = yV@) = Y1) = ) = “on(t) (1)

_ Oc(=z(1)

= Do lale() + Bla()u(t)

=t €(z(1), u(t))

= cW(x(t),ut)) 2.4

Mit dieser Schreibweise 148t sich die zweite zeitliche Ableitung ¥(¢) durch

B0 = Y00 = S = el ul)

_ detetutt) | Ocla <>,u<t>> .

- | 8:13(15) (t) (t) (t)

= A afa() + B + 0 a)

= éx(1), u(t),u(t))

= c@(x(t), ut), u(t))

ausdriicken. Damit ist zugleich die Funktion é(x(t), w(t), u(t)) definiert. Generell werden
die Funktionsargumente an den Stellen weggelassen, wo es der Ubersichtlichkeit dient und

keine Verwechslungen zu erwarten sind.

Die soeben eingefiihrte Schreibweise fiir die Ausgangssignalableitung 1488t sich iterativ
fortsetzen, und es folgt fiir die k-te Ausgangssignalableitung die Schreibweise

d d
(k) — (k=1) _ = A(k—1) (k—2) 2
y" =Y 3¢ (@u.ut) (2.7)
_ octtV(x,u,... uk2) . 2 octt V) (x,u,. .., uk?) 4+
8:13 0 afu,(i)

octt=D(x, u,. .., uk"?) <2 0ctD (z, u ulk=2)
. ) Wy ) (i+1)
. L a(e) + Blaju] + Y s
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3 Definitionen der Nulldynamik

Der Begrift Nulldynamik stammt aus der linearen Systemtheorie, in der ein enger Zusam-
menhang zu den Nullstellen der Ubertragungsfunktion eines linearen Systems besteht.
Diese Nullstellen finden sich bei geeigneter Normalform direkt im Zustandsmodell wieder.
Daher beeinflussen sie mafigeblich die Dynamik des Systems, und es entstand der Name
Nulldynamik. Im Gegensatz zu den Polen der Ubertragungsfunktion sind die Nullstellen
invariant gegeniiber einer Ausgangsriickfiihrung (Schwarz 1994:S. 1).

Leider gibt es fiir nichtlineare Systeme keine einheitliche Definition der Nulldynamik,
auch wenn alle Ansitze im Grunde die gleiche Systemeigenschaft beschreiben. Fiir das
Versténdnis der folgenden Definition von Schwarz (1991) ist es unerléBlich, sich vor Augen
zu fithren, dafl die Beobachtbarkeit eines Systems von der Art der Steuerung abhingt.
Wihlt man eine spezielle Zustandsriickfiihrung, so kann es passieren, dafl ein ehemals
vollsténdig beobachtbares System mit dieser Zustandsriickfiihrung zum Teil oder ganz
unbeobachtbar gemacht wird. Die Definition zu diesem Ansatz lautet:

Definition 3.1: (Schwarz 1991) Der durch Zustandsriickfiihrung unbeobachtbar zu ma-
chende Systemteil heifit Nulldynamik des Systems. O

Die nachfolgende Definition von Isidori (1995) schliefit die Definition 3.1 ein, wenn auch
ein scheinbar anderer Grundgedanke Verwendung findet. Bei dem Ansatz ist es wichtig,
diejenigen Anfangswerte aufzufinden, zu denen Stellgréfien existieren, die einen System-
ausgang identisch null bewirken. Das System, eingeschrinkt auf diese Anfangswerte und
diese Stellgroflen, liefert dann die Nulldynamik. Mit differentialgeometrischen Begriffen
148t sich der Sachverhalt durch folgende Definition ausdriicken:

Definition 3.2: Nulldynamik (differentialgeometrisch) (Isidori 1995, Byrnes und
Isidori 1989:S. 438)

Existiert eine Teilmannigfaltigkeit Z* des Zustandsraumes mit den folgenden Ei-
genschaften:

1. ¢(x) =0 VaxeZ*,
2. in jedem Punkt & € Z* existiert eine eindeutige Stellgrofe u*(x(t)) =: u(t) € R™
derart, da8 a(x) + B(x)u*(x) tangential zu Z* ist,

3. Z* ist maximal bzgl. der Eigenschaften 1. und 2. .

Ist u*(x) ferner eine glatte Funktion in @, dann wird Z* Nulldynamikmannig-
faltigkeit genannt. Das System

z=f"(x) =a(x)+ B(x)u'(x) ,xecZ” (3.1)

wird als Nulldynamik des Systems (2.2) bezeichnet. Die Funktion f*(x) heifit
Nulldynamikvektorfeld. a
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Die Nulldynamik eines Systems kann besonders leicht angegeben werden, wenn das System
zuvor einer Koordinatentransformation, wie sie in Isidori (1995:S. 310) angegeben ist,
unterworfen wurde. Eine solche Transformation ist aber fiir groie System (n > 10) oft
zum Scheitern verurteilt (Wey 1998). Selbst wenn eine solche Transformation gelingt, muf}
sie aufwendig riicktransformiert werden, will man das Ergebnis physikalisch interpretieren.
Aufgrund des stark eingeschrinkten praktischen Nutzens wurde auf eine Darstellung der
Koordinatentransformation an dieser Stelle verzichtet, und der interessierte Leser sei auf
die angegebene Literaturstelle verwiesen.

Es ist zum gegenwirtigen Zeitpunkt keine differentialalgebraische Definition der Null-
dynamik aus der Literatur bekannt. Meist wird eine differentialgeometrische Definition
zugrunde gelegt. Eine Formulierung der Grundidee von Isidori (1995), die keine differen-
tialgeometrischen Begriffe enthélt, kann wie folgt aussehen:

Definition 3.3: Nulldynamik (differentialalgebraisch)
Existiert eine Teilmenge Z* C R" des Zustandsraumes mit den Eigenschaften:

1. ¢(x)=0 Ve Z*und

2. es existiert zu jedem & € Z* ein StellgroBenvektor u*(x(t)) =: u(t) € R™ derart,

daB
dk
ist und

3. u*(x) ist eine glatte Funktion in @,

dann wird Z* Nullkern,
z=f"(x) =a(x)+ B(x)u'(x) ,xecZ” (3.3)

Nulldynamik des Systems, die Funktion f*(x) Nulldynamikvektorfeld und
u*(x) ausgangssignalnullende Zustandsrickfiihrung genannt. O

Die differentialgeometrische Definition 3.2 liefert eine, wenn sie denn existiert, eindeutig
bestimmte Nulldynamik, im Gegensatz zur Definition 3.3. Stimmt die Zahl der System-
eingénge nicht mit der Zahl der Systemausgénge iiberein, so kann es mehrere Mengen Z*
und Stellgrofien w*(x(t)) =: u(t) geben, die die Definition 3.3 erfiillen.
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4 Differentialalgebraische Nulldynamikalgorithmen

Ist der differentialgeometrische Nulldynamikalgorithmus von Isidori (1995) aufgrund nicht
erfiillter Voraussetzungen nicht angewendbar, bilden differentialalgebraischen Methoden
oft eine Alternative. Dabei sind dann zur Systembeschreibung lediglich polynomiale oder
rationale Funktionen zugelassen.

4.1 Polynomiale Systeme

Unter einem polynomialen System ist ein Zustandsmodell der Form (2.2) zu verstehen,
bei dem die Funktionen a(x), B(x) und ¢(x) Polynome in @ sind. Polynome sind analy-
tische Funktionen, von daher kann der differentialgeometrische Nulldynamikalgorithmus
von Isidori (1995) prinzipiell polynomiale Systeme untersuchen. Weist das betreffende
System aber eine unterschiedliche Anzahl an Ein- und Ausgangsgrofien auf, kann der dif-
ferentialgeometrische Algorithmus keine Verwendung finden. Eine beliebige Anzahl an
Systemein- und Systemausgingen erlaubt der Nulldynamikalgorithmus von Senger und
Riege (1997). Als einschrinkende Voraussetzung ist zu nennen, dafi in diesem Ansatz nur
Polynome zur Systembeschreibung zugelassen sind. Die Darstellung des Algorithmus und
Anwendungsbeispiele finden sich in Senger und Riege (1997).

Der differentialalgebraische Nulldynamikalgorithmus von Fortell (1995) ist im allgemeinen
keine Alternative zum Nulldynamikalgorithmus von Isidori (1995), da dieser meist nur eine
Teilmenge der Systeme analysieren kann, die mit dem Algorithmus von Isidori (1995)
untersuchbar sind.

4.2 Rationale Systeme

Sind bei einem ALS der Form (2.2) die Funktionen @, B und c rational, soll dieses Mo-
dell rationales System genannt werden. Die physikalische Modellbildung liefert meist
Zustandsmodelle, die auch nichtrationale Funktionen, wie etwa trigonometrische Terme,
enthalten. Gliicklicherweise existieren fiir die Modelle real existierender Anlagen Ersatz-
systeme, die ausschlieBlich rationale Funktionen enthalten (Fliess 1987). Ein Algorith-
mus zur Konstruktion der Ersatzsysteme ist in Polzer (1998) angegeben. Ebenso wie
die Polynome sind auch rationale Funktionen analytisch. Der differentialgeometrische
Nulldynamikalgorithmus von Isidori (1995) kann somit auch rationale Systeme untersu-
chen. Allerdings gilt diese Aussage nur unter der Voraussetzung, dafl die Anzahl der
Systemeinginge mit der der Systemausginge iibereinstimmt. Diese Einschrinkung ver-
hindert die Untersuchung der Nulldynamik fiir eine Vielzahl von Systemen. Auch wenn
das System den Anforderungen geniigt, kann es von Interesse sein, den Systemausgang im
Modell zu erweitern und von diesem erweiterten System die Nulldynamik zu bestimmen.
Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn die Nulldynamik des Systems instabil ist. Denn
wie eingangs erwéhnt, fiihrt eine instabile Nulldynamik bei vielen Regelungskonzepten zu
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Problemen. Durch die Messung zusétzlicher Zustandsgrofien, also eine Erweiterung des
Systemausgangs, ist es aber denkbar, da} die Nulldynamik des so verdnderten Systems
stabil ist. Die Erweiterung des Systemausgangs ist normalerweise nur durch weitere Mef3-
gerite an der realen Anlage mdoglich. Erweitert man aber zunichst den Systemausgang
im Modell, ist es moglich vorab zu entscheiden, ob und fiir welche Zustandsgréfien weitere
Mef3gerite an der realen Anlage Aussicht auf Erfolg beziiglich einer stabilen Nulldynamik
haben.

Der in diesem Abschnitt vorgestellte Nulldynamikalgorithmus ist eine Erweiterung des dif-
ferentialalgebraischen Nulldynamikalgorithmus fiir polynomiale Systeme von Senger und
Riege (1997). Jener weist zwar nicht die Einschrinkung auf die gleiche Anzahl von Ein-
und Ausgangsgrofien auf, li8t aber nur Polynome fiir die Funktionen a(x), B(x) und
c(x) zu. In dem Algorithmus von Senger und Riege (1997) muf} in jedem Iterations-
schritt eine reduzierte Grobner-Basis (Pauer und Pfeifhofer 1988) von den Polynomen
der Ausgangssignalableitung bestimmt werden. Groébner-Basen sind aber nur fiir Poly-
nome definiert. Damit auch rationale Funktionen in der Systembeschreibung zugelassen
sind, muf die Bildung der Grébner-Basen ersetzt werden. Anstelle der Grobner-Basis der
Ausgangssignalableitung wird in dem folgenden Algorithmus direkt die Ausgangssignal-
ableitung weiterverarbeitet. Dadurch entstehen Probleme, die bei der Betrachtung der
Grobner-Basis nicht vorhanden sind, wie z. B. unter- und iiberbestimmte Gleichungssy-
steme. Ferner muf} ein neues Abbruchkriterium gefunden werden. Der nachfolgende Satz
4.2 liefert das Abbruchkriterium fiir den erweiterten Algorithmus. Insgesamt bewirkt die
Erweiterung, dafl jetzt auch rationale Funktionen fiir a(x), B(x) und c(x) zugelassen
sind.

Geméf Definition 3.3 ist es das Ziel des Nulldynamikalgorithmus, einen ausgangssignal-
nullenden Stellgréfenvektor und eine Menge von Anfangswerten derart zu bestimmen,
daf3 der Systemausgang fiir alle Zeiten identisch null ist. Die Grundidee fiir die Realisie-
rung dieses Ziels mit Hilfe des Algorithmus sieht wie folgt aus: Beginnend mit der nullten
Ableitung des Systemausgangs y(t), also y(t) = e(x(t)) selbst, muf} versucht werden, daf}
durch eine Zustandsriickfithrung jede Ableitungsstufe des Systemausgangs identisch null
ist. Dort, wo dies nicht moglich ist, ergeben sich Bedingungen an die Menge der zuldssigen
Anfangswerte.

Es ist offensichtlich, daf im ersten Schritt des Algorithmus ¢(x) = 0 nicht durch eine
Zustandsriickfiihrung erreichbar ist, da ¢(x) nicht von w abhéingt. Damit der Systemaus-
gang aber trotzdem null ist, mufl die Menge M der zuléissigen Zusténde x(¢) € R™ soweit
eingeschrinkt werden, daf e(x) = 0V x© € M, gilt. Die erste Ausgangssignalableitung
hingegen kann von w abhéingen:

i) = Seta) = %55 an = 202D la(w(n) + Be®)u)

= é(z(t), u(t) .
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Alle Groflen, die nicht durch eine Zustandsriickfithrung nullbar sind, ergeben Bedingungen
an die Menge der zuldssigen Zustdnde, d.h. die anfangs definierte Menge M, C R"
verkleinert sich zu M. Insgesamt mufl die Ausgangssignalableitung, restringiert auf M,
sowie die Zustandsriickfiihrung identisch null sein. Der Systemausgang wird so lange
abgeleitet und auf die eben geschilderte Weise untersucht, bis keine neuen Bedingungen
an die Zustandsmenge mehr hinzukommen. Denn dann kann die k-te Ausgangssignal-
ableitung, restringiert auf die Zustandsmenge Mj_;, durch eine Zustandsriickfiihrung
genullt werden.

Um entscheiden zu kénnen, ob ein Element der k-ten Ausgangssignalableitung durch eine
Zustandsriickfithrung nullbar ist oder ob dieses Element Bedingungen fiir die Anfangs-
werte liefert, wird zunéchst die (nichtdifferentielle) Korpererweiterung

R{u, y)[z] / Rz] (4.1)

eingefithrt. R(w, y)[x] ist ein differentieller Korper, der alle rationalen Funktionen so-
wie alle zeitlichen Ableitungen in w,y und alle rationalen Funktionen in @ enthilt.
Der Ausdruck @ la8t sich durch [a(x) + B(x)u] ersetzen. Dadurch ist es moglich je-
de zeitliche Ableitung %m(t) iiber ein Substituieren von @ als Funktion von & und
u® (i€ {1,...,k —1}) auszudriicken. Somit gilt

d* d*

et Tyt € Rwy)lel, ¥ ke N, (42)

Da der differentielle Kérper R{u, y)[x] per Definition auch ein nichtdifferentieller Kérper
ist, kann (4.1) als (nichtdifferentielle) Kérpererweiterung interpretiert werden.

Fiir jede Ableitungsstufe des Ausgangssignals ist, durch eine geeignete Wahl der Anfangs-
werten und eines entsprechenden Stellgroflenvektors die Beziehung

dk

@y(t) = c®(z,u,...,u* V)=0 (4.3)

sicherzustellen. Die Elemente der Ableitungsstufen der Gleichung (4.3), welche keine Stell-
groflen enthalten, ergeben Bedingungen an die Menge der Anfangswerte. Die eingefiihrte
Korpererweiterung dient als Hilfsmittel, um festzustellen, ob die Ausgangssignalableitung
durch den StellgroBenvektor nullbar ist. Die beiden folgenden Félle konnen auftreten:

(i) Ist %yi(t) (i € {1,...,p}) algebraisch abhingig iiber R[z], so 1Bt sich dieses
Element der Ausgangssignalableitung nicht mit dem Stellgrofienvektor nullen, und
aus der Forderung (4.3) ergeben sich Bedingungen an die Menge der Anfangswerte.

(ii) Eine notwendige Bedingung fiir die Bestimmung der ausgangssignalnullenden Zu-
standsriickfithrung ist, daf %yi(t) (1 € {1,...,p}) algebraisch unabhéngig iiber
Rlx| ist. 0

Ein kurzes Beispiel soll diesen Sachverhalt veranschaulichen:
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Beispiel 4.1: Es sei als Teil eines ALS das Gleichungssystem

Y1 =3
4.4
und s = o + ug (4.4)
gegeben. Die Frage, ob g; (i = 1,2) algebraisch abhéngig iiber R[] ist, hingt gemé&f
Definition C.5 von der Existenz der Polynome P;(7;) = Z?:o oyl , o € Rz,
7y ist algebraisch abhéngig iiber R[z|, da ein Polynom P; mit

Pi(j) = o3 -9 +(=1)- 97 =0 (4.5)
ER[z] €R[z]

existiert. Es liegt also der Fall (i) vor. Da nach Gl. (4.3) §; = 0 gelten soll, folgt
aus Gl. (4.4) fiir die Anfangswerte: x3 = 0.

72 ist algebraisch unabhéngig iiber R[z], denn es gilt u; ¢ R[x|, daher kann es kein
Polynom P, der Form

k

Py(p) = Y o, o €Ra]k €Ny, mit (4.6)
=0

Py(jn) = 0 (4.7)

und mindestens einem Koeffizienten a; # 0 geben. Somit liegt hier der Fall (ii) vor.
Nach Gl. (4.3) soll wieder g, = 0 gelten. Die daraus folgende Zustandsriickfiihrung
ergibt fiir u; die Funktionsvorschrift u, () = —z3(¢).

Fordert man, da8 3 = 0 und u(¢) = —x3(t) sein muB, so ist die Gleichung (4.3)
fiir £ =1 erfiillt. O

Die Frage, wann der Systemausgang identisch null ist, ist eng mit der Frage verbunden,
nach welcher Ableitungsstufe des Systemausgangs geniigend Informationen iiber die not-
wendigen Anfangswerte und Stellgroflen vorliegen, damit alle weiteren Ableitungsstufen
identisch null sind. Aus diesem Ansatz 148t sich ein Abbruchkriterium ableiten.
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Fiir den in diesem Abschnitt noch zu formulierenden Nulldynamikalgorithmus kann als
Abbruchbedingung der folgende Satz Verwendung finden:

Satz 4.2: Es sei ein ALS der Form (2.2) mit rationalen Funktionen a(x(t)), B(x(t)) und
c(x(t)) gegeben. Ferner sei M C R*,U C C®°(R,R™) und k£ € N. Gelten die

Voraussetzungen
p 47 (k—3) k—j—1 ,
dlc
)(m7u77uk_1)|$€/\/l,u€u = 0 und

(ii) @mmeM,ueu = cl*

(iii) M ist die groBtmogliche Menge an Anfangswerten, die (i) erfiillt,

dann ist der Systemausgang des ALS fiir £y € M und u € U identisch null, d.h. es
gilt

y(t)=0. (4.8)

Beweis: Nach (ii) ist es moglich, die k—te Ausgangssignalableitung durch eine Stellgrofie
u € U mit Anfangswerten o, € M zu nullen, ohne weitere Bedingungen an die
Anfangswerte stellen zu miissen. Da ferner nach (iii) M die grofite Menge von
Anfangswerten repriisentiert, fiir die die ersten (k — 1) Ausgangssignalableitungen
durch eine Zustandsriickfiihrung identisch null verbleiben, stellt %y(tﬂme Mouel
eine Funktion dar, die von der Zeit ¢ abhéngt; diese Funktion ist konstant. Leitet
man die konstante zeitabhidngige Funktion wiederum nach der Zeit ab, so ergibt sich
erneut eine Funktion, die identisch null ist. Somit gilt

drti ‘
W’!Ame/\/uueu =0,VieN. (4.9)

Dies, zusammen mit der Voraussetzung (i), liefert die gewiinschte Beziehung

d .
iYleermucu =0, VieN, (4.10)

und daraus folgt die Behauptung: y(t) = 0 fiir x € M und u € U. O

Der nachfolgende Satz liefert die Aussage, daf} die k-te Ausgangssignalableitung, einge-
schriankt auf die notwendigen Anfangswerte und Stellgréfien, nur von & und w abhéngt.
Somit konnen sich keine Forderungen an % ergeben. Die notwendigen Anfangswerte und
StellgroBen ergeben sich aus der Forderung, daf§ die ersten (k — 1) Ausgangssignalablei-
tungen identisch null sein sollen. Benotigt wird dieser Satz im anschliefflend formulierten
Nulldynamikalgorithmus.
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Satz 4.3: Es sei ein ALS der Form (2.2) mit rationalen Funktionen a(x(t)), B(x(t)) und
c(x(t)) gegeben. Ferner seien My C R*, U, C C*(R,R™) und k¥ € N mit den
Eigenschaften, daf§ die Mengen M und U absteigend sind, d.h. M1 C My und
U1 C Uy gelten fiir alle £ € N. Des weiteren sei die Beziehung

c(k_l)(ma u,..., u(k_Q)) |13€Mk71,u€uk71 = 0 erfiillt.
d
Unter diesen Voraussetzungen héngt T [c(k’l)(aj, u,..., u(k*Z))|ueuk,1] nur
rEM_q
von  und u ab.

Beweis: Induktionsanfang: Die Menge M werde so bestimmt, dafl

c(x) = 0 genau dann gilt, wenn & € M, ist. (4.11)
Die Mengen M, und U; definieren sich iiber die Forderung

c'(a:,u)|meM0 éOfﬁI‘Q’JEMOﬂM1 , u € U. (412)

Setzte M := MynN M, .
o¢(x,u) 0¢(x,u) .
oz ou
Zu zeigen ist, dafl é(x, w, @) |perm, uey, nicht von @ abhingt, was erfiillt ist, wenn
0¢(x, u) ,
au reMi,ucll
Diese Aussage wird iiber eine Widerspruchsannahme bewiesen:
0é(x,u)
ou

Es ist é(z,u,u) = l[a(z) + B(x)u] +

Annahme: # Oy fiir mind. ein Paar € € My, u € U;.

reM,uel;

¢ (x, u)

=3Jie{l,....,p}Aje{l,...,m} mit
3uj

leemy wer, 7 0 fiir mind.
ein Paar x € My, u € U;.

= ¢(2, u)|gemy uey, # 0 fiir mind. ein Paar € M;, u € U, was einen
Widerspruch zu (4.12) darstellt!

= ¢é(x, U, W) |gem; we, hdngt nicht von 4 ab.

Induktionsannahme: Die Behauptung sei fiir (k — 1) € N richtig, d.h. fiir

(@, u, o w ) e, ey =0 st
d

= [C(k—l)(% u,..., u(k_Q))|u€Uk—1]

dt TEM 1

nur von  und w abhéngig.

Induktionsschritt: Unter der Voraussetzung

c(k) (m7 u7 R ] ’u’(kil)) |12€Mk,u6uk = 0 (413)

.. d _
gilt: T [c(k)(a:, u,...,ulk 1))|ueuk]

ist nur von & und uw abhéingig.
reEMy
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Beweis des Induktionsschrittes.:

d _
T [c(k)(a:, u,... u® 1))|ueuk] =
B k:l:GIMk
ock) — dc®)
—_ (7+1) _
= 5 la(z) + B(x)u] + e =
- J=0 . rEM  uEU),
9k ! [9e®)
L 89: rEM .  wEU), j= au J rEM uEU,
oc'k)
Die Behauptung des Induktionsschrittes ist erfiillt, wenn % gleich
a’U,] rEM  uEU),

der Nullmatrix 0,x, ist.

Nach Induktionsannahme héngt c(k)‘me/\/tk wey, Ur von x und u ab, da die

Teilmengenbeziehungen My C My_; und U, C Uy_, gelten.

dck)
w = Oy fiir j=1,...,k—2
au J TEM  WEU,
ock)
Jetzt bleibt lediglich noch zu zeigen, dafl w = 0, gilt.
u TEM , uEUy
ock)
Annahme: w # 0,5y, fiir mindestens ein Paar
u TEM  uEY,
T € My, u €lU. e
octH
=3Jie{l,....p}ANje{l,...,m} mit 8—1:|weMk,ueuk # 0 fiir mind. ein
j

Paar ¢ € My, u € U,.
= cgk)|meMk,ueuk # 0 fiir mind. ein Paar @ € My, u € U, im Widerspruch
zur Voraussetzung (4.13)!
oc®) (z, u)
:> - =~ =~ 7
ou

= | perm, wew, hingt nur von x und u ab.

= 0p><m
TEM  uEU,

Damit ist der Satz 4.3 bewiesen. O

Mit den eben ausgefiihrten Grundideen kann ein Nulldynamikalgorithmus formuliert wer-
den, der nach einem Initialisierungsschritt iterativ die Schritte k.1 bis k.3 so lange durch-
lauft, bis die in £.3 (k € N) angegebene Abbruchbedingung erfiillt ist:

Initialisierungsschritt O:

0.1 Definiere Uy := C*°(R,R™) und bestimme die Menge M, := {x € R"|c(z) = 0} .
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Iterationsschritt & > 1:

k.1 Setze einen StellgroBenvektor uw aus Uy_; in die (k — 1)-te Ausgangssignalableitung

k.2a

ein und leite diese anschlieBend erneut nach der Zeit ab. Dieser Vorgang soll so
verstanden werden, daf§ alle u; , (i € {1,...,m}), fiir die eine Funktionsvorschrift
bereits ermittelt wurde, durch diese in der (k£ — 1)-ten Ausgangssignalableitung zu
ersetzen sind. Alle anderen u; werden als noch freie zeitabhéingige Funktionen mit-
gefithrt. Ist z. B. die Menge U; = {u € C*°(R,R™) | ug = x4} und é¢(x, u) = uz+uy,
so ergibt die eben erwihnte Substitution é(x, w)|yey, = x4 + uy. Dieser substitu-
ierte Ausdruck ist nun nach ¢ abzuleiten (im ersten Iterationsschritt beinhaltet U
alle denkbaren Stellgroien, deshalb kénnen keine w; , (i € {1,...,m}) substituiert

werden):

d e (k2)

&(c (z,u,...,u Nuctt_,) =

ac(kfl) k—2 ac(kil) .
=, i)
( — (a(z) + B(z)u) + Z IR (4.14)
=0 wEU 1

Die k-te Ausgangssignalableitung mit u € U, 1 von (4.14) wird auf M, restrin-
giert. Anschliefend sind alle Elemente Cgk)|meMk,1,ueuk,1 (¢ =1,...,p) auf ihre

algebraische Abhéngigkeit iiber R[z| hin zu iiberpriifen. Die daraus resultierenden
Bedingungen fiir die Anfangswerte und die Stellgroflen schranken die Mengen M4
und U, weiter ein. Diese eingeschrinkten Mengen wiederum definieren Mj und
U,,. Setze dafiir

d

_(c(kfl)(m, U,..., ’U,(k72)) |ueuk1):|

5 (4.15)

é(x,u,. .., uf V)=
reEMp_1

Dabei hingt ¢ nach Satz 4.3 formal nicht von den zeitlichen Ableitungen der Stell-
grofle ab, d.h. es existiert eine Darstellung

é(z,u,...,u" V) =[fi(z,u),..., f(z,u)" (4.16)
mit rationalen Funktionen fi,..., f,.
Bestimme des weiteren die Menge aller Indizes {i1,...,4} =: Iy, fiir die

fi(x, u) algebraisch abhéngig iiber Rlxz| Vi€ Z; (4.17)

ist. Anschlieflend wird die Menge aller Indizes {7i,...,j;} =: Jj, fiir welche

fi(x,u) algebraisch unabhéngig iiber Rjz] V j € Ji (4.18)
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ist, ermittelt. Es sei angemerkt, dafl die Aussagen

kil < p,
yUJ, = {1,...,p} und (4.19)
LN, = 0

fiir alle £ € N gelten.

k.2b Ist die Indexmenge Z, leer, so existieren in diesem Schritt keine Funktionen, die

k.2c

iiber R[x] algebraisch abhéngig sind. Deshalb kommen in diesem Teilschritt keine
Bedingungen fiir die Menge der Anfangswerte hinzu. Aus diesem Grund ergibt sich

My, = My . (4.20)

Fahre im Fall einer leeren Indexmenge Z;, mit dem Schritt k.2¢ fort.

Ist die Indexmenge Zj, nicht leer, miissen die Nullstellen der iiber R[z] algebraisch
abhingigen Funktionen f; , (i € Zj) berechnet werden, d.h. die Gleichungen

sind nach x aufzultsen, und die gefundenen Nullstellen definieren die Menge
M, = {a: € R*|fi(z, u) = 0, ieIk}. (4.22)

Da fi(x,u) fiir i € 7} algebraisch abhingig iiber R[x] ist, hingt f; nicht explizit
von u ab. Falls das Gleichungssystem (4.21) unterbestimmt ist, ist der komplette
Algorithmus mehrfach anzuwenden. Es mufl dann jeweils eine andere Losung von
(4.21) an dieser Stelle Verwendung finden.

Sollte eine der Indexmengen Z, oder J, leer sein oder M) = R™ gelten, so kann
dieser Teilschritt {ibersprungen werden.

Die Menge M stellt die Menge der zuléssigen Anfangswerte dar, die eine Nullung
der Ableitungen des Systemausgangs bis zur Stufe £ — 1 ermdglichen. Diese Menge
von Anfangswerten wird durch M, ggf. weiter eingeschriinkt. Die Restriktion von
fi (4 € Ji) auf M, kann dazu fiihren, daB die im vorherigen Schritt noch trans-
zendenten Funktionen nicht mehr algebraisch unabhéingig iiber R[x] sind. Das ist
z. B. der Fall, wenn in M, die Bedingung x5 = 0 enthalten und fo(x, u) = x3us+ x5
ist. Denn dann ergibt fo(x, )|, = 0+ 25 und kann somit keine Bedingung fiir
die Stellgrofie liefern.

Es ist jetzt moglich, dal J; auch Indizes von iiber R[x] algebraisch abhingigen
Funktionen enthélt. Aus diesem Grund muf} die Indexteilmenge Z;, C J;, fiir die

fi(®,u) |4 x4, algebraisch abhéngig iiber Rlz] Vi€ T (4.23)
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k.2d

ist, ermittelt werden.
Falls die Indexteilmenge 7, leer ist, fahre mit Schritt k.2d fort.

Ansonsten miissen, wie im Schritt k.2b, wieder die Gleichungen
fil@, u)|peps, =0 i €Ty (4.24)

nach x aufgelost werden. Diese Losungen definieren eine weitere Hilfsmenge M,
durch

My, == {a: € R |fi(@,u)|yepq, =0, i € ik} . (4.25)
Die Hilfsmenge M, aus (4.22) wird durch

./\Elk = Mk N Mk;

4.2
Mk = Mk ( 6)

weiter eingeschrinkt. Im Falle eines unterbestimmten Gleichungssystems (4.24) ist
wie im Schritt k£.2b zu verfahren.

Da 7, nicht leer ist, enthiilt 7, auch Indizes von Funktionen f; (i € Zy), die iiber
R[] algebraisch abhéngig sind. Daher wird die Indexmenge J} durch

T = T\,
. 4.27
N[B! (4.27)

verkleinert, um wieder zu gewéhrleisten, dafl J; nur die Indizes der Funktionen
fi(®, u)| o, enthilt, die iiber Rlz] algebraisch unabhingig sind.
Dieser Schritt k.2¢ muf nun so lange wiederholt werden, bis Z, die leere Menge

ergibt.

Ist die Menge Jj leer, so existieren keine iiber R[x| algebraisch unabhéngigen Funk-
tionen, und somit sind auch keine neuen Bedingungen fiir den Stellgréflenvektor
ermittelbar. In diesem Fall dndert sich die Menge der Stellgroflenfunktionen nicht:

Z/{k = Z/{k,1 . (428)

Falls J; die leere Menge représentiert, fahre mit k.2e fort.

Die Nullstellen der iiber R[] algebraisch unabhiingigen Funktionen f; (j € J) er-
geben Anforderungen an den Stellgréflenvektor durch das Auflésen der Gleichungen

fj(mau)|me./\/lk_1ﬂ,/\;(k = 07 ] S jlc (429)
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k.2e

nach u. Die gefundenen Losungen von (4.29) kénnen von x abhingen. Sofern
Losungen von Gl. (4.29) existieren, ist die Definition einer Hilfsfunktion » : R* —
R™ durch

fi(®, )| peps, o, =0 fiir u=r(z), jel (4.30)

immer moglich. Liefert Gl. (4.29) ein unterbestimmtes Gleichungssystem, ergeben
sich mehrere Moglichkeiten fiir die Wahl der Funktion r(x). Der komplette Algo-
rithmus sollte dann mehrfach angewendet werden, wobei an dieser Stelle jeweils eine
andere Losung von (4.29) zur Bestimmung von r(x) zu wihlen ist. Ist das Glei-
chungssystem (4.29) aufgrund einer Uberbestimmtheit nicht 16sbar, so kann dieses
Problem durch weitere Bedingungen an die Anfangswerte gel6st werden. Dann muf
eine Hilfsmenge M, C R* derart gewihlt werden, daf

fj($7u)|a:6/\/lk,1ﬁ/\;lkﬁ/\;lk = 07 j € jk (431)

nach u aufgelost werden kann. Wie eben beschrieben, definieren die Losungen fiir
u die Hilfsfunktion r : R* — R™. Ist diese Vorgehensweise nicht eindeutig, muf3 der
komplette Algorithmus mehrfach durchlaufen werden.

Durch die Hilfsfunktion 7 sind weitere Anforderungen an die ausgangssignalnullende
Stellgrofle spezifizierbar:

Uy = {u e C(R,R™)| u(t) = r(a:(t))}. (4.32)

Die Menge der moglichen Stellgréfien Uy, schriankt sich ggf. damit weiter ein:

Z/{k = Z/{kfl N Z/N{k . (433)

Die Menge der Anfangswerte M} wird durch

My i= My, N My, (4.34)
bzw. falls (4.29) iiberbestimmt ist, via

My = My_1 N M, N My, (4.35)
gef. weiter eingeschrinkt. Insgesamt geht daraus

fi(m’u”(a:EMk,uGL{k):O Vie{l,...,p} (4.36)

hervor, d.h. die k-te Ausgangssignalableitung ist fiir © € M} mit einer Zustands-
riickfiihrung w € Uj, gleich null.
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k.3 Der Algorithmus kann nach Satz 4.2 abgebrochen werden, wenn keine neuen Bedin-
gungen an die Anfangswerte in dieser Ableitungsstufe hinzugekommen sind, d.h.
wenn

My = My (4.37)

eine wahre Aussage darstellt, ansonsten fihrt man mit Schritt £.1 fort.

Ist die Abbruchbedingung (4.37) erfiillt, sind alle Elemente der Nulldynamik be-
kannt. Bei der Bestimmung des Nullkerns Z* miissen zwei Fille unterschieden wer-
den, zum einen den Fall, daf§ das analysierte System ein Ersatzsystem (vgl. Polzer
(1998)) ist, zum anderen, dafl ein unverdndertes “Originalsystem“ den Gegenstand
der Untersuchung darstellt. Im Falle eines Ersatzsystems sind die Anfangswerte der
“neuen“ Zustandsgrofien bereits festgelegt und schrinken daher den Nullkern Z*
weiter ein. Dies geschieht folgendermafien:

Es sei o die Anzahl der “neuen“ Zustandsgréfien um die das “Originalsystem  er-
weitert wurde (vgl. Polzer (1998:S. 4) ) . Ferner werde mit n die “urspriingliche“
Dimension des Zustandsmodells bezeichnet (dabei gilt: n = 0+n ). Die Berechnung

der Anfangswerte erfolgt nun iiber die, zum Ersatzsystem gehorende Substitution
(vgl. Polzer (1998:S. 7))

Ty (t) =1i(z1(t), ..., xn(t) , F=1,...,0 (4.38)
durch
Tirj(to) = ri(@i(to),. . xalto)) » J=1,...,0
Ti44,0 - (439)

Die Menge der zuldssigen Anfangswerte muf} in diesem Fall iiber

M= MpN{z €R" | 54 = Tirjo, j=1,...0} (4.40)
eingeschrinkt werden.
Im Falle eines Ersatzsystems ergibt sich damit der Nullkern Z* zu

Z = M, (4.41)
ansonsten wird der Nullkern durch

Z* = M, (4.42)

festgelegt.
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Als ausgangssignalnullende Zustandsriickfithrung w*(x(t)) =: w(¢) kann ein Element
der Menge Uy, also der Menge der ausgangssignalnullenden Stellfunktionen gew&hlt
werden:

u*(x(t)) = u(t) € Uy . (4.43)
Mit diesen Grofien kann das Nulldynamikvektorfeld f*(a) mittels

f(x) =a(x)+ B(x)u*(x) ,xecZ” (4.44)
berechnet werden, woraus sich direkt die Nulldynamik des Systems

z=f"(x) ,xecZ (4.45)

ergibt. a
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5 Anwendungsbeispiel

Um eine Vergleichsmoglichkeit mit dem Nulldynamikalgorithmus von Isidori (1995) und

dem von Senger und Riege (1997) zu geben, wird hier ebenfalls das System

[z, ] [ 1 0]
Ty I3 T2
. U
r = Ty |+ 0 1 [ 1]
Uz
Ty Ty To
I3 ] L 1 1 ]
=: a(x) =: B(x)
y = [.7)1,372]
=: c(z)

analysiert.

Der hier neu vorgestellte Nulldynamikalgorithmus beginnt mit einem
Initialisierungsschritt 0. :
Z/{[) = COO(R, RQ) )

M, = {z R | c(z)=0}
= {(L‘ER5|1'1:0,IL'2:0}.

Es folgt der Iterationsschritt 1:
d oc

11 le@la) = oo la@) + B@)u)
- [n)l A
Ty r3 T2 U2
1.2a: Setze
L [0 [ 0w
dt u € Uy r e M, |y x5 0 Uy
_ [ owm ]
- L L4 + r3Uy
=: ¢(z,u)
—. [ fl(mau) :|
‘ L f2(m7u) ‘
Bestimme die Menge aller Indizes {iy, ..., 4} =: Z;, fiir die

fi(x,u) algebraische abhingig iiber Rjx| V i € Z;

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.6)
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ist. Da f; und f; explizit von u; abhéngen, sind beide Funktionen iiber R[z| alge-
braisch unabhéngig. Aus diesem Grund gilt:

Z, = 0 und
T {1,2} .

1.2b: Die Indexmenge J; ist leer, daher wird
My =My={xcR |z, =0z, =0} (5.9)

gesetzt. Der Rest von diesem Teilschritt kann iibersprungen werden.

1.2c: Das Gleichungssystem

fi(®, W)lpertornis, = 0, J€T={12} (5.10)

U1 =0
& 5.11
{x4+x3u1 = 0 (5.11)

ist nach w aufzulgsen. (5.11) stellt ein {iberbestimmtes Gleichungssystem dar. Somit
muB eine Hilfsmenge M; C R® derart gewihlt werden, da das Gleichungssystem
(5.11), eingeschrinkt auf & € M, nach w auflosbar ist. Als sinnvolle Wahl fiir die
Menge M, ergibt sich sofort

M ={zeR |z, =0}, (5.12)

denn damit ist

f] ($7 u) |wEMoﬁ./\~/l1ﬁM1 = 0 j € ‘71 = {17 2} (513)
U1 =0

& 5.14

{ r3u; = 0 ( )

nach u auflosbar. Aus (5.14) folgt : uy; = 0. Diese Losung definiert die Hilfsfunktion
r:R> — R? durch

file, )| pentoritying, = 0 firu=r(x) undjeJi={1,2}. (5.15)

Dabei besitzt die Hilfsfunktion r die Gestalt:

m@:{o]. (5.16)

Ug
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In (5.14) ist ug nicht explizit enthalten, daher bleibt uy eine nicht ndher bestimmte
variable Grofle in der Funktionsbeschreibung von . Mittels der Hilfsfunktion = ist
ein Anforderung an die Menge der Stellgréf8en bekannt:

U = {uecC®RR*|ut)=r(x)}
= {u e C*R,R* | u(t) =0} . (5.17)

Die Menge der moglichen Stellgréfien schrinkt sich damit erstmals ein:

Z/{l = Z/[() N 2;{1
= {u e C°R,R?) | ui(t) =0} . (5.18)
1.2e: Durch
M1 = M() N Ml N Ml (519)
= {mER5 | T :071'2:071'4:0} (520)

wird die Menge der Anfangswerte M weiter eingeschriankt.

1.3: Die Abbruchbedingung
M = M, (5.21)
ist noch nicht erfiillt, denn
Mi={xeR |21=0,20=0,2y =0} #{x € R® | 21 = 0,1, = 0} = M, . (5.22)
Aus diesem Grund folgt ein weiterer Iterationsschritt.

2.1: Setze einen Stellgroflenvektor w aus U; in die erste Ausgangssignalableitung ein und
leite diese anschlieflend erneut nach der Zeit ab:

wCeonen) = G [0 A)[0]) e
_ { T4 + Tty ] |

, (5.24)
Ty + ToUs + T4 + Tous|ug + Tty

2.2a: Die 1. Ausgangssignalableitung, mit u € U;, wird auf M, restringiert und definiert
die Funktion é¢:

0
r e M - L 5 ]
=: ¢&(z,u) (5.25)
[ fl(a:,u)] .
| fo(z, )

d .
Ec(mau”’u, e U
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Die beiden Funktionen f; und f; sind {iber R[x] algebraisch abhéngig (vgl. Defini-
tion B.11). Daraus ergibt sich direkt, da} die Indexmenge Z, die Indizes von beiden
Funktionen enthéalt, d. h.

7, = {1,2}. (5.26)
Da Z. U J, = {1,2} und Z, N J> = 0 grundsitzlich gilt, folgt fiir 7, sofort:

Jo = 0. (5.27)

& { 0 = 8 (5.28)

sind nach & aufzulosen. In diesem Fall ergibt sich die Menge
My :={xz e R | fi(w,u) =0,i € T,}
direkt zu

My ={x c R |15 =0} . (5.29)

2.2c: Da die Indexmenge J5 leer ist, iiberspringt man diesen Teilschritt und fihrt mit
2.2d fort.

2.2d: Dieser Teilschritt wird ebenfalls iibersprungen, da die Indexmenge 7> leer ist.

2.2e: Die Menge der Anfangswerte wird durch

M2 = Ml ﬂMz
= {z€R |2,=0,29=0,74 = 0,25 = 0} (5.30)

weiter eingeschriankt.
2.3: Da die Abbruchbedingung
My =M,
mit

My= {ZeR |2, =0,20=0,04=0,25 =0} #
{CL’ER5|"L'1:0,1'2:0,1'4:0} = Ml (531)

noch nicht erfiillt ist, schliefit sich ein weiterer Iterationsschritt an.
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3.1: Setze einen Stellgrofenvektor u aus Uy = {u € C*(R,R? | uy(¢t) = 0} in die 2. Aus-
gangssignalableitung ein und differenziere diese erneut nach der Zeit:

dr.
e é(@,u)ly ey, | = (5.32)

Ty + Tous + (T4 + ToUg)us + Toliy

) . (5.33)
T3 + U2 + (IL’4 + IL'Q’LLQ)UQ + ToUo + (1‘5 + IL'Q’LLQ)UQ + 1‘4U2+
(4 + Toug)us + 2Toustliy + (T4 + Touo )ty + Talis
3.2a: Diese Ausgangssignalableitung mit w € Uy wird auf M, restringiert:

i, u) - | 0

dt ’ UEUQ $EM2 - _IL'3+’LL2
= é(x,u) (5.34)
— [ fl (CB, ’U,) :|

L f2 (CB, u)

Nur die Funktion f;(x,u)(= 0) ist iiber R[x] algebraisch abhéingig. Daher folgt fiir
die Indexmenge Zj:

Ty = {1} . (5.35)

Hieraus erhiilt man sofort, daf nur fo(x, u)(= x3 + ug) iiber R[z] algebraisch un-
abhingig ist. Somit bestimmt sich die Indexmenge 75 zu:

Js = {2} . (5.36)

3.2b: Es ist die Gleichung

fl(CL',’U,) = 0 s 2613:{1}
& 0 =0 (5.37)

nach & aufzulosen. Da diese Gleichung immer erfiillt ist, ergeben sich keine Bedin-
gungen fiir . Aus diesem Grund folgt fiir die Menge M:

M = {zeR | fi(x,u) =0,i € T;}
= {zecR |0=0}
= R . (5.38)

3.2c: In der Menge M, sind keine Bedingungen fiir die Anfangswerte enthalten

(Mk = %), somit kann dieser Teilschritt {ibersprungen werden.
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3.2d: Die Gleichung

fj(mau)|$€M2ﬂM2 =0, jeF={2}

ist nach w aufzulésen. Die Losung (uy = —x3) definiert die Hilfsfunktion

r: R> — R? {iber
fj(az,u)|m e Mo My — 0, jeFB={2} fir u=r(x

zu

ro(x) = —13 . (5.40)
Die Funktion 7 (x) = w; kann und braucht nicht nidher bestimmt zu werden, da
(5.39) nicht von u; abhéngt. Mit der Hilfsfunktion = sind jetzt weitere Anforderun-
gen an die Stellgrofien spezifizierbar:

Us := {u € C°(R,R? | ug(t) = ra(t)) = —x3(t)} . (5.41)

Die Menge der moglichen Stellgréfien schriankt sich damit weiter ein:

Z/{g = Z/[Qﬂdg
= {uec C®RR? | u =0,us(t) = —5(t)} . (5.42)

3.2e: Die Abbruchbedingung
M; = M, (5.43)
ist erfiillt. Deshalb terminiert der Algorithmus an dieser Stelle.
Der Nullkern Z* ist gleich M3, d. h.
Z'={x €R |z, =0,29 = 0,24 = 0,25 = 0} . (5.44)
Als ausgangssignalnullende Riickfiihrung kann ein Element aus U; gew#hlt werden:

u*(x(t)) =u(t) € Us (5.45)
= u(x(t) = [

0
N a0
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Mit diesen beiden Groflen berechnet sich das Nulldynamikvektorfeld f*(x) tiber

f(z)=a(z)+ B(z)u'(z) , zc€z*

zu
o]l [1 0] [0 ]
0 z3 0 0 0
fr(x) = 0 |+] 0 1 {_ }: — 15 . xeZt.  (547)
0 0 0 i 0
| w3 _1 1_ i 0 |

Die Nulldynamik des Systems setzt sich aus den drei soeben bestimmten Groéfien

zusamimen:
t = F'(z) , xzeZ
- o
0
& & =|-13| , ze{zeR |z, =0,29=0,2,=0,25=0}. (5.48)
0
= 0 =

Dieses Ergebnis stimmt mit dem von Isidori (1995) (S. 304) und dem von Senger
und Riege (1997) (S. 18) iiberein. Die Nulldynamik (5.48) des Systems (5.1) ist
stabil. Anschaulich formuliert heifit das folgendes: Wenn die eigentliche Regelung
nur dafiir sorgt, dal der Systemausgang [z1, x| null ist und Anfangswerte x, aus
Z gewéhlt werden, so ergibt sich ein stabiles Systemverhalten. Der unbeobachtbare
Teil des Systems ist also auch stabil.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Die Nulldynamik ist eine wesentliche Systemeigenschaft, die besonders fiir Systeme von
Interesse ist, die durch eine Ausgangsriickfiihrung zu regeln sind. Anschaulich gesprochen
beschreibt die Nulldynamik das innere“ dynamische Systemverhalten, wenn ein System-
ausgang, der identisch null ist, das Ziel der Regelung darstellt. Die Nulldynamik gewihrt
also einen Einblick in das dynamische Verhalten der nicht gemessenen Systemzustinde.

Ist die Nulldynamik bekannt, lassen sich Aussagen iiber die Stabilitéit treffen. Folgen-
de Regelungsstrategien kénnen bei instabiler Nulldynamik zu einem instabilem System
fithren:

e Modellfolgeregelung,
e Adaptive Regelung,
e Exakte Ein-/ Ausgangslinearisierung und

e High Gain Regelung.

Im Falle einer instabilen Nulldynamik ist es hiufig hilfreich, den Systemausgang im Modell
zu erweitern und von diesem erweiterten System die Nulldynamik zu bestimmen. Mit
weiteren Zustandsgroflen am Systemausgang ist es ndmlich moéglich, dafl die Nulldynamik
des so verinderten Systems stabiles Verhalten zeigt. Auf diese Weise 1483t sich vorab
entscheiden, ob und fiir welche Zustandsgréflen weitere Mef3gerdte an der realen Anlage
Aussicht auf Erfolg beziiglich einer stabilen Nulldynamik haben. Die eben beschriebene
Erweiterung des Systemausgangs ist nur mit einem Nulldynamikalgorithmus moglich, der
eine unterschiedliche Dimension der Systemein- und -ausginge zulaf3t.

Die derzeit relevanten Algorithmen zur Bestimmung der Nulldynamik mit ihren wesent-
lichen Eigenschaften sind:

e Ein differentialgeometrischer Nulldynamikalgorithmus von Isidori (1995), welcher
analytische Systeme mit linear eingehender Steuerung (ALS) untersuchen kann.
Die Systeme miissen allerdings die gleiche Anzahl an Systemein- und -ausgéingen
besitzen. Deshalb ist eine Erweiterung des Systemausgangs mit diesem Algorith-
mus nicht analysierbar. Diesen Algorithmus haben Essen und Jager (1992) fiir das
Computer-Algebra-System MaPLEQ V RELEASE 3 programmiert, was eine auto-
matisierte Anwendung zulafit.

e Der differentialalgebraische Nulldynamikalgorithmus von Fortell (1995) geht auf
Ritt (1950) zuriick. Dieser fordert ebenfalls die gleiche Anzahl an Systemein- und
-ausgingen. Auflerdem sind zur Systembeschreibung lediglich Polynome zugelassen.
Somit ist der Algorithmus auf wesentlich weniger Systeme anwendbar als der von
Isidori (1995).
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e Mit dem differentialalgebraischen Nulldynamikalgorithmus von Senger und Riege
(1997) sind Systeme analysierbar, die eine beliebige Anzahl an Ein- und Ausgangs-
groflen aufweisen. Das stellt eine Erweiterung gegeniiber dem Algorithmus von
Isidori (1995) dar. Es ist allerdings eine zusétzliche Voraussetzung notwendig: Zur
Systembeschreibung sind lediglich Polynome zugelassen.

Dieser Bericht stellt einen neuen, differentialalgebraischen Nulldynamikalgorithmus vor,
der eine beliebige Anzahl an Systemein- und -ausgidngen behandeln kann. Zur System-
beschreibung sind rationale Funktionen zugelassen. Verglichen mit dem Algorithmus von
Senger und Riege (1997) ist somit eine groBere Systemklasse analysierbar. Systeme, deren
Beschreibung nichtrationale Funktionen erfordern, lassen sich analysieren, wenn ein Er-
satzsystem vorliegt, welches den Anforderungen der Differentialalgebra geniigt. Konkret
heiflt das, dafi die Ersatzsysteme nur rationale Funktionen beinhalten diirfen. In Polzer
(1998) findet sich ein Algorithmus zur Bestimmung solcher Ersatzsysteme.

Zur Verdeutlichung der Arbeitsweise des hier neu vorgestellten Nulldynamikalgorithmus
wird ein nichtlineares System untersucht, welches auch bei Isidori (1995) und Senger und
Riege (1997) Gegenstand der Analyse ist. Das System ist ein akademisches Beispiel, es
veranschaulicht aber die Funktionsweise des Algorithmus besser als ein komplexes reales
System.

Um die Nulldynamik mit Hilfe eines Rechners zu berechnen, ist eine Programmierung des
Nulldynamikalgorithmus von Senger und Riege (1997) und dessen Erweiterung unumgéng-
lich. Dazu bieten sich besonders Computer—Algebra—Systeme, wie MATHEMATICA® oder
MapLE© an, da sie Gleichungen symbolisch verarbeiten konnen. Diese Programmie-
rung bildet den Gegenstand eines weiteren Berichts. Da das Computer—Algebra—System
MaPLE© nicht abwértskompatibel ist, ist der von Essen und Jager (1992) programmierte
Nulldynamikalgorithmus von Isidori (1995) nicht mit der derzeit aktuellen Maple—Version
(MAPLE© V RELEASE 5) anwendbar. Um den Algorithmus von Isidori (1995) auch mit
der aktuellen Maple—Version automatisiert zu verwenden, ist das Programm von Essen
und Jager (1992) anzupassen. Allerdings kommt diese Anpassung einer Neuprogrammie-
rung gleich, was ebenfalls Gegenstand einer weiteren Arbeit ist.
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A Funktionsklassen

In diesem Bericht finden glatte, analytische und rationale Funktionen Verwendung;:

Definition A.1: Glatte Funktionen Isidori (1995:S. 471)

(i) Es sei A eine offene Teilmenge des R” und f : A — R eine Funktion. Die
Funktion f wird glatt genannt, wenn alle partiellen Ableitungen beliebiger
Ordnung existieren und stetig sind.

(ii) Es sei A wieder eine offene Teilmenge des R” und g : A — R™ eine Funktion
mit g(x) = [g1(x), ..., gm(z)]". Die Funktion g wird glatt genannt, wenn alle
Funktionen g¢;, (i = 1,...,m) glatt sind. Die Menge aller glatten Funktionen
wird mit C* bezeichnet. O

Definition A.2: Analytische Funktionen Isidori (1995:S. 471)

(i) Die Teilmenge A der R" sei offen und f: A — R eine Funktion. Die Funktion
f wird analytisch genannt, wenn f eine glatte Funktion ist und es fiir jeden
Punkt xy € A ein Umgebung U derart gibt, daf§ die Taylorreihe von f fiir alle
x € U gegen f konvergiert.

(ii) Es sei A wieder eine offene Teilmenge des R” und g : A — R™ eine Funktion
mit g(x) = [g1(x), ..., gm(x)]". Die Funktion g wird aenalytisch genannt,
wenn alle Funktionen g¢;, (i = 1,...,m) analytisch sind. O

Definition A.3: Rationale Funktionen Stocker (1993:S. 106)

Funktionen, die sich durch endlich viele Additionen, Subtraktionen, Multiplikatio-
nen und Divisionen in den unabhéngigen Variablen x beschreiben lassen, werden
rationale Funktionen genannt. O
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B Grundlegende Begriffe der Algebra

Grundlage fiir die differentialalgebraischen Nulldynamikalgorithmen bilden sowohl die Al-
gebra als auch die Differentialalgebra. Aus beiden Gebieten werden jedoch nur relativ
elementare Begriffe und Zusammenhinge verwendet. Es ist allerdings unerldfilich, die
bendtigten Begriffe einzufithren. Da die Algebra Gurndlage der Differentialalgebra ist,
werden in diesem Abschnitt zunfichst einige Begriffe der Algebra definiert.

Definition B.1: (Meyberg 1980:S. 19) Ein Paar (H, o), bestehend aus einer nichtleeren
Menge H und einer assoziativen inneren Verkniipfung o auf H, heifit Halbgruppe.

O

Definition B.2: (Meyberg 1980:S. 26)
(i) Ein Paar (G, -) heifit eine Gruppe, wenn gilt:
(G1) : (G, -) ist eine Halbgruppe,
(G3) : in G gibt es ein neutrales Element e,
(G3) : zu jedem a € G gibt es ein b € G mit ba = e.
(ii) Eine Gruppe (G, -) heiit abelsch oder kommutativ, wenn ab = ba VYV a,b € G
gilt. O

Definition B.3: (Meyberg 1980:S. 105) Ein Tripel (R, +,-), bestehend aus einer nicht-
leeren Menge R und inneren Verkniipfungen

+ :RxR— R, (z,y)—~z+y, (Addition) und
:RxR— R, (x,y)— x-y, (Multiplikation),

heifit ein Ring, wenn gilt:

(Ry) : (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

(Ry) : (R,-) ist eine Halbgruppe.

(R3) : Fiir alle z,y, 2 € R gelten die Distributivgesetze.
Hierbei stehen iiblicherweise 0 fiir das neutrale Element bez. der Addition und 1 fiir
das neutrale Element bzgl. der Multiplikation. a

Definition B.4 (Fortell 1995:S. 74)

(i) Ein Kérper K ist ein kommutativer Ring mit Einselement 1 # 0, in dem fiir
alle a € K mit a # 0 ein ¢ € K derart existiert, dafl a - ¢ = 1 gilt.

(ii) Als Korper mit Charakteristik Null wird ein Korper bezeichnet, fiir den
kein p € N mit
p
Y v=0, Wwek (B.1)
i=1

existiert. O
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Definition B.5 (Meyberg 1976:S. 10) Eine nichtleere Teilmenge L eines Korpers K heifit
Unterkérper von K, wenn L beziiglich der in K gegebenen Operationen selbst ein
Korper ist. O

Definition B.6 (Meyberg 1976:S. 12) Ist L ein Unterkorper des Korpers K, dann heif3t
K Koérpererweiterung iiber K, und wir schreiben (K/L). O

Die mehrdimensionalen Polynome seien hier nicht, wie in der Algebra sonst iiblich, ein-
gefiihrt, sondern so wie bei Fortell (1995). Dieser Ansatz ist wesentlich anschaulicher und
fiir die Nulldynamikuntersuchung vo6llig hinreichend.

Definition B.7 (Fortell 1995:S. 74) Ein Monom m in den Variablen xy,..., z, ist ein
Produkt

m(xy, ..., xy) =2 wy? oo mit oy € Nyyi ={1,...,n}. (B.2)

O

Definition B.8 (Fortell 1995:S. 74) Ein Polynom p in den Variablen zq,...,z, mit
Koeffizienten aus einem Ring K ist eine endliche Linearkombination von Monomen:

p(T1, ..., xy) = Z Qay,an L7 057 Xy (B.3)

Dabei ist Gq,...0, € K und o; € Ny fiir i = {1,...,n}. O
Definition B.9 Die Polynome in den Variablen z,...,x, bilden iiber einem kommu-
tativen Ring R mit Einselement ebenfalls einen Ring, welcher durch R(zy,...,x,)
gekennzeichnet wird. O

Definition B.10 (Meyberg 1976:S. 15) Es sei K/L eine Korpererweiterung.

(i) Ein Element a € K heifit algebraisch iiber L, wenn es ein von Null verschie-
denes Polynom p € K(z) gibt mit p(a) = 0.

(ii) Ein Element a € K heifit transzendent iiber K, wenn es nicht algebraisch
ist. O

Definition B.11 (Fortell 1995:S. 75) Es seien fi,..., f € K und K eine Korperer-
weiterung von L. Die Elemente f; (i = 1,...,m) werden algebraisch abhingig
iiber L genannt, wenn ein von null verschiedenes Polynom p € L(zy,...,z,,) mit
p(f1,- -+, fm) = 0 existiert. Ansonsten werden die Elemente f; (i =1,...,m) alge-
braisch unabhdngig iiber L genannt. a
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Definition B.12 (Fortell 1995:S. 76) Es sei K/L eine Korpererweiterung und U C K
derart gegeben, dafl alle Elemente von U iiber L algebraisch unabhéngig sind. Die
maximale Anzahl an Elementen, die U unter dieser Bedingungen enthalten kann,
wird Transzendenzgrad von K/L genannt (kurz: Trg K/L). Besitzt U die
maximal mégliche Anzahl an Elementen, so wird U Transzendenzbasis von K /L
genannt. Ist Trg K/L endlich, so wird K/L endlich erzeugt genannt, und falls Trg
K/L = 0 ist, so nennt man K /L algebraische Korpererweiterung. O

Satz B.13 (Meyberg 1976:S. 55) Fiir jede Korpererweiterung K/L existiert eine Trans-

zendenzbasis B.
O

Satz B.14 (Meyberg 1976:S. 55) Existiert in einer Korpererweiterung K /L eine endli-
che Transzendenzbasis B = {by,...,b,}, dann hat jede andere Transzendenzbasis
ebenfalls n Elemente. O

Die auf diesen algebraischen Begriffen aufbauende Differentialalgebra ist im néchsten Ab-
schnitt zusammengefaf3t dargestellt.



C Grundlegende Begriffe der Differentialalgebra 36

C Grundlegende Begriffe der Differentialalgebra

In den fiinfziger Jahren hat der Mathematiker Ritt (1950) die Differentialalgebra mit der
Intention erschaffen, ein Werkzeug zu kreieren, welches die gleiche Rolle fiir Differenti-
algleichungen spielt wie die Algebra fiir algebraische Gleichungen. Mitte der achtziger
Jahre wurde von Fliess die Bedeutung der Differentialalgebra fiir die nichtlineare Kon-
trolltheorie entdeckt. Seitdem haben sich eine Reihe von Wissenschaftlern mit dieser
Thematik beschiftigt, so dafl mittlerweile ein umfassender Teil der systemtheoretischen
Zusammenhénge bei nichtlinearen Systemen mit Hilfe der Differentialalgebra beschreib-
bar ist. Der Nulldynamikalgorithmus benétigt jedoch nur elementare Begriffe und Zu-
sammenhinge der Differentialalgebra. Eine ausfiihrlichere Einfiihrung in die Differenti-
alalgebra findet sich z. B. bei Ritt (1950), Fliess (1988), Wey und Svaricek (1995) und
Wey (1992). Die Differentialalgebra geht bei der Systembeschreibung von Ein-/ Aus-
gangsdifferentialgleichungen aus, welche rational beziiglich ihrer Argumente sein miissen.
Aus diesen Ein-/ Ausgangsdifferentialgleichungen kann ein Zustandsmodell gebildet wer-
den. Bei der physikalischen Modellbildung geht man normalerweise in der umgekehrten
Reihenfolge vor. Die notwendigerweise rationalen Ein-/ Ausgangsdifferentialgleichungen
stellen fiir die Modelle real existierender Anlagen keine Einschriankung dar, da sie ggf. in
ein entsprechndes Modell transformierbar sind (Fliess 1987).

Definition C.1 (Fliess 1987:S. 114) Ein differentieller Ring R ist ein kommutativer

d
Ring mit Einselement 1 # 0 und einer Ableitung T R— R, aw— d_;l = q, fiir die

gilt:
d .
&(a+b) = a+b €R, Va,b € R und
; (C.1)
&(ab) — ab+ab €R, VabeR.
O

Definition C.2 (Fliess 1987:S. 114) Ein differentieller Kdorper K ist ein Korper mit

einer Ableitung - K—K,a— d_? = q, fiir die gilt:

i(a+b) — a+b €K, VabeK und

dt
d (C.2)
E(ab) — ab+ab €K, Vabek.

O

Definition C.3 (Fortell 1995:S. 85) Ist der differentielle Korper L eine Teilmenge des
differentiellen Korpers K, so wird K differentielle Korpererweiterung von L
genannt und mit K /L bezeichnet. O
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Definition C.4 (Fortell 1995:S. 85) Es sei ein differentieller Koérper K gegeben. Ein
differentielles Polynom in x mit Koeffizienten aus K ist ein Polynom, das von
x,%,... abhiingt. Die Menge aller differentiellen Polynome in z wird mit K{z}
bezeichnet. Analog héngt ein differentielles Polynom in xi,...,z, auch von allen
zeitlichen Ableitungen der z; (i = 1,...,m) ab. O

Definition C.5 (Fortell 1995:S. 85) Es sei K/L eine differentielle Korpererweiterung.
v € K wird differentiell algebraisch iiber L genannt, wenn ein differentielles
Polynom P € L{z} (# 0) mit der folgenden Form existiert:

P(v,o,...0%) =0, ieN. (C.3)

Ist v nicht differentiell algebraisch iiber L, so wird v differentiell transzendent
tiber L genannt. a

Definition C.6 (Fortell 1995:S. 86) Seien fy,..., f,, € K und K/L eine differentielle
Korpererweiterung. Die Elemente fi, ..., f,, werden differentiell algebraisch
abhdngig iiber L genannt, wenn ein von null verschiedenes differentielles Polynom
P e L{zy,..., oy} mit

P(f17f17'"f1(i1)7"'7fm7fm7"'7f7’(I;;m)) :0 ; 7;17"'77:m 6 NO (C'4)
existiert. Ansonsten werden die Elemente fi,..., f,, differentiell algebraisch
unabhdngig iiber L genannt. a

Definition C.7 (Fortell 1995:S. 86) Es sei K/ L eine differentielle Kérpererweiterung und
U C K derart gegeben, daf} alle Elemente von U iiber L differentiell algebraisch un-
abhéngig sind. Die maximale Anzahl an Elementen, die U unter diesen Bedingun-
gen enthalten kann, wird differentieller Transzendenzgrad von K/L genannt
(diff. Trg K/L). Besitzt U die maximal mogliche Anzahl an Elementen, so wird U
differentielle Transzendenzbasis von K/L genannt. Ist diff. Trg K/L endlich,
so wird K/L endlich erzeugt genannt. Gilt diff. Trg K/L = 0, so nennt man K/L
differentiell algebraische Korpererweiterung. a

Definition C.8 (Fliess 1988:S. 138) Als differentieller Rang p* wird der differentielle
Transzendenzgrad der differentiellen Korpererweiterung K (y)/K bezeichnet. O

Bemerkung C.9 Der differentielle Rang p* entspricht gerade der Anzahl der voneinan-
der unabhéngigen AusgangsgréBen y; (i =1,...,p). 0

Satz C.10 (Wey und Svaricek 1995:S. 166) Fiir den differentiellen Rang p* gilt:
p* < min(m,p). (C.5)

O
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Satz C.11 (Fliess 1988:S. 138) Fiir lineare zeitinvariante Systeme entspricht der diffe-
rentielle Rang dem Rang der Ubertragungsmatrix. a

Definition C.12 (Fliess 1989, Wey 1996:S. 14) Ein nichtlineares Ein-/Ausgangs-
system X entspricht einer differentiellen Korpererweiterung K(u,y)/K(u), die
differentiell algebraisch ist. a

Satz C.13 (Fliess 1988:S. 141) Die minimale Dimension einer Zustandssystembeschrei-
bung 7, von einem nichtlinearen Ein-/Ausgangssystem entspricht dem (nichtdif-
ferentiellen) Transzendenzgrad der Korpererweiterung K (u,y)/K (u).

Nmin = 179.K{u,y)/K(u) . (C.6)

O



