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1 Einleitung

Fiir viele Regelungskonzepte ist die Frage nach dem Stabilitdtsverhalten der Nulldyna-
mik entscheidend. Liegt eine instabile Nulldynamik vor, ist z. B. die exakte Ein-/ Aus-
gangslinearisierung, die Modellfolgeregelung und die High—Gain-Regelung nur sehr ein-
geschrinkt oder gar nicht verwendbar. Da eine instabile Nulldynamik nicht durch eine
Ausgangsriickfiihrung kompensierbar ist (Kailath 1980, Schwarz 1979), miissen in so einem
Falle andere Konzepte, wie sie z. B. bei Schwarz und Senger (1999) und Benvenuti u. a.
(1993) angegeben sind, Anwendung finden. Dies begriindet die Berechnung und Untersu-
chung der Nulldynamik eines inversen Pendels in dem vorliegenden Bericht. Im Fachgebiet
MeB3-, Steuer- und Regelungstechnik der Gerhard-Mercator-Universitdt GH Duisburg exi-
stiert der in Bild 1.1 abgebildete Versuchsstand Inverses Pendel. Im Gegensatz zu diesem
Priifstand bieten viele technische Systeme nicht die Moglichkeit, alle relevanten System-
zustinde wie z. B. Position, Druck, Winkel, Geschwindigkeit mefltechnisch zu erfassen.
Diese Systemzustdnde beeinflussen zwar das dynami-
sche Verhalten, stehen aber als Mefigrofle nicht di-
rekt zur Verfiigung. Daher gibt es bei der Modellbil-
dung meist einen Systemausgang, welcher nur die ge-

messenen Systemzustinde enthilt. In diesem Bericht
steht am Systemausgang lediglich der Pendelwinkel
zur Verfiigung. Ahnlich der Aufgabe eines Jongleurs

soll hier die Regelung fiir ein senkrecht bzw. aufrecht
stehendes Pendel sorgen, d. h. der Systemausgang soll '{
null sein. Diese Eigenschaft ist charakteristisch fiir
die Struktureigenschaft ,Nulldynamik®. Die Nulldy-
namik liefert Einblicke in das dynamische Verhalten Bild 1.1: Versuchstriger Inver-

der ,inneren®, also nicht gemessenen Systemzusténde. ses Pendel

Konkret heifit das, dal Aussagen iiber das dynamische

Verhalten der nicht gemessenen Zustandsgrofle ,,Schlittenposition® formulierbar sind. Dies
klart z. B. auch die Frage, ob die Messung der Schlittenposition beziiglich einer Stabili-
sierung des Systems erforderlich ist oder nicht.

Der Bericht gliedert sich wie folgt: Im Abschnitt 2 ist die verwendete Definition der
Nulldynamik wiedergegeben. Grundlage der Bestimmung der Nulldynamik ist der Null-
dynamikalgorithmus von Isidori (1995), welcher sich im Abschnitt 3 findet. Die kon-
krete Berechnung ist im Abschnitt 4 angegeben. In diesem Abschnitt findet auch die
Gegeniiberstellung mit dem gemessenen Verhalten des Priifstandes statt. Der Bericht
schlieft mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick.
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2 Definitionen der Nulldynamik

Der Begrift Nulldynamik stammt aus der linearen Systemtheorie, in der ein enger Zusam-
menhang zu den Nullstellen der Ubertragungsfunktion eines linearen Systems besteht.
Diese Nullstellen finden sich bei geeigneter Normalform direkt im Zustandsmodell wieder.
Daher beeinflussen sie mafigeblich die Dynamik des Systems, und es entstand der Name
Nulldynamik. Im Gegensatz zu den Polen der Ubertragungsfunktion sind die Nullstellen
invariant gegeniiber einer Zustandsriickfiihrung (Schwarz 1994:S. 1). Durch die Wahl von
speziellen Zustandsriickfithrungen 148t sich bei vielen Systemen die Beobachtbarkeit des
Systems beeinflussen. Dieser Ansatz, die Verdnderung der Beobachtbarkeit, fiihrt zu der
Definition:

Definition 2.1: (Schwarz 1991) Der durch Zustandsriickfiihrung unbeobachtbar zu ma-
chende Systemteil heifit Nulldynamsik des Systems. a

Zur Analyse der Nulldynamik mit dem hier wiedergegebenen Algorithmus von Isidori
(1995) ist es notwendig, dal das mathematische Modell in Form eines Differentialglei-
chungssystems vorliegt und sich insbesondere durch ein analytisches System (AS)

Tag: a(t) = flx(t),u(t) ; @ =ax(l)

y(t) = h(=(t)) . z(t) ER™ ;u(t) ER™ ;y(t) € RP (2.1)

mit den analytischen Funktionen f(x(¢),w(t)) und h(x(t)) eine hinreichende Approxima-
tionsgiite erzielen 1:ft.

Im weiteren bilden analytische Systeme mit linear eingehender Steuerung (ALS)

Yars: @(t) = a(x(t)) + B(x(t)u(t) ;xo=x(t)

y(t) = C(Clﬁ(t)) ;Cl!(t) cR» ;u(t) c R™ ;y(t) cRP (2.2)

die zu analysierende Systemklasse. Die Funktionen a, B und ¢ miissen analytisch in
sein. Nach Lévine (1997) 148t sich jedes analytische System der Form (2.1) in ein analyti-
sches System mit linear eingehender Steuerung gemif (2.2) transformieren. Aus diesem
Grund stellt die Betrachtung von Systemen der Form (2.2) keine Einschrinkung dar. Die
sich anschliefende Definition der Nulldynamik von Isidori (1995) beinhaltet die Definition
2.1, wenn auch ein scheinbar anderer Grundgedanke Verwendung findet. Bei dem Ansatz
ist es notwendig, diejenigen Anfangswerte aufzufinden, zu denen Stellgrofien existieren,
die einen Systemausgang identisch null bewirken. Das System, eingeschrankt auf diese
Anfangswerte und diese Stellgréfen, liefert dann die Nulldynamik. Mit differentialgeome-
trischen Begriffen 148t sich der Sachverhalt durch nachstehende Definition ausdriicken:
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Definition 2.2: Nulldynamik (Isidori 1995, Byrnes und Isidori 1989:S. 438)

Existiert eine Teilmannigfaltigkeit Z* des Zustandsraumes mit den folgenden Ei-
genschaften:

1. ¢(x)=0 VaxezZ*,

2. in jedem Punkt & € Z* existiert eine eindeutige Stellgrofie u*(x(t)) =: u(t) €
R™ derart, dal a(x) + B(x)u*(x) tangential zu Z* ist,

3. Z* ist maximal bez. der Eigenschaften 1. und 2. .

Ist w*(x) ferner eine glatte Funktion in @, dann wird Z* Nulldynamikmannig-
faltigkeit genannt. Das System

z=f"(zr)=a(x)+ B(x)u'(r) ,xeZ” (2.3)

wird als Nulldynamik des Systems (2.2) bezeichnet. Die Funktion f*(x) heifit
Nulldynamikvektorfeld. a
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3 Differentialgeometrischer Nulldynamikalgorithmus

Mit dem differentialgeometrischen Nulldynamikalgorithmus von Isidori (1995) sind ana-
lytische Systeme mit linear eingehender Steuerung (vgl. (2.2)) analysierbar, wobei jedoch
eine wichtige Einschrinkung vorhanden ist: Die Eingangsgrofie w(t) € R™ und die Aus-
gangsgroBe y(t) € RP miissen die gleiche Dimension besitzen, d. h. es mufl m < p gel-
ten. Folgender Ansatz liegt dem Algorithmus zugrunde: Zunéchst gilt es, die Teilmenge
My C R" des Zustandsraumes derart zu bestimmen, dafl der Systemausgang fiir alle
x € My null ist, d.h. e¢(x) =0V & € M,. Da die Drift a(x) des Systems (2.2) fiir  aus
M meist einen Ausdruck ungleich null darstellt, ergibt & ohne das Eingreifen einer Steue-
rung einen von null verschiedenen Ausdruck. Der Systemzustand a verdndert sich also,
wodurch die Forderung nach einem Systemausgang c(x) identisch null evtl. nicht mehr
gilt. In den folgenden Iterationsschritten des Algorithmus werden daher die Zusténde
bestimmt, die keine Verletzung des Systemausgangs identisch null verursachen. Fiir die
Zustandsmannigfaltigkeiten gilt: My D M; D ... D M. Der Systemausgang iden-
tisch null bleibt erhalten, wenn entweder die Drift a(x) des Systems durch eine Stellgrofie
kompensierbar ist oder die aus @ resultierenden Systemzustéinde x die Bedingung fiir die

Ausgangsgrofie y(t) = c(x(t)) = 0 nicht verletzen. Ist die Abbruchbedingung des Al-
gorithmus erfiillt, ergibt sich die Nulldynamik des Systems durch das auf die Zusténde
x € M und die zur Kompensation notwendige Stellgréfie eingeschrénkte System. Im fol-
genden sind die einzelnen Schritte des differentialgeometrischen Nulldynamikalgorithmus
dargestellt.

Iterationsschritt 1:

1.1: Die Jakobimatrix J(e, ) habe in einer Umgebung Uy C R" um x, den konstanten
Rang sq.

1.2: Wihle eine Matrix Sy € R®*? derart, daB8 ¢o(x) := Spe(x) genau sy linear un-
abhéngige Zeilen fiir alle x aus U, aufweist.

1.3: Bestimme M, := {x € R"|c(x) = 0}
und setzte M§ := MyN Uy = {z € Uy|eo(x) = 0}.

1.4: Die zeitliche Ableitung des Systemausgangs wird gebildet:

y = Lgeco(z) +Lpeo(z)u (3.1)
= Lgco(x) + [Lp,co(x), ..., Ly, co(x)|u .

1.5: Die nidchste Mannigfaltigkeit M ergibt sich durch die Forderung, dafl M; alle
x € M enthalten soll, fiir die das Gleichungssystem

Laoco(z) + Lpeg(x)u =0 (3.3)
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nach u auflésbar ist. Die Berechnung von M findet, falls der Algorithmus nicht
terminiert, im Schritt k.2 statt.

Es habe Lpcy(x) fiir alle € M den konstanten Rang ry. Falls rp = m erfiillt ist,
endet der Algorithmus, und die Nulldynamikmannigfaltigkeit Z* ergibt sich dann
zu

Die ausgangssignalnullende Zustandsriickfiihrung w*(2(¢)) =: w(t) erhélt man in
diesem Fall als Losung der nach u aufgelosten Gleichung

(Laco(a:) + LBcg(:c)u>

P 0; (3.5)
das Nulldynamikvektorfeld f*(x) errechnet sich durch
f () =a(x) + B(x)u(x), ©ec2Z". (3.6)
Damit ergibt sich die Nulldynamik
z=f"(x) ,xecZ". (3.7)
Gilt rg < m, fihrt der Algorithmus mit dem Teilschritt 1.6 fort.
1.6: Der Losungsraum von
vLpeg(x) =0 , x € Mj (3.8)

hat die konstante Dimension sy — ro. Die Matrixfunktion Ry(x) € R(so—70)x50 jst
derart einzufiihren, daf sie in einer Umgebung U, C U, um x, glatt in « ist und in
jedem Punkt x € U, den Losungsraum von (3.8) aufspannt. Insbesondere gilt dann

Ry(z)Lpey(x) =0 Yaxe MiNU,. (3.9)

Damit die Gleichung (3.3) erfiillt sein kann, muff Ry(x)Laco(x) = O gelten. Fiir
diesen Ausdruck wird dementsprechend die Abkiirzung

Py(x) ;= Ro(x)Lgco(x) (3.10)

eingefiihrt, die im néchsten Iterationsschritt Verwendung findet.
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Iterationsschritt k, k > 2:

k.1: Die Umgebung Ui_; C R” um = ist so zu wihlen, dafl der Rang der Jakobimatrix
J ([;’;‘;] ,a:) fiir @ € Uj_; konstant bleibt. Der Rang nimmt dann den Wert

k-1
Cr—2
Rang [ J <[ ],a:) = E S; (3.11)
( Ppe— zeUp_y i=0

an und definiert damit s, ;. Jetzt wird eine Matrix Sy ; derart gew#hlt, daf

Si_1Pr_2(x) genau si_; unabhingige Zeilen besitzt und damit

o1 (@) = { S:’f;k_Q] (3.12)

(S0 + ...+ sk_1) unabhingige Zeilen aufweist.
k.2: Berechne die Menge
Mkfl = {iB & ]Rn|ck,2(a:) = 0, dikfg(iﬂ) = 0} (313)
und definiere damit

(,;71 =M1 NU,_; = {iB € Uk,1|ck,2($) =0, dikfg(il?) = 0} . (314)

k.3: Die zeitliche Ableitung von ¢ 1 () ist zu bestimmen und gleich null zu setzen:

d !
G 1(@(1) = Lace1(@) + Lpcia(@)u = 0. (3.15)

Als (konstanten) Rang der Matrix Lpeg_1(x) setze

rg—1 := Rang (Lpeg—qi(x)), fire e Mj_, . (3.16)

k.4: Der Algorithmus terminiert, wenn die Abbruchbedingung
re_1 = m (3.17)
erfiillt ist. Die Nulldynamikmannigfaltigkeit Z* ergibt sich dann zu
Zr =M. (3.18)

Die ausgangssignalnullende Zustandsriickfiihrung u*(x(t)) =: w(t) erhélt man in
diesem Fall als diejenige Stellgréfie u, welche eine Losung der Gleichung

(Lack_l(a:) + LBck_l(a:)u>

=0 (3.19)

xreZ*
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darstellt; das Nulldynamikvektorfeld errechnet sich durch

f (x) =a(z) + B(x)u*(x), ¢ Z*. (3.20)
Daraus resultiert die Nulldynamik

z=f"(x) ,xecZ". (3.21)
Gilt r_1 < m, so wird der Algorithmus mit k.5 fortgesetzt.

k.5: Der Losungsraum aller v der Gleichungen

yLpep_1(x) =0 , ¢ € Mj_, (3.22)
hat die konstante Dimension sq + ...+ Sp_; — 7x—1. Die Matrixfunktion
Ry 1(z) € R(s0FFsk-1=Tk-1)x(s0+Fsk-1) ist 50 einzufithren, daf sie in einer Um-
gebung Uy | C Ui_; um =z, glatt in x ist und in jedem Punkt & € U, ; den

Losungsraum von (3.22) aufspannt. Insbesondere gilt dann

Rk,1($)LBCk,1($) =0 Vxe Mi—l N ﬁk,1 . (323)

Damit die Gleichung (3.15) erfiillt sein kann, mufl Ry ;(x)Lacy 1(x) = O gelten.
Die Matrix Ry 1 148t sich dabei mit folgender Struktur wéhlen:

R, , O ]
R, | = . 3.24
o { P.» Qi (3:24)
Mit dieser Wahl von R;,_; ist die neue Funktion &;_; als
Dy = Py sLgcp o(x) + Qi 2LaSk 1P 2(x) (3.25)

definierbar.

Fahre mit dem Schritt k.1 fort. O
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4 Nulldynamik des inversen Pendels

Im Fachgebiet Mef3-, Steuer- und Regelungstechnik der Gerhard-Mercator-Universitét
Duisburg existiert der Versuchsstand Inverses Pendel (vgl. Bild 4.1). Das invertierte
Pendel ist ein instabiles System, d. h. ohne eine Regelung der Schlittenposition kippt
die Pendelstange nach unten. Um das Pendel aufrecht zu halten, kann der Schlitten, an
dem der Pendelfulpunkt angebracht ist, in einer Dimension (d. h. nach links und rechts)
verfahren werden. Kippt das Pendel nach links, muf} sich auch der Schlitten nach links
wieder unter das Pendel bewegen, um ein Herunterkippen der Pendelstange zu verhin-
dern. Um eine zu grofle Belastung der Anlage zu vermeiden, stellt eine Notabschaltung
den Elektromotor ab, sobald der Schlitten zu nah an die Anschlige kommt.

Bild 4.1: Versuchsstand Inverses Pendel

Die Ansteuerung des Elektromotors zur Positionierung des Schlittens erfolgt {iber einen
PC. Aus diesem Grund ist es moglich, die unterschiedlichsten Regelungskonzepte mit re-
lativ geringem Aufwand umzusetzen. Der Winkel und die Schlittenposition lassen sich
direkt messen und weiterverarbeiten. Ob und inwiefern die Meflwerte in die Regelung
einflieflen, bleibt dem Anwender iiberlassen. Die Analyse der Nulldynamik soll sich auf
ein System beziehen, bei dem lediglich der Pendelwinkel die zu regelnde Grofle darstellt.
Deshalb findet zwar die Messung und Speicherung der Schlittenposition statt, diese Zu-
standsgrofle hat aber keine Auswirkungen auf die Regelung.
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4.1 Modellbeschreibung

In dem schematischen Versuchsaufbau (Bild 4.2) sind die auftretenden physikalischen
Krifte eingetragen.

Js,mp g

Bild 4.2: Skizze des Versuchsaufbaus

Mit den Zustandsgrofien

x1(t) = x(t) Schlittenposition,

xo(t) = @(t) Schlittengeschwindigkeit,
x3(t) = p(t) Pendelwinkel und

x4(t) = $(t) Winkelgeschwindigkeit

148t sich das inverse Pendel, wie im Anhang B hergeleitet, durch ein Zustandsmodell der
Form
z(t) =a(z(t)) + B(z(t)u(t) =) eRyu(t)eR
y(t) = c(z(t)) y(t) eR

beschreiben. Darin sind

(4.1)

X2

JK1 K2 T JFT(:L.Q) fR Ty COS(Ig) .
Rarg?>m%a?  mp?a? mp a + g cos(ay) sin(zs) mp a

J

mp? a?

J 42 sin(z3)

— cos(x3)?

X4

K| K F, i
B fr T4 K1 Ky cos(x3) B cos(x3) Fr(x2) _ 142 cos(as) sin(zs) + gsin(x3)
mp2 a? Rary2mpa mpa mpa
J

2

5 — cos(r3)?
a |

mp
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0

J K,

mp2 a?

Ra 9 mp? a? ( - cos(x3)2>

B(z) := und (4.2)
0

K cos(z3)

Rargmpa | —5— — cos(x3)?
mp-a

c(x(t)) = z3(t) .

Im ersten Unterabschnitt findet jetzt der Nulldynamikalgorithmus von Isidori (1995) An-
wendung. Der zweite Unterabschnitt gibt die Mefiplots der realen Anlage wieder und

vergleicht das Ergebnis des Nulldynamikalgorithmus mit dem gemessenen Verhalten des
inversen Pendels.

4.2 Differentialgeometrische Berechnung

Der im Abschnitt 3 beschriebene Algorithmus von Isidori (1995) beginnt mit:

1.1: Bestimme eine Umgebung Uy um x, so, dafl die Jakobimatrix J (¢, ) den konstanten
Rang s, fiir alle € U hat:

Rang(J(c,z)) =Rang ([0 0 1 0])=1 VzeR

4.3
= TUy=R* A sy=1. (4.3)

1.2: Fiir alle ¢ € Uy soll ¢y(x) := Spc(x) mit einer Matrix Sy € R¥*P genau s, linear
unabhiingige Zeilen aufweisen. Da sy = 1 ist, stellt Sy := 1 € R'*! eine zuliissige
Wabhl dar.

=c(x) =1 c(x) =23 . (4.4)

1.3: Berechne Mj := {xz € R* | ¢(x) = 0}
= M, = {a: € R4 | r3 = 0} (45)
= Mg I:M00U0:{$€R4 |JZ‘3:0}

1.4: Ableitung des Systemausgangs

y= Laco(xr) + Lpe(x) - u

4.7
= 9= Ty + 0 - U . ( )
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1.5: Es ist 7y := Rang(Lpcg(x)) = Rang(0) =0 V x € R*.
Die Abbruchbedingung ist somit noch nicht erfiillt, da ry =0 < 1 = m ist.

1.6: Der Losungsraum der Gleichung
vLpeg(x) =0, x € Mj (4.8)

hat die konstante Dimension sq — rp = 1.

Wiihle als Matrixfunktion Ry(x) € R(so—m0)xs0 = RIx1
Ry(z) =1, (4.9)
damit definiert man

Qy(x) := Ro(x)Laco(x) = 24 . (4.10)

Aufgrund der noch nicht erfiillten Abbruchbedingung mufl der Algorithmus fortgesetzt
werden.

2.1: Die Umgebung U; C R” um xy, muf} fiir alle ® € U; einen konstanten Rang der
Jakobimatrix J ([g’o] ,a:) liefern.

s (7 (2] )|, )= ([5 4 0 §]) e

:>U1:R4 AN s1=1.

Die Matrix S ist so zu wihlen, da8 S;®y(x) genau s; unabhéngige Zeilen aufweist.
Da s; = 1 ist, stellt S} := 1 € R'*! ein zuliissige Wahl dar.

= ci(z) == {ngbo} - [Z] . (4.12)

2.2: Die Berechnung der Menge

My :={z e R | ¢(x) =0, Oy(x) = 0} (4.13)
liefert

My ={zecR" |23=0, 2, =0} (4.14)
und damit

T=MNU={xeR |z3=0x,=0}. (4.15)
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2.3: Die Funktion ¢;(x(t)) nach der Zeit ableiten und gleich null setzen:

d !
Ecl(w(t)) = Lgci(z) + Lpei(z)u =0
_ . -
K K F, . '
—~0= |_ f321'42 _ 1 21‘; COS(Ig) _ COS(IL’g) (.'L'Q) _ ,7,‘42 COS(J,‘?,) Sln(aj‘3) 4 gSlH(l‘g)
mp?a Rarg?mpa mp a mp a
J
i rar cos(x3)? _
0
+ u . (4.16)

K1 COS(IL’g)mPCL
Raro(cos(w3)?m2a? — J)

Bezeichne den Rang der Matrix Lgec; () (x € M$) mit ry.

0
= o= Rang Kl Cos(xg)mpa = 1 fur €T € M(I: . (417)

R,ro(cos(z3)?mza? — J)

2.4: Die Abbruchbedingung r, =1 =m ist erfiillt, und als Nulldynamikzustandsman-
nigfaltigkeit Z* ergibt sich

Die ausgangssignalnullende Zustandsriickfiihrung u*(x(t)) =: w(t) ergibt sich in
diesem Fall als Losung von

(Lacl(a:) + LBcl(a:)u> =0.
rczZ*
0 0
_ Ky Ky . Fr(@)
= Rar¢?> mpa mp a + u=20
y ) Kimpa (4.19)
mp? a? Rarg(m;,%a2 —J)

K\ Kyxy + Fr(22)Rarg

= u*(x) Kore
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Durch das Einsetzen der soeben bestimmten Grofien in
&= f"(x):=a(x)+ B(x)u*(x), xcZ* (4.20)

resultiert die Nulldynamik

x:l(t) (1)
28 = 8 mit ze€{xeR |z3=024=0}. (4.21)
T4 (t) 0

a

Es stellt sich die Frage, welche Schliisse sich aus der Nulldynamik (4.21) fiir die reale
Anlage ziehen lassen: Das System (4.21) reprisentiert das dynamische Verhalten des
inversen Pendels, wenn die Regelung nur dafiir sorgt, daBl der Pendelwinkel z3 immer
null ist. Konkret heifit das, dafl die Schlittenposition x; linear iiber alle Grenzen wichst,
sobald das System eine Schlittengeschwindigkeit x5 # 0 aufweist. Die Nulldynamik ist also
instabil. Dieses Verhalten ist auch an der realen Anlage, wie im zweiten Unterabschnitt
beschrieben, verifizierbar.

Die Situation xs # 0 tritt an der Anlage in kiirzester Zeit ein, da fiir das reale invertierte
Pendel z3(t = 0) # 0 gilt. Das Pendel beginnt demzufolge zu kippen, womit sich direkt
eine Regelung des Winkels ergibt, d.h. der Schlitten verfihrt und somit ist x5 # 0. Wie
bereits erwéhnt, fahrt der Schlitten dann mit konstanter Geschwindigkeit davon.

4.3 Meflergebnisse

Zur Messung der ,,real existierenden Nulldynamik® des inversen Pendels wird, wie in Bild
4.3 dargestellt, lediglich der Pendelwinkel mit einem PID;, Regler geregelt.

u Yy=r3=9
Inverses Pendel

PIDT1 «
w=0

Bild 4.3: Reglerstruktur bei der Messung
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Entsprechend dem Zustandsmodell (4.1) findet die Schlittenposition im Regelungskonzept
keine Beriicksichtigung. Ausgehend von der oberen instabilen Ruhelage (Pendelwinkel
= 0° und Schlittenposition = 0 cm) stellt sich das iiber die Nulldynamik vorhergesagte
Verhalten, ndmlich eine instabile Schlittenposition, die linear iiber alle Grenzen wichst,
in kiirzester Zeit ein (vgl. Bild 4.4).

10
Winkel (x;) IRV
E 5 | \ /// \\\ M |
o e RN
~ P | N
S 0 ““” A
=
- 5T 7
~
S5
= -10- ]
Wagenposition (x,)

15 i

20 - i

25 | | | | |

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

t/s—*

Bild 4.4: Messung am inversen Pendel; Start in der instabilen Ruhelange

Die kurze Zeitspanne der Messung liegt in dem begrenzten Verfahrweg, der fiir den Pen-
delschlitten zur Verfiigung steht, begriindet (vgl. Bild 4.1).
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Mit einer Anfangsauslenkung des Pendels stellt sich das instabile Verhalten der Wagen-
position sofort ein (vgl. Bild 4.5). Denn die Regelung greift unmittelbar ein, um den
Pendelwinkel auszuregeln. Dazu mufl der Schlitten bewegt werden, womit die Schlitten-
geschwindigkeit xo # 0 ist. Die Nulldynamikanalyse hat gerade fiir diesen Fall (x5 # 0)
eine linear anwachsende Schlittenposition vorhergesagt, was in dem Bild 4.5 sehr gut zu
erkennen ist. Das dynamische Verhalten der realen Anlage stimmt also mit dem iiber die
Nulldynamik vorhergesagten Verhalten iiberein.

207

L N

15 :
N Winkel (x,)

—_——

Wagenposition (x,)

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4

t/s >

Bild 4.5: Messung am inversen Pendel; Start mit ¢ = 17° Anfangsauslenkung.

Aufgrund dieser Instabilitét ist es notwendig den Systemzustand “Schlittenposition” eben-
falls zu messen.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Die Nulldynamik eines inversen Pendels bildet in diesem Bericht den Gegenstand der
Untersuchung. Die Berechnung der Nulldynamik erfolgt mit dem Nulldynamikalgorith-
mus von Isidori (1995). Aus diesem Ansatz ergibt sich die Einschrinkung, daf§ genauso
viele Systemeingénge wie Systemausgédnge vorhanden sein miissen. Das inverse Pendel
besitzt als Eingang nur die Steuerspannung des Elektromotors, der den Pendelschlitten
bewegt. Daher mufl der Systemausgang auch eindimensional sein. Die Schlittenposition
als einzige zu regelnde Grofle am Systemausgang zu wihlen, ist nicht sinnvoll. Deshalb
besteht hier der Systemausgang aus dem Pendelwinkel. Aufgabe der Regelung ist es, den
Systemausgang bei null zu halten. Beziiglich einer Stabilisierung des gesamten Systems
stellt sich die Frage nach dem dynamischen Verhalten der Zustandsgrofle ,,Schlittenposi-
tion“. Die berechnete Nulldynamik sagt fiir die Schlittenposition ein lineares Wachstum
iiber alle Grenzen voraus, sobald die Schlittengeschwindigkeit ungleich null ist. Aufgrund
der Instabilitit der oberen Ruhelage (Pendelwinkel gleich null und Schlittenposition gleich
null) tritt der Fall einer von Null verschiedenen Schlittengeschwindigkeit in kiirzester
Zeit ein, da eine Ausregelung des Pendelwinkels nur iiber das Verfahren des Schlittens
moglich ist. Das iiber die Nulldynamik vorhergesagte instabile Verhalten der Anlage ist
am Priifstand gut zu sehen. L&Bt man das inverse Pendel in der oberen Ruhelage los,
fahrt der Schlitten nach kurzer Zeit (1-2s) mit senkrecht stehendem Pendel bis zur Notab-
schaltung davon. Um die Schlittenposition iiber eine Kaskadenreglung ebenfalls zu regeln,
muf} sie im Systemausgang vorhanden sein. Eine Messung der Schlittenposition macht die
Beriicksichtigung der Schlittenposition im Systemausgang moglich, was eine Erweiterung
des Systemmodells darstellt. Dieses Zustandsmodell besitzt dann einen Eingang und zwei
Ausgénge. Die Berechnung der Nulldynamik von einem so erweiterten System kann nicht
mit dem hier verwendeten Nulldynamikalgorithmus erfolgen, da dieser die gleiche Dimen-
sion beziiglich des Systemein- und -ausgangs fordert. Hier bieten differentialalgebraische
Methoden eine Alternative.

In einem weiteren Bericht soll die Berechnung der Nulldynamik des inversen Pendels mit
dem differentialalgebraischen Nulldynamikalgorithmus von Polzer (1999) erfolgen. Dieser
Algorithmus ermoglicht es, Systeme zu betrachten, die eine unterschiedliche Anzahl an
Systemeingéingen und Systemausgingen aufweisen. Somit ist es méglich, die Nulldynamik
von Systemen zu bestimmen, deren Systemausgang erweitert wurde.
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A Funktionsklassen

Dieser Bericht verwendet die Begriffe glatte, analytische und rationale Funktion:

Definition A.1: Glatte Funktionen Isidori (1995:S. 471)

(i) Es sei A eine offene Teilmenge des R” und f : A — R eine Funktion. Die
Funktion f wird glatt genannt, wenn alle partiellen Ableitungen beliebiger
Ordnung existieren und stetig sind.

(ii) Es sei A wieder eine offene Teilmenge des R” und g : A — R™ eine Funktion
mit g(x) = [g1(x), ..., gm(z)]". Die Funktion g wird glatt genannt, wenn alle
Funktionen g¢;, (i = 1,...,m) glatt sind. Die Menge aller glatten Funktionen
wird mit C* bezeichnet. O

Definition A.2: Analytische Funktionen Isidori (1995:S. 471)

(i) Die Teilmenge A des R" sei offen und f : A — R eine Funktion. Die Funktion
f wird analytisch genannt, wenn f eine glatte Funktion ist und es fiir jeden
Punkt xy € A eine Umgebung U derart gibt, dal die Taylorreihe von f fiir alle
x € U gegen f konvergiert.

(ii) Es sei A wieder eine offene Teilmenge des R” und g : A — R™ eine Funktion
mit g(x) = [g1(x), ..., gm(x)]". Die Funktion g wird aenalytisch genannt,
wenn alle Funktionen g¢;, (i = 1,..., m) analytisch sind. O

Definition A.3: Rationale Funktionen Stocker (1993:S. 106)

Funktionen, die sich durch endlich viele Additionen, Subtraktionen, Multiplikatio-
nen und Divisionen in den unabhéngigen Variablen x beschreiben lassen, werden
rationale Funktionen genannt. O
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B Modellbildung des inversen Pendels

Js, Ny o

MR
z X \\
[ i .
R | Iy ——

77 7

Bild B.1: Schematischer Versuchsaufbau des invertierten Pendels

Die Bewegungsgleichungen des Wagens mit dem Pendel konnen iiber die Lagrangeschen
Gleichungen zweiter Art (B.1) hergeleitet werden. Eine ausfiihrliche Beschreibung dieser
Vorgehensweise findet sich u. a. in Sossna (1990).

d /oT ar
— = )—-—=—=Q;, j=1,... B.1
dt (aq'j> dq; @ J=Leom, (B.1)
mit
n : Anzahl der Freiheitsgrade,
T : kinetische Energie des mechanischen Systemanteils,
gj : verallgemeinerte Koordinate und
Q; : verallgemeinerte Kraft beziiglich dieser Koordinate,
fiir die gilt:
al or;
Q=) Fis*. (B.2)
- q;

Dabei ist N die Anzahl der am System angreifenden dufleren Krifte.
Die kinetische Energie ergibt sich zu

1 1
T = §mx'2 —mp a T P cosp+ §ng2 (B.3)

mit

m.o= My +my,
B.4
J = mpa®+J;. (B.4)
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Insgesamt folgen aus den Lagrangeschen Gleichungen (B.1) die gesuchten Bewegungsglei-

chungen
mi (t) — mpa (B(t) cos p(t) — @*(t) sinp(t)) = F(t) — Fr(i(t)) , (B.5)
J@(t) — mpa (£(t) cos (t) + gsing(t)) = —Mg(p(t))
mit den Konstanten
m =m, +mp : gesamte bewegte Masse,
mp : Masse des Pendels,
a . Abstand zwischen Dreh- und Schwerpunkt des Pendels,
J :  Massentrigheitsmoment beziiglich des Drehpunktes sowie
g . Erdbeschleunigung

und den gesCthndlgkeltsabhanglgen Grofien Reibkraft Fp(i(t)) und Reibmoment Mg (o(2)).
Die eingehende Kraft F'(t) des Seilzuges 148t sich iiber die Differentialgleichung des Elek-
tromotors

K
Raro

talt) - ﬁ?aa(t> (B.6)

F(t) =

berechnen.
Das Differentialgleichungssystem (B.1) ist mit den Zustinden
z1(t) = x(t) Schlittenposition,
zo(t) = &(t) Schlittengeschwindigkeit,
x3(t) = p(t) Pendelwinkel und
x4(t) = p(t) Winkelgeschwindigkeit

in das dquivalente System der Form

() = a(z(t)) + B(x(t)u(t), =(t) € R'u(t) €R,
y(t) = c(z(t)) , y(t) €R

transformierbar. Die Funktionen a(x(t)), B(x(t)) und c(x(t)) in B.7 lauten:

(B.7)

X2

JK1 K2 T JFT(:L.Q) fR Ty COS(Z‘g) .
Ra 9> m?% a? mp? a? mpa + g cos(zs) sin(zs) mpa

J

mp? a?

J 42 sin(z3)

— cos(x3)?

Xy

_ frzs  KiKjwpcos(zz)  cos(z;) Fr(za) 242 cos (i) sin (25) + gsin(z3)
mp2 a? Rary2mpa mpa mpa
J
] Tat cos(z3)? |
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0

J K,

Ra ry mp?a? (

mp2 a?

0

- Cos($3)2>

K cos(z3)

Rarygmpa <7

c(x(t)) = z3(t) .

mp2 a?

- Cos(x3)2)

und



