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Aufgabe 14 Ein bisschen Syntax und Semantik (8 Punkte)

(a) Entscheiden Sie, ob die folgenden Zeichenfolgen syntaktisch korrekte Formeln sind und
falls ja, ob es sich um Aussagen handelt. Geben Sie jeweils eine kurze Begriindung fiir Thr
Urteil. Antworten ohne Begriindung erhalten keine Punkte!

1) P(x, f(y,2)) = VaVzP(z, ) 5) V2Q(f(P(g())))
2) Vody(z,y) ANVzP(z,y, 2) 6) 3f(z)Q(f(x)) (4p)
3) Ya¥y3z(P() — Q(z,y, 2)) 7) VyvayQ(f(g(y, z.u))) b
1) Q(z,y) = (f(z.y) = R(z,y)) 8) avz(P(x,2) = P(z,g(x,2)))

(b) Markieren Sie in folgenden Formeln, welche Variablen frei und welche gebunden sind.
Zeichnen Sie Pfeile von gebundenen Vorkommen von Variablen zu deren “Bindungsstelle”.

1) VaP(x) AVyR(z,y) A Qy)

2) JyP(z) = (VyP(y) A Q(z,y))

3) VaVyQ(x,y, z) = JuIyR(z,y, z,u)

4) Yy (Q(g(z,y)) <> Va IyP(z, f(y))) (4p)



Aufgabe 15 Syntaxbiume der Pridikatenlogik (6 Punkte)

Wir wollen uns in dieser Aufgabe mit der Syntax der Prédikatenlogik bzw. der Darstellung
pradikatenlogischer Formeln befassen. Das Ziel dieser Aufgabe ist es, die ,,logische Struktur®
einer Formel besser zu reprasentieren. Zum Beispiel lédsst sich die Formel

YV (P(g(m,y), y) — Vy3dx P(x, f(y)))u

ohne gebundene Variablen, vom rechts angegebenen
Syntaxbaum darstellen. Hierbei sind Funktionssymbo-
le sowie Variablen als eckige Knoten und Operatoren,
Quantoren sowie Pradikatsymbole als runde Knoten
dargestellt. Die Hauptidee ist jedoch, gebundene Va-
riablen — genauer gesagt Vorkommen von gebundenen
Variablen — durch Riickverweise auf den Quantor dar-
zustellen, da dies in der Tat eine bessere Darstellung
der logischen Struktur der Formel ist. (Die lineare
Notation von Formeln ist allerdings viel kompakter
und einfacher zu setzen.)

Eine andere Alternative zu den platzraubenden
Syntaxgraphen sind die sogenannten De Bruin-
Indizes': Man ersetzt die gebundenen Variablen in
einer Formel durch Zahlen, indem man einfach zé&hlt, zum wievielten Quantor auf dem Weg zur
Wurzel der entsprechende Riickverweis zeigt. Fiir das obige Beispiel ergibt sich dann folgende
Ersetzung.

Vi (P(g(x,y),y) = Yy3zP(z, f(y))) ~ V(P(g(1,y),y) = VIP(1, f(2)))

Geben Sie jeweils die zwei alternativen Darstellungen fiir die folgenden pradikatenlogischen
Formeln an, also fiir jede Formel einen Syntaxgraphen und eine Formel mit Zahlen (wie oben
beschrieben).

(a) Vo P(f(x,y))V IyQ(g(f(z,y))) (3p)
(b) Jz3y(=P(z,y) A —Q(x,y)) AVaVy(P(z,y) = Qy,z)) (3p)

'Diese gehen zuriick auf den niederlindischen Mathematiker Nicolaas Govert de Bruijn
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Aufgabe 16 Terme auswerten (6 Punkte)

In dieser Aufgabe sollen Terme einer pradikatenlogischen Formel unter zwei verschiedenen
Strukturen ausgewertet werden. Sei ¢ eine Konstante, f eine einstellige Funktion und ¢ eine
zweistellige Funktion. Gegeben seien die folgenden drei Terme:

ti = flg(f(y),c)), ta= flg(f(x),9(z, f(y)))), und ts=g(f(f(c)),q(f(y),x))

Werten Sie die drei Terme tq, ¢t und ¢3 unter den folgenden Strukturen A und B aus. Geben Sie
dabei ausreichend Zwischenschritte an. Antworten ohne Zwischenschritte erhalten keine Punkte.

(a) Die Struktur A = (Uy, I;) besteht aus dem Universum U; = {0,1,2,3,---} = Ny und der
Interpretation [; die folgendermaflen definiert ist:

e Die Interpretation I; weist der Konstanten c die Zahl 0 zu.

e Die Interpretation I; weist der einstelligen Funktion f die Nachfolgerfunktion zu,
also I1(f) : Ng — Ny ist definiert als I;(f)(n) = n + 1, fur alle natiirlichen Zahlen
n e No.

e Die Interpretation I; weist der zweistelligen Funktion g die Additionsfunktion zu,
also I1(g) : Ng x Ny — Ny ist definiert als I;(g)(n,n’) = n + n/, fiir alle natiirlichen
Zahlen n,n’ € Nj.

e Die Interpretation I; weist den Variablen x,y die natiirlichen Zahlen 2,3 zu, also
Ii(z) =2und I(y) = 3.

Werten Sie I1(t), [;(t2) und I;(t3) aus. (3p)

(b) Die Struktur B = (Us, I5) besteht aus dem booleschen Universum U, = {0,1} = B und
der Interpretation I, die folgendermafien interpretiert wird:

Die Interpretation I, weist der Konstanten ¢ den Wahrheitswert 0 zu.

Die Interpretation I, weist der einstelligen Funktion f die Negation zu, also Ir(f) :
B — B ist definiert als Ir(f)(b) = -, fiir b € {0,1}.

Die Interpretation I, weist der zweistelligen Funktion g die logische disjunktion zu,
also I5(g) : B x B — B ist definiert als I5(g)(b,b') = bV ¥, fiir alle b,0" € B.

Die Interpretation I, weist beiden Variablen z,y den Wahrheitswert 0 zu. also

Werten Sie I5(t1), Ir(t2) und I1(t3) aus. (3p)

(Insgesamt werden fiir diese Ubungsaufgaben 20 Punkte vergeben.)



