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Ein Barriereprinzip fur zweidimensionale Flachen mit beliebiger Kodimension

Das Plateau-Problem fur H-Flachen Beispiele fur Minimalflachen

Ist eine beliebige Kurve in dem euklidischen Raum vorgegeben, dann
versteht der Mathematiker unter dem Plateau-Problem das Auffinden
einer Flache, welche die vorgegebene Kurve als Rand und in jedem
Punkt eine vorgeschriebene mittlere Krimmung H besitzt. Das
Problem ist nach dem Physiker J. Plateau benannt, der im 19. Jh. mit
Drahtgestellen und Seifenhauten experimentierte; dabel bilden sich
Flachen mit mittlerer Krummung H=0, sogenannte Minimalflachen.
Mathematisch ist das Problem schon vorher von L. Euler und J. L.
Lagrange im Kontext der Variationsrechnung analysiert worden.

Das Barriereprinzip

BerUhren sich zwel Flachen unter geeigneten Krummungsbedingungen in einem Punkt, so
ist es moglich ein Barriereprinzip anzuwenden. Dieses liefert die Ubereinstimmung beider
Flachen In einer ganzen Umgebung um den Beruhrpunkt. Eine Situation wie in dem
linksstehenden Bild, dass sich die beiden Flachen nur in einem Punkt berthren, ist damit
unmaoglich.

Anwendung des Barriereprinzips zur Losung des Plateau-Problems

Eine Moglichkeit die Existenz einer Losung des Problems zu garantieren, Ist eine
geeignete Kugel um die Randkurve zu legen und in dieser Menge das Problem mit
Variationsmethoden zu Ilosen. Das Barriereprinzip liefert Aussagen Uber die
Koinzidenzmenge der Flache mit der Kugel, welche essentiell flir die Regularitats-
beweise der Losung sind.

Die Vorgehensweise und die neuen Ergebnisse der Arbeit

In der Arbeit wird ein Barriereprinzip far zweidimensionale Flachen In dem (n+2)-
dimensionalen euklidischen Raum mit einem beliebigen n (Kodimension) bewiesen.

Daflr wird das Verhalten solcher Flachen in Verzweigungspunkten untersucht und erstmalig
gezeigt, dass dort eine Tangentialebene existiert. In der Skizze rechts wird beispielsweise der
Verzweigungspunkt der Catalan-Minimalflache immer naher herangezoomt und der typische
Sattelpunkt-Charakter ist erkennbar.

Deswelteren werden geeignete Krummungsbedingungen gefunden: Statt dem Mittelwert aus
allen Hauptkrimmungen muss nur der Mittelwert aus den Dbeiden kleinsten Haupt-
krimmungen der Barriere berlcksichtigt werden. Schliefdlich konnen wir das Hauptresultat
formulieren:

Theorem (H. *12): Sei S C R"™2 eine regulire Hyperfliche der Klasse C* mit der Einheitsnor- | | fiir alle ¢ € Hy(Q.R"T2)N Lo (Q, R"2) ist, sodass X +c¢ fiir 0 < ¢ < 1 lokal auf der gleichen Seite
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malen v und 2-mittlerer Kriimmung Ay beziiglich dieser Normalen. Weiter bezeichnen (Hy)g=1.....n | | von S liegt. Dabei sind die (N} )p=1._ ., die orthonormierten Normalen und W = \X.“_\z = | X,|*.

stetige, beschrankte Funktionen auf R"2 und Q C R? eine beschrinkte, offene und zusammenhéin- Wir setzen weiterhin voraus, dass X die Hyperfliche S beriihrt, also fiir ein wy € Qist Py = X (wp) €
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gende Menge. Wir nehmen an, dass X € C*'(Q,R"*)n H7, (Q,R""#) lokal auf der Seite von S| | S, und dass fiir eine Umgebung U = U(Py) C R" ™2 gilt |H(z)| = !Z?:l Hy.(x)N ;,_(:r)! < Ag p(a) (@
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liegt, in welche die Normale v zeigt und eine konforme Losung der Variationsungleichung fiir alle x € U.

) ) = | Vo oS ANw. )b dudv > ( Dann existiert eine Scheibe B.(wy) C €, sodass X (B.(wy)) C S.
0F (X, ) /53 {(VX, V) + 21 ZA:ZIH;‘(\;‘_},}} dudv > 0
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