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'Klassische Zahlenbereiche

Die , klassischen* Zahlenbereiche (Mathematiker sprechen von Ringen oder Kérpern) sind die ganzen Zahlen Z

., —=2,-1,0,1,2,....

die rationalen Zahlen Q

die reellen Zahlen R
Grenzwerte aller Cauchy Folgen von rationalen Zahlen, z.B. e, 7,

und die komplexen Zahlen C = R[y/—1]. Die komplexen Zahlen haben die schone Eigenschaft, dass jede Poly-
nomgleichung tiber ihnen eine Losung besitzt; d.h. jede Gleichung der Form

a,x” +a, 12"+ .. . +ax+ayg=0

mit komplexen Zahlen ag, a4, .. ., a, und der Unbekannten = besitzt eine Losung. Man sagt C sei algebraisch
abgeschlossen.

'Modulare Arithmetik und ,positive Charakteristik*

Alle dieser , klassischen® Zahlenbereiche haben die Eigenschaft gemein, dass sie die ganzen Zahlen enthalten.
Zuriickgehend auf den Mathematiker EVARISTE GALOIS (1811-1832) werden auch Zahlenbereiche studiert, die
nicht diese Eigenschaft haben. Ein solcher Zahlenbereich F' (genauer Korper) hat die Eigenschaft, dass es eine
Primzahlp € Z gibt, so dass fiir jedes Element a des Zahlenbereichs F' qilt

p-a=a+...+a=0.
N— ———

p Summanden

Prototypisch flir solche Zahlenbereiche ist der Korper I,,: Seine Elemente sind die Zahlen 0,1,...,p — 1 und
seine Verkniipfungsregeln sind: Fiir Elemente a, b aus I, die wir als natiirliche Zahlen zwischen O und p — 1
auffassen, sind a,,+“b bzw. a.,-“b definiert als die Reste, die entstehen wenn man die natiirlichen Zahlen a + b
bzw. a - bversucht durch p zu teilen; diese Reste werden auch Modulus genannt; das Rechnen in diesen Zahlen-
bereichen wird daher Modulare Arithmetik genannt, und p wird die Charakteristik des Zahlenbereichs genannt.
Man sagt der Zahlenbereich habe positive Charakteristik.

Die Situation ist ahnlich dem Rechnen mit Uhrzeiten: ist es 18 Uhr, und addiert man 10 Stunden, so erhalt man
auch nicht ,,28 Uhr* sondern 4 Uhr (auch wenn 24 natiirlich keine Primzahlist).

Algebraische Geometrie in positiver Charakteristik

Der Ursprung der Algebra ist das Bestreben Losungsmengen von Systemen von Polynomgleichungen zu verste-
hen. Solch ein System nennt man algebraische Varietdt, und der Unterbereich der Algebraischen Geometrie geht
auf die Beobachtung zuriick, dass sich die Losungsmengen eines solchen Systems geometrisch veranschauli-
chen lassen. Betrachtet man z.B. die Polynomgleichung

*+y* =1 (1)

in den zwei Unbekannten x und y, so ist nicht schwer zu sehen, dass die Menge der Paare von reellen Zahlen
(a,b), die die Gleichung losen, einen Kreis im zwei-dimensionalen Raum IR? bilden. In den Ausdruck z* + 7>
kann man aber auch Paare von Elementen beliebiger anderer Zahlenbereiche einsetzen; es ergibt also Sinn
nach der Losungsmenge der Gleichung (1) in anderen Zahlenbereichen zu fragen. Betrachtet man die Paare
von komplexen Zahlen, die die Gleichung (1) losen, so stellt man fest, dass die Menge dieser Paare die
Struktur einer komplexen Mannigfaltigkeit in C? tragt. Solche Objekte kommen aus einem anderen Bereich der
Mathematik, sind von grolsem Interesse auch in der Physik, und es gibt sehr weit entwickelte geometrische
Methoden um sie zu analysieren.

Es ist aber ebenso sinnvoll nach der Losungsmenge der Gleichung (1), oder allgemeiner nach der Losungsmen-
ge eines Systems von Polynomgleichungen, in einem Zahlenbereich von positiver Charakteristik zu fragen. Fiir
sie gibt es keine so naheliegende geometrische Interpretation, aber es ergibt sich die Frage:

Frage

Lassen sich die Eigenschaften der Losungsmenge in den komplexen Zahlen, die man mit geometrischen
Methoden gefunden hat, auf die Losungsmenge der Gleichung in Zahlenbereichen von positiver Charakte-
nstik ibertragen?

In meiner Dissertation beantworte ich diese Frage flir eine ganz bestimmte Eigenschaft.

Die Frage ist fiir Mathematiker interessant, weil sie Auskunft iiber die ,,Natur® dieser Eigenschaften gibt: Ist
eine Eigenschaft der Losungsmenge eines Systems von Polynomgleichungen ,intrinsisch® in dem System
kodiert, oder hangt sie von dem Kontext in dem man arbeitet — dem Zahlenbereich in dem man die Losungen
sucht — ab?

Das Studium der Beziehungen der , klassischen Situation® iiber den komplexen Zahlen zu der Situation in po-
sitiver Charakteristik hat eine lange Tradition, und es ist bekannt, dass in positiver Charakteristik ganz neue
Phanomene sichtbar werden, die klassisch nicht zu erahnen waren. In vielen Fallen bestehen dennoch starke
Parallelen, sofern man eine Formulierung in positiver Charakteristik findet, die die neu auftretenden Phanome-

ne beriicksichtigt.

Zusammenhdnge und die Riemann-Hilbert Korrespondenz

Positive Charakteristik und Stratifizierte Biindel

Lineare Differentialgleichungen und Zusammenhange

Die Theorie der Differentialgleichungen ist von grolsem Interesse fiir alle Bereiche der Naturwissenschaften.
Der Begriff eines flachen Zusammenhangs V auf einem Vektorbiindel £ auf einer komplexen Mannigfaltigkeit
X ist eine weitreichende Verallgemeinerung des Konzeptes eines Systems von linearen Differentialgleichun-
gen. Die Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen die man vielleicht in der Schule kennengelernt
hat entsprechen Zusammenhangen auf dem trivialen Vektorbiindel iiber der komplexen Mannigfaltigkeit C".
Ein Vektorbiindel mit Zusammenhang (F, V) ist also eine ,,Verklebung* von solchen klassischen Systemen von
Differentialgleichungen. Formal definieren wir hier (etwas ungenau, die Experten mdgen es verzeihen) ein
Vektorbiindel mit flachem Zusammenhang als ein Vektorbiindel, das gleichzeitig ein Modul iiber dem Ring der
Differentialoperatoren Zyx ist.

Ist X eine (glatte) algebraische Varietat liber einem Korper k, so gibt es den Begniff der algebraischen Diffe-
rentialoperatoren Yx i, und wie oben erhalten wir den Begriff eines flachen algebraischen Zusammenhangs auf
einem Vektorbiindel E auf X. Ist k = C, soist es ein fundamentaler Satz von PIERRE DELIGNE ([Del70]), dass
die Begriffe ,flacher algebraischer Zusammenhang auf £ und ,,flacher Zusammenhang auf £2"“ zusammen-
fallen, sofern man sich auf Zusammenhange mit requldren Singularitdten (in oo) einschrankt. Diese Bedingung
bedeutet, dass die Losungen der Differentialgleichungen nur ,,moderat“ wachsen, wenn man dem Rand der
komplexen Mannigfaltigkeit X" naher kommt.

'Die Riemann-Hilbert Korrespondenz

Die Riemann-Hilbert Korrespondenz in der Formulierung von DELIGNE ([Del70]) hat fundamentale Bedeutung:
Ist X eine algebraische Varietat iiber C, so beschreibt sie eine Verbindung der Topologie der komplexen Man-
nigfaltigkeit X" mit den algebraischen Eigenschaften der Varietit X. Wir schreiben ;" (X", z) fiir die Fun-
damentalgruppe von X am Basispunkt z. DELIGNE beweist, dass es die folgende Aquivalenz von Kategorien
gibt, die auch Riemann-Hilbert Korrespondenz genannt wird:

Vektorbiindel £ auf X
mit flachem Zusammenhang V
und requldren Singularitaten

endlich dimensionale komplexe | Riemann-Hilbert
Darstellungen von 7P (X", z) | ]

Die Gruppe m,>* (X", z) ist eine rein topologische Invariante, die sich im allgemeinen nicht aus der algebrai-
schen Struktur von X rekonstruieren ldsst. Nur die endlichen Quotienten der Gruppe 7;°° (X", z) sind in der al-

Das Hauptresultat

Sei fiir einen Moment X weiterhin eine algebraische Varietat tiber den komplexen Zahlen. Fast per Definition
schrankt sich die Riemann-Hilbert Korrespondenz ein zu einer Aquivalenz von Kategorien

Vektorbiindel £ auf X

~ Riemann-Hilbert | mitflachem Zusammenhang,
| | reguldren Singularititen
und endlicher Monodromie

endlich dimensionale komplexe
Darstellungen von 7¢( X, z)
mit endlichem Bild

Beide Seiten dieser Aquivalenz sind jetzt algebraische Objekte, es ergibt also Sinn zu fragen:

Frage
Wenn X eine glatte algebraische Varietat iiber einem algebraisch abgeschlossen Korper & positiver Cha-
rakteristik ist, gibt es ein gutes Analogon fiir die obige Aquivalenz?

In meiner Dissertation beantworte ich diese Frage vollstandig. Historisch bedingt werden Vektorbiindel mit
Px j,-Modulstruktur in diesem Kontext stratifizierte Biindel genannt. Basierend auf einer Arbeit von DAVID GIE-
SEKER ([Gie75]) definiere ich einen allgemeinen Begriff von regularen Singularitaten fiir stratifizierte Biindel,
und ich beweise:

Theorem ([Kin12]).Wenn X eine glatte algebraische Varietdt iber einem algebraisch abgeschlossen Kor-
per positiver Charakteristik ist, dann gibt es eine (®-)Aquivalenz

Stratifizierte Biindel auf X
regularen Singulantaten
und endlicher Monodromie.

endlich dimensionale
k-Darstellungen von 7™ (X, x)
mit endlichem Bild

A
Y

Hierbei ist 7'2™¢( X, x) die zahme Fundamentalgruppe; sie ist ein Quotient von 74(X, z) der nur in positiver

Charakteristik sichtbar, und aul3erordentlich interessant ist ([KS10]).

gebraischen Varietdt X kodiert, namlich als die endlichen Quotienten der étalen Fundamentalgruppe 7$( X, z). | iteratur
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