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Differenzierende Wege zur Sinusfunktion
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IDEE: Beim voraussetzungsreichen
Thema der Sinusfunktion werden
Verstehensgrundlagen der
Trigonometrie sowie linearer und
periodischer Funktionen gezielt
aufgegriffen und es wird dartiber
explizit gesprochen
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lineare und quadratische Funk-
tionen, geometrische Beziehun-
gen

Erarbeiten der Sinusfunktion

Impulsfragen und Verlaufsplan
dynamische Visualisierung

2 Unterrichtsstunden (90 min plus
Ubungszeit)

Die Sinusfunktion ist eine bedeutsame
mathematische Funktion, mit der sich
periodische Vorgédnge der Natur be-
schreiben lassen und die in der mathe-
matischen und physikalischen Praxis
eine wichtige Rolle spielt. Fiir den Ma-
thematikunterricht ist die Sinusfunk-
tion ein lohnenswerter, allerdings auch

22

sehr komplexer Lerngegenstand (He-
fendehl-Hebeker, 2002).

Die Sinusfunktion - schon der Be-
griff verkniipft ein geometrisches Kon-
zept (den Sinus) mit einem funktionalen
Zusammenhang. Fiir Lernende ergeben
sich hier hiufig Herausforderungen:
Periodische Vorgédnge thematisieren sie
im Zusammenhang mit der Sinusfunk-
tion zum ersten Mal im Mathematik-
unterricht, hierzu miissen dann sowohl
trigonometrische als auch funktionale
Verstehensgrundlagen herangezogen
werden, um die trigonometrischen Be-
ziehungen im Kontext funktionaler Ver-
dnderungsprozesse zu deuten (Abb.1).

Den Unterricht planen

Im folgenden Ausschnitt diskutieren
die Schiilerinnen Lea und Mira liber
die Riesenrad-Aufgabe in Abb.2. Bei
der Aufgabe soll unter anderem der
Graph der Zeit-Hohe-Funktion herge-
leitet und gezeichnet werden.

Lea: Ist das jetzt so ein Graph
[deutet mit dem Bleistift eine
proportionale Funktion an] oder
ein Halbkreis?

Mira: Eigentlich muss es ja eine
Parabel sein.

Lea: Eigentlich muss es ja so eine
Welle sein [zeigt mit dem Stift
anndhernd den Verlauf der
Sinusfunktion].

Mira: Es geht erst nach oben,
dann ist es oben, dann nach
ganz unten zum Boden und
dann wieder nach oben.

Lea: Wir hatten aber noch nie
zwei Bogen!

Mira: Wenn die Gondel weiterfah-
ren wiirde, ware sie sogar noch
mehrmals rauf und runter mit
mehr Bogen.

Lea: Es wiederholt sich immer
hoch und runter.

Mira: Es wiirde immer weiter so
gehen [deutet mit der Hand
einen Wellenverlauf an].

Diese kurze Sequenz verdeutlicht das
komplexe begriffliche Gefiige, in dem
sich Lernende den neuen periodi-
schen Vorgingen anndhern. Wie vie-
le Jugendliche nehmen sie zunichst
an, dass der Zusammenhang linear ist.
Dieses Phanomen wird als Illusion of Li-
nearity bezeichnet (De Bock u.a. 2007).
Lea fragt direkt zu Beginn der Sequenz,
ob es sich um einen Graphen handelt
(damit meint sie einen linearen Zu-
sammenhang) oder um einen Halb-
kreis - Letzteres verstanden als Objekt
einer geometrischen Domine, der fiir
sie kaum mit Funktionen verkniipft ist.
Aullerdem verdeutlicht das Transkript
das Zusammenspiel von dynamischer
Betrachtung (Grundvorstellung der Ko-
variation) und statischer Betrachtung
(Grundvorstellung der Zuordnung).
Sehr wohl bekannt ist ihnen hin-
gegen der Umgang mit quadratischen
Funktionen, daher wirft Mira ein, dass
die Form des entstehenden Funktions-
graphen die einer Parabel sei. Lea ent-
wickelt den Gedanken mit Blick auf
den periodischen Vorgang weiter und
merkt an, dass es sich aufgrund der
Drehung des Riesenrads um eine Welle
handeln miisste. Solche periodischen
Betrachtungen im Mathematikunter-
richt sind den Lernenden in der Regel
neu - und Lea merkt an, dass sie bei ei-
ner Funktion ,,aber noch nie zwei Bogen“
gesehen habe - was Mira mit Blick auf
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den Kontext plausibel herleiten und so-
gar fortsetzen kann: ,Wenn die Gondel
weiterfahren wiirde, wdre sie sogar noch
mehrmals rauf und runter mit mehr Bo-
gen.”

Dieser kurze Ausschnitt zeigt ein
typisches Zusammenspiel von Fakto-
ren, die bedeutsam fiir den Lernpro-
zess sind:

Verstehensgrundlagen

Die Lernenden kniipfen in der obigen
Szene an ihr Alltagswissen, ihr Vor-
wissen zu linearen und quadratischen
Funktionen sowie zu geometrischen
Beziehungen an und miissen diese mit
den Anforderungen des neuen Kon-
textes in Beziehung setzen. Doch wel-
che Verstehensgrundlagen sind fiir
das Erlernen der Sinusfunktion beson-
ders wichtig und sollten - entweder bei
leistungsschwicheren oder gerade bei
leistungsstirkeren Lernenden - noch
einmal bewusst thematisiert werden?

Sprache

Die beiden Lernenden kommunizie-
ren sehr erfolgreich und entwickeln
ihre Ideen gemeinsam weiter. Andere
brauchen dafiir mehr Unterstiitzung.
Mit selbst gewédhlten Begriffen drii-
cken Lea und Mira jeweils - in verdich-
teter und durchaus kreativer Form -
spezifische begriffliche Zusammen-
hinge aus. ,So ein Graph“ [begleitet
mit Geste der Geradlinigkeit] meint bei
ihnen eine proportionale Funktion,
Halbkreis bezieht sich auf den Verlauf
der Gondel, Parabel kniipft an bekann-
te Funktionen an und Welle deutet die
Periodizitét des betrachteten Vorgangs
an. Wie geht man im Unterricht mit
solchen Begriffen um, die die Lernen-
den nutzen und die fiir das Verstehen
des neuen Zusammenhangs von gro-
Ber Bedeutung sind?

Dieser Beitrag zeigt, auf welche Ver-
stehensgrundlagen die Lernenden auf-
bauen (miissen), um sich die Sinus-
funktion zu erschlieffen, und welche
Rolle gerade die Sprache dabei spielt.
So werden einerseits Moglichkeiten be-
reitgestellt, die Kommunikation zu for-
dern, andererseits adaptiv an die jewei-
ligen individuellen Lernvoraussetzun-
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Lernstufen im Lernpfad

L5: Besondere Eigen-
schaften des Graphen
der Sinusfunktion wer-
den beschrieben

L4: Der Graph wird ge-
zeichnet

L3: Der Zuordnungs-
aspekt Zeit > Hohe wird
expliziert

L2: Der Zuordnungsas-
pekt Zeit > Winkel wird
expliziert

L1: Zuordnungsaspekte
der Sinusfunktion am
Kreis werden erkundet
und beschrieben
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Beispiel

JAlle 12 min wird die x-Achse geschnitten. Dort sind
auch die cteilcten Stellen. Der Verlauf wiederholt sich
nach einem (Jmlavf immer wieder. Die x-Achee kann die

Einheit Grad oder Minuten haben.”

JVerschiedene Zvordnungswerte der Gondel ergeben im
Koordinatensystem einige Funktionswerte der Sinvsfunk-
tion. Die einzelnen Punkte werden zum Graphen

verbunden.”

,,‘/5°€hts‘/br8CA€H 3 min. Daher befindet cich die Gon-
del nach 3 min avf einer [Hohe von etwa 2 m iber dem

Fahretuhl.”

wNack 3 min hat sich die Gondel um 45° gedreht.
Der Zusammenhang zwischen Zeit und Drehwinkel ict

prafvrt/‘oua/. “

JNach dem Eincteigen fohrt die Gondel nach oben.
Der Zeit wird die Hohe der Gondel zugeordnet.
Nach 6 min ist die Gondel am hécheten Punkt.”

Abb. 1: Lernpfad zur Thematisierung der Sinusfunktion

Vom Riesenrad zur Sinusfunktion

Situation:

Das Riesenrad dreht sich entgegen dem Uhrzeigersinn mit einer konstanten Geschwindigkeit.
Man kann wahrend der Fahrt in die Gondeln steigen und diese verlassen, ohne dass die Gon-
del dabei halt. Das Riesenrad benétigt fiir eine vollstandige Umdrehung 24 Minuten.

Zum Zeitpunkt 0 Min. steigt man in die eingezeichnete Gondel ein.

Frage:

Wie hoch ist die Gondel nach x Minuten? Zeichne diese Zuordnung in das Koordinatensystem.
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> Tipp: Markiere im Riesenrad verschiedene Stellen fiir die Gondel. Zu welchem Zeitpunkt
befindet sich die Gondel dort jeweils? Wie hoch ist sie?

gen anzukniipfen. Abb. 2: Riesenrad-Aufgabe zur Erarbeitung periodischer Vorgange (vgl. HuBmann u. a., 2017)
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Graph der Zeit-Hohe-Funktion

Graph der Zeit-Winkel-Funktion

Abb. 3: Periodischer (links) und proportionaler (rechts) funktionaler Zusammenhang im Kontext

der Riesenrad-Aufgabe

Lernziele entlang des Lernpfads setzen (€

Unterschiedliche funktionale Zusam-
menhinge verkniipfen

Der in Abb. 1 dargestellte exemplari-
sche Lernpfad greift eine unterrichtli-
che Thematisierung im Sinne von fiinf
aufeinander aufbauenden Lernstufen
auf. Auf der grundlegenden Lernstufe
L1 geht es zundchst darum, die Sinus-
funktion unter dem besonderen Fo-
kus des Zuordnungsaspektes zu erkun-
den. Auf der Grundlage einer Ausein-
andersetzung mit dem proportionalen

Zuordnungsaspekt Zeit > Winkel (L2)
und der Zuordnung Zeit > Hohe (L3)
kann der grobe Verlauf erschlossen
und anschlieffend exakt gezeichnet
werden (L4). Auf dieser Basis kann
dann die Beschreibung der besonde-
ren Eigenschaften vorgenommen wer-
den (L5).

Die Aufgabe in Abb. 2 adressiert mit
der Gondelfahrteinen periodischen Zu-
sammenhang, den sich die Lernenden
im Rahmen der Unterrichtssequenz
erschliefen. In einem ersten Schritt
soll dazu in einem Koordinatensystem

eingezeichnet werden, auf welcher H6-
he sich die betrachtete Gondel jeweils
zum Zeitpunkt t befindet (Zeit-Hohe-
Funktion). Wichtig ist hierbei, dass
die x-Achse als Horizontlinie gedeutet
wird - das heif3t, die negativen y-Wer-
te stellen die orientierte Hohe der Gon-
del in Abhédngigkeit von der Einstiegs-
hohe dar. Der periodische funktionale
Zusammenhang fiihrt aus mathema-
tischer Sicht direkt zur Sinusfunktion
(Abb. 3 links).

Im Erarbeitungsprozess selbst
spielt noch ein zweiter funktionaler
Zusammenhang eine wichtige Rolle.
In der Regel betrachten die Lernen-
den zunichst markante Punkte, an de-
nen sich die Gondel befindet: zu Be-
ginn der Fahrt auf Hohe 0 m, nach ei-
ner Vierteldrehung (entspricht 90°)
und 6 min auf Hoéhe 10 m, nach einer
halben Drehung (entspricht 180°) und
12 min auf Hohe 0 m, nach einer Drei-
vierteldrehung (entspricht 270°) und
18 min auf Hohe -10 m usw. Im weite-
ren Verlauf kénnen die betrachteten
Zeitpunkte dann zunehmend verfei-
nert werden.

Im Unterricht wird dieser funktio-
nale Zusammenhang hiufig nicht ex-
plizit angesprochen, wenngleich er

MatheWelt: Alles Anteile oder was?

Der Weg von Anteilen zur
Exponentialfunktion
Lerngruppe: 9. - 10. Schuljahr

MatheWelt
s

Gegen Ende der Mittelstufe zeigt
unsere Riickschau auf die Zu-
sammenhange  verschiedener
Themengebiete tiber die Schul-
jahre hinweg den Lernfortschritt

ST 200

Alles Anteile
oder was?

ortenentataion ) -
] @=Z3  und die roten Faden.
= HBll QuaMath? e . q
I Die Lernenden erkennen dabei

die gemeinsame Kernidee: ,Mit
einem Faktor kann man Dinge vergréRern bzw. verkleinern.“
Diese ist fiir das Versténdnis von mehrjdhriger Verzinsung
(Zinsenszins) oder von Exponentialfunktionen grundlegend,
da hier die Veranderung mehrfach hintereinander ausge-
fiihrt wird.
Der sukzessive Aufbau einer durchgangig genutzten Visu-
alisierung zundchst als Anteils- bzw. Bruchstreifen, spater
als Prozentstreifen und dann die Betrachtung wachsender

Saulen bei der Exponentialfunktion soll Koharenz stiften und
verstehendes Lernen ermoglichen.
Die Aufgaben in dieser MatheWelt vertiefen noch einmal die
einzelnen Themenfelder, die hier zusammenkommen, und
fordern damit den Blick fiir die Zusammenhange.
Zunachst konnen die Lernenden anhand einer komplexeren
Aufgabe aus Klasse 9/10 ihr Wissen einschatzen, und dann aus
einem Aufgabenpool fiir sie passende bearbeiten. Diese the-
matisieren verschiedene Inhalte vergangener Schuljahren und
tragen so zur Kompensation von Wissensliicken bei. Wichtig
ist, individuelle Lernziele zu setzen; das geschieht im Selbst-
Check durch die Aufgaben A-E. Dann gilt es, die Lernenden
basierend auf den Ergebnissen des Selbst-Checks adaptiv bei
ihren Lernprozessen zu unterstiitzen und zu fordern.
Die MatheWelt bietet Material, das sich an den Prinzipien der
Verstehensorientierung, Durchgangigkeit und auch kogni-
tiven Aktivierung orientiert und dabei die Planungsaufgabe
Lernziele setzen und Lernpfade konzipieren konkretisiert.
Viel Erfolg beim Einsatz im Unterricht!
Birte Péhler, Lars Holzdpfel
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fiir das Verstehen und den Begriffsbil-
dungsprozess von besonderer Bedeu-
tung ist: Betrachtet wird oft zunéichst
die Zeit-Winkel-Funktion, die die Dre-
hung angibt, die die Gondel zum ent-
sprechenden Zeitpunkt zuriickgelegt
hat. Im Unterschied zur Zeit-Hohe-Funk-
tion ist die Zeit-Winkel-Funktion propor-
tional, das heil3t, der Winkel dndert sich
proportional zur Zeit (s. Abb. 3 rechts).

Im Umgang mit funktionalen Zu-
sammenhdngen ist die entscheidende
Verstehensgrundlage, zunéchst die zwei
Grofen zu explizieren (vgl. Lernstufen
L2 und L3 in Abb. 1), die zueinander in
Beziehung gesetzt werden (Zindel u.a.
2018). Ohne eine Klirung der zwei be-
teiligten Grof3en wird die Sinusfunktion
nicht zu erarbeiten sein. Gibt es Lernen-
de, die sich mit der Festlegung der zwei
Grofen als Verstehensgrundlage noch
schwertun, so sollte man diese gezielt
mit ihnen thematisieren. Dabei miissen
zuerst die beiden voneinander abhan-
gigen Grofen identifiziert werden. Da-
nach konnten einige zugehorige Werte
in einer Tabelle aufgelistet werden. Zur
Vertiefung kdnnten anschliefend noch
weiteren Darstellungsformen themati-
siert werden.

Tab. 1 verdeutlicht bespielhaft Vari-
anten, die Zeit-Winkel-Funktion im Un-
terricht zu thematisieren. Dabei ist es
hilfreich, die unterschiedlichen Dar-
stellungsformen funktionaler Zusam-
menhénge miteinander in Beziehung
zu setzen.

Die - exemplarische - Diskussion
der Bedeutung der GroRen und Dar-
stellungsformen des proportionalen
Zusammenhangs als Verstehensgrund-
lage fiir die Erarbeitung der Sinusfunk-
tion wirft nun die Frage auf, welche
Verstehensgrundlagen Lernende darii-
ber hinaus im Kontext der Betrachtung
periodischer Vorgéange im Mathematik-
unterricht benétigen bzw. worauf sie
zuriickgreifen (konnen). Abb. 4 zeigt ei-
nige wichtige Grundlagen entlang der
beiden Leitideen Raum und Form so-
wie Strukturen und funktionaler Zu-
sammenhang (vgl. KMK, 2022) im Sin-
ne der Durchgingigkeit. Die entspre-
chenden Leitideen und Inhalte sind als
langfristig angelegte Lernpfade iiber
die Unterrichtsreihen hinweg eng mit-
einander vernetzt.

Lizenz CC BY-NC-ND 4.0
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Wertetabelle
Zeit in min

0 3 6 9 12 24

Winkelin°

135 | 180 | 360

0 45 90

Alternative oder
simultane Achsen-
beschriftung

Die Abszisse des Koordinatensystems kann sowohl in
Minuten als auch Grad (oder simultan in beidem) be-
schriftet werden. So wird ein proportionaler Zusammen-
hang zwischen der Zeit und dem Drehwinkel erkennbar.
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Im Kreis Zeiten und
Winkel markieren

Entsprechend der Position der 3
Gondel auf dem Kreis kdnnen an
ausgewabhlten Stellen die
vergangenen Minuten notiert
werden. So wird ein proportionaler
Zusammenhang deutlich.

Funktionsgleichung
explizit angeben

Anhand der Wertetabelle kann die Gleichung y = 15-x
hergeleitet werden, wobei x die vergangenen Minuten
und y den Drehwinkel in Grad darstellen.

Funktionsgraphen
zeichnen

Mithilfe der Wertetabelle oder der Funktionsgleichung
kann der proportionale Zusammenhang gemafR
Abb. 3 rechts visualisiert werden.

Tab. 1: Moglichkeiten der Problematisierung des proportionalen Zusammenhangs zwischen Zeit
und Winkel als Verstehensgrundlage im Kontext der Sinusfunktion unter besonderer Berticksich-

tigung vielfaltiger Darstellungen

Geometrisch wird der Sinus als das
Verhiltnis der Lange der Gegenkathe-
te zur Lange der Hypotenuse in einem
rechtwinkligen Dreieck definiert. Dar-
auf aufbauend findet die Trigonomet-
rie wieder Verwendung bei der Bestim-
mung des Winkels zwischen Vektoren,
der Berechnung von Lingen in Drei-
ecken oder Flacheninhalten in Paral-
lelogrammen sowie bei der Beschrei-
bung von besonderen Kurven im Drei-
dimensionalen (z. B. Helix).

Auf der anderen Seite kann der Si-
nus auch funktional betrachtet werden
(vgl. etwa Wittmann 1987, Leuders/
Prediger, 2005). Dabei miissen die Tri-
gonometrie im Dreieck und die Sinus-
funktion nicht zwingend gleich zu Be-
ginn im Unterricht verkniipft werden.
Mit qualitativen Betrachtungen kon-
nen Lernende auch ohne Vorkenntnis-
se liber trigonometrische Beziehungen
im Dreieck den Verlauf des Graphen
der Sinusfunktion zeichnen.

Die in Klasse 6/7 thematisierten Zu-
ordnungen zweier Grolen werden hier

(https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/legalcode.de)

noch einmal fiir einen Verstehensprozess
explizit thematisiert. Die Abgrenzung
des proportionalen Zusammenhangs von
Zeit (in min) und Position der Gondel im
Rad (in °) zu dem periodischen Zusam-
menhang von Zeit (in min) und Héhe (in
m) ist fiir viele ein relevantes Lernziel.
Die Kovariation zwischen der
vergangenen Zeit (in min) und der

h Differenzierung auf den Punkt gebracht

Aspekte der Heterogenitat:

Methode:

Plenumsgesprache

Praxistipp:
Lassen Sie Elemente der Veranderung

« sprachliche Ausdrucksféhigkeit zwischen
Alltags-, Bildungs- und Fachsprache

« Darstellungswechsel erlautern lassen,

beschreiben, einzelne Stellen verandern, und
Grundvorstellung der Funktion verbalisieren.
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Leitidee
Raum & Form

Besondere Kur-
ven (z.B. Helix)
Winkel zwischen
Vektoren

Kl.11-13

Kl. 10

Sinus im recht-
winkligen Dreieck

Ahnlichkeit
Strahlensatze

Kongruenz

Klassifizieren von
Dreiecken

Kreis und Winkel
Koordinaten-
system

Symmetrie
Zahlenstrahl

Inhaltsverzeichnis

Sinusfunktion

Quadratische
Funktionen

Lineare Funktionen

Funktionen

Manipulation trigonometrischer Fupktionen

Qualitativer Umgang mit Graphen und

Leitidee Strukturen & Funktionaler Zusammenhang
Differenzial- und Integralrechnung
(auch an trigonometrischen Funktionen)

Y

y fix)=m-x+b
m £ Steigung
b £ y-Achsenab-
. schnitt

Nutzung verschiedener Reprasentationen

(u.a. tabellarisch, algebraisch, graphisch, sprachlich)

(Proportionale) Zuordnungen

X2y
0~0
12
24
3~ 6

X 2X
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Abb. 4: Verstehensgrundlagen im Kontext der Sinusfunktion

e 10 e st

Abb. 5: Sequenz einer dynamischen Visualisierung

Gondelposition im Riesenrad (in °) kann
tabellarisch, in Form einer Gleichung, im
Rahmen eines Graphen im Koordina-
tensystem, unmittelbar im Kreis oder
sogar gemeinsam auf der Abszisse des
Koordinatensystems dargestellt wer-
den (s. Tab. 1). Um adaptiv mit hetero-
genen Verstehensgrundlagen der Ler-
nenden umzugehen, wird die Aufgabe
zunéchst offen differenzierend gestellt,
sodass einige Lernende sie ohne weite-
re Unterstiitzung bewiltigen konnen.
Andere erhalten je nach Verstehens-
prozess adaptiv weitere Unterstiitzung
durch vielfaltige Darstellungen.
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Digitale Werkzeuge auswahlen
fiir differenzierende Zugange
Mithilfe einer dynamischen Visuali-

(=] &
[

sierung kann die Aufgabe im zeitli-
chen Ablauf, interaktiv oder als kleiner
Film, anschaulich dargestellt werden
(s. Abb. 5). Eine dynamische Geomet-
riesoftware (DGS) lasst sich, je nach Fo-
kussetzung, in allen Stufen des Lern-
pfads (s. Abb. 1) sinnvoll einsetzen.
Fiir den Einsatz einer DGS sind
vor allem zwei Varianten denkbar.
Die Ubertragung der Héhen im Ein-
heitskreis in ein Koordinatensystem
(vgl. Lernstufe L4 in Abb. 1) gelingt

e s

L

leistungsstirkeren Lernenden, wie in
unserem Beispiel Mira und Lea, selbst-
stindig. Dynamische Visualisierungen
konnten fiir Mira und Lea zur Vertie-
fung des Verstiandnisses des funktiona-
len Zusammenhangs zwischen der Zeit
und der Hohe im Kreis verwendet wer-
den, sodass die Visualisierung im An-
schluss an eine intensive Auseinander-
setzung mit der Thematik erfolgt, um
bisherige Gedanken noch einmal zu re-
flektieren und zu ordnen.

Alternativ konnte eine DGS aber
auch fiir leistungsschwichere Ler-
nende zum Einstieg als ,Black Box“

Lizenz CC BY-NC-ND 4.0
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verwendet werden, um erste Erkennt-
nisse iiber den funktionalen Zusam-
menhang zwischen der Zeit und der
Hohe im Kreis zu sammeln (vgl. Lern-
stufe L1 in Abb. 1) und Verstehens-
schritte vorzuentlasten. In dem Zu-
sammenhang ist es fiir die zugrun-
de liegenden Verstehensprozesse und
zur Differenzierung besonders wich-
tig, dass man die GroRen abmisst und
iibertrigt, zum Beispiel an der Tafel
oder auf Papier.

So wie hier fiir das Beispiel der dynami-
schen Visualisierung vorgestellt, kon-
nen die Lernprozesse von schwécheren
Lernenden oft durch stirkere Vorstruk-
turierung der Aufgaben unterstiitzt
werden. Dabei sollte allerdings das Un-
terstiitzen nicht nur zur richtig gelosten
Aufgabe fiihren (,Haben alle das Rich-
tige im Heft stehen?“). Stattdessen dient
es auch der Forderung der Lernprozes-
se (,Haben mdglichst alle nun das Rich-
tige im Kopf“?). Eine solche Férderung
wird immer auch einzelne Lernende
gezielt unterstiitzen, aber ihnen dabei
das Denken nicht abnehmen.

Der Unterschied zwischen Unter-
stiitzen (mit kurzfristigem Ziel der Auf-
gabenbewdltigung) und Fordern (mit
Ziel des langfristigen Lernfortschritts)
zeigt sich auch am Beispiel der sprach-
lichen Lernvoraussetzungen und Lern-
ziele: Nicht alle Lernenden konnen ihre
Gedanken so klar artikulieren wie Lea
und Mira, die zwar noch nicht iiber-
all die formalbezogenen Fachbegriffe
wie Hochpunkt, Tiefpunkt und Periode
kennen, aber eine eigene bedeutungs-
bezogene Denksprache heranziehen,
um ihre intuitiven Ideen zu kommuni-
zieren (vgl. Lernstufe L1 in Abb. 1).

Welche Denksprache relevant sein
konnte, wird in Abb. 6 angedeutet. Eine
reine Unterstiitzung der Denksprache
fiir sprachlich schwichere Lernende
konnte durch Formulierungshilfen an-
geboten werden, doch ist stets die Ge-
fahr, dass Lernende die Satzbausteine
kurzfristig tibernehmen, ohne sie lang-
fristig in ihren Wortschatz aufzuneh-
men (Prediger 2020).

Eine Forderung der Denksprache
braucht daher aktivere Aneignungs-
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Abb. 6: Typische Satzbausteine auf dem Weg zur Sinusfunktion

prozesse mit Verkniipfung zur eigenen
Sprache. Lehrkrifte, die die Lernpro-
zesse der Lernenden aufmerksam be-
obachten, konnen etwa Satzbausteine
mitschreiben (Abb. 6), die sie dann fiir
alle in der Klasse thematisieren kon-
nen: ,,Lea hat vorhin etwas Interessantes
gesagt, sie hat zwischen ,so einem Graph'
[begleitet mit Geste der Linearitit] und
,Halbkreis‘ unterschieden, was meinte Lea
damit?“. So konnten andere Lernende
antworten: ,Der Graph ist nicht gera-
de, sondern krumm®, ,also Parabel®.
Beide Ausdrucksweisen wiirden dann
in einem Klassen-Sprachspeicher ge-
sammelt.

So konnte der Wortschatz der Ler-
nenden gefordert, also sukzessive auf-
gebaut werden, ausgehend von den
mitgebrachten Satzbausteinen iiber ei-
ne gemeinsame Denksprache hin zu
den formalen Sprachmitteln.

Plenumsgespriche gestalten

Gerade in Plenumsgesprachen kommt
es darauf an, etwa zugrunde liegen-
de Vorstellungen in den Beitrdgen der
Lernenden explizit zu machen und
gezielt zu thematisieren. Dies ist ins-
besondere dann besonders wichtig,
wenn fehlerhafte Vorstellungen geédu-
Rert werden, z.B. dass der Graph der
periodischen Funktion sich aus der

(https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/legalcode.de)

Aneinanderreihung von Halbkreisen
ergibt. Solche Beitrige bieten ein ho-
hes Potenzial, das Begriffsnetz, in das
die Sinusfunktion eingebettet ist, ge-
nauer aufzufalten. Der beispielhaf-
te Unterrichtsentwurf in Abb. 7 be-
schreibt unterschiedliche Gespréchs-
anlédsse im Klassenverbund.

Material zum Download:

Vom Riesenrad zur Sinusfunktion

Einstiegsimpuls

Abb. 7: Beispielhafter Unterrichtsverlauf
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Im Folgenden wird auf mogliche Mo-

derationsansitze fiir die drei darin ein-

geplanten Unterrichtsgespriche einge-
gangen.

Das erste Plenumsgesprich findet
wahrend des Einstiegs statt. Die Lehr-
kraft erldutert die Aufgabe und mo-
deriert die Gesprachssituation. Da-
bei wird die Aufgabensituation zu-
néchst als Impuls gesetzt. Die Aufga-
be der Lehrkraft besteht primar darin,
die Aussagen und Ideen der Lernen-
den zu biindeln und beispielsweise
als Hypothesen an der Tafel zu fixie-
ren (s. Abb. 8). Diese Aussagen werden
nach der Erarbeitungsphase erneut be-
leuchtet.

Das zweite Plenumsgesprich er-
folgt in der ersten Systematisierungs-
phase. Die Lernenden présentieren ih-
re Erkenntnisse aus der Erarbeitungs-
phase und erdrtern diese in Gruppen.
Hier sollte die Lehrkraft ggf. zwischen-
zeitlich moderierend eingreifen, um
die wichtigsten Aspekte der Arbeits-
phase in den Fokus des gemeinsamen
Gespréachs zu riicken. Mogliche Impul-
se konnten sein:

+ ,Beschreibt bitte den Funktions-
graphen!“

+ ,Welche Auffalligkeiten (z. B. Sym-
metrie, Periodizitit) sind zu beob-
achten?

+ ,Wie unterscheidet sich diese
Funktion von bereits bekannten
Funktionen?“

- ,Konnte man die x-Achse auch mit
einer anderen Einheit beschriften?“

« ,Wie genau kann man den Graphen
im negativen y-Achsenbereich zeich-
nen?“

Ziel dieser Gesprachsfiihrung ist es,

die anfangs aufgestellten Hypothesen

mit den Lernenden noch einmal zu er-
ortern und aufzuldsen. In diese Phase
gehort auch die oben bereits beschrie-
bene Moderation, die Sprachmittel
der Lernenden mit den zu lernenden

Sprachmitteln verkniipft.

Das dritte Plenumsgesprach fin-
det nach der zweiten Arbeitsphase,
der Auseinandersetzung mit dem digi-
talen Werkzeug, statt. Die Lernenden
haben nun idealerweise die vorheri-
gen Erkenntnisse vertieft, neue Fach-
begriffe zur Beschreibung der funk-
tionalen Zusammenhinge genutzt
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Abb. 8: Sammlung an der Tafel: Antizipierte Hypothesen der Lernenden

und die Auswirkungen von Anderun-

gen der grundlegenden Parameter er-

kannt. Die Lehrkraft moderiert die Ge-

sprachssituation und gibt ggf. Impulse,

um das Gesprich zu lenken, z. B.
4Welchen Einfluss hat die Hohe des
Riesenrads auf den Verlauf der Si-
nuskurve?“

» ,Welche Einfluss hat die Laufzeit des
Riesenrades auf die Sinuskurve?“

« ,Wieso kann der Graph keinen Zick-
Zack-Verlauf haben?“

« ,Wieso verlduft der Graph nicht in
Form eines Halbkreises?“

Eine Illusion? Linearitat als
Verstehensgrundlage sehen

Mit der Illusion of Linearity wird das
Phinomen bezeichnet, dass Lernen-
de selbst dort lineare Zusammenhénge
unterstellen, wo diese mathematisch
nicht passend sind.

Schaut man allerdings genauer auf
Verstehensgrundlagen, so macht das
Beispiel der Sinusfunktion deutlich,
wie vernetzt mathematische Begriffe
sind. Der Kontext der Riesenrad-Auf-
gabe ist ein Beispiel fiir einen periodi-
schen Zusammenhang, fiir den Linea-
ritit bzw. ein sicheres Gespiir fiir pro-
portionale Zusammenhinge durch-
aus wichtig ist. Die Zeit-Hohe-Funktion
ist periodisch - aber die Zeit-Winkel-
Funktion als Verstehensgrundlage
ist eine proportionale Funktion (vgl.

Lernstufe L2 und L3 in Abb.1). Eine
Ilusion also? Linearitét spielt auf ein-
mal dort eine wichtige Rolle, wo man
sie nicht vermuten mag: beim Verste-
hen der Sinusfunktion.
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