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Bemerkungen zu (6,2)-Hjelmslev—~Ebenen

1

Gilinter T8rner
Bertn Prof. Dr. H. Boerner zum 70. Geburtstag gewidmet
Hjelmslev-Ebenen 3 (kurz: H-Ebenen) sind projektive bzw. affine

Inzidenzstrukturen, in denen zwei Punkte mehr als eine Verbindungsge-

rade (in projektiven Hjelmslev-Ebenen - kurz: PH-Ebenen - zwei Geraden

wehr als einen Schnittpunkt)haben kdnnen. Die dadurch gekennzeichnete
Bachbarrelation ~ soll transitiv und die Faktorstruktur d¢/_ eine pro-
jektive bzw. affine Ebene sein. Die ausfiihrlichen Definitionen fiir
Pi-Ebenen, AH-Ebenen (affinen Hjelmslev-Ebenen), FAH-Ebenen (fast-affinen
Hjelmslev-Ebenen) findet der Leser u.a. in [3].

tndlichen H-Ebenen ordnet man ein Parameterpaar (t,r) zu; dabei ist
:2 die Anzahl der zu einem Punkt benachbarten Punkte und r die Ordnung
der zugehBrigen projektiven bzw. affinen Ebene. Im folgenden beschdfti-
gen vir uns mit (6,2)-H-Ebenen, wobei bislang die Existenzfrage fiir
PH-Ebenen bzw. AH-Ebenen noch offen ist.

Wie in {8] bzw. [7] gezeigt wurde, besitzt jede H~Ebene (bis auf
Isomorphie) genau eine Aufldsung, d.h. eine Folge von H-Epimorphismen ¥j
und epimorphen Bildern 6&; mit

3t=3% 3¢ > ... —> R, = H#/,

n Y'\.‘r -4

Hat die Aufldsung die Li#nge n, so nennen wir a'e eine H-Ebene des Typs n.
Den Quotienten q; = ti/tiﬂ
wobei (ti.r) bzw. (ti_l,r) die Invarianten der Ebenen aei bzw, ae.-_i

bezeichnen wir als den i-ten Stufenparameter,

in einer Aufl8sung von & = 3{7,“ sind. Die "Kerne" der H-Epimorphismen

sind gerade die K-Rel., aus [9] zitieren wir:

Definition: Eine Aquivalenzrelation t in der Punktmenge "P, einer FAH-
Ebene bzw. AH-Ebene &f = ("P, , 3 ,€) heift Kongruenzrelation
(K-Rel.), falls gelten:

l. v e~
Wir setzen: g T h<=> ¥Peg3Qeh
¥Qeh3Peg

} PTQ

1) Der Autor dankt der Stiftung Volkswagenwerk fiir die Unterstiitzung
wdhrend der Abfassung dieser Arbeit,
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2. u(P,g) = [{ h | Peg,h, gth }}| = u ist unabhingig
von der Fahne (P,g).
3. P],Pzeg, Ql,Qzeh, P1 + P2, PiTQi =>gth

gth, |gnk| =1, |[gnh| >1 => gnkthnk
5. Peg,h, g~h, 7 (gth) =>-]Qe7?,:’1(P'rQ) mit gt Qth.
6. Istdf eine AH-Ebene, so folgt aus PtQ, Peg, Qeh,

g ” h stets gth.

In [8] bzw. [7] findet man die (Zhnliche) Definition fiir den projektiven
Fall.
Da eine H-Ebene & vom Typ n genau eine AuflSsung besitzt und die Kerme
den oben definierten K-Rel. entsprechen, erhalten wir fiir J¢ eine Kette
von n K-Rel.

id = (~n) ¢ (~n-1) ¢ ... c (~1) =~ .
Punkte P,Q (Geraden g,h) mit P(~i)Q (g(~i)h) bezeichnen wir als (wi)-
benachbart. Fiir P(~i)Q und 1 (P(~i+1)Q) schreiben wir P(~i)Q .

Nachdem wir die Begriffe bereitgestellt haben, kdnnen wir nun die Er-
gebnisse formulieren, die wir unten beweisen werden:

A. (6,2)~PH~Ebenen sind vom Typ 2, d.h. einfach.

B. Es gibt eine (6,2)-FAH-Ebene vom Typ 3.

C. Eine (6,2)-FAH-Ebene vom Typ 3 besitzt keinen Parallelismus;

insbesondere sind daher (6,2)-AH-Ebenen einfach.

A. 1st S eine Punktmenge in einer H-Ebene 3 , so induziert nach F
eine Inzidenzstruktur, die induzierte Inzidenzstruktur: als Punkte
nehmen wir die Elemente von S , wihrend wir die nichtleeren Schnitte
von Geraden aus J¢ mit f als Geraden dieser neuen Struktur bezeichnen
(siehe auch [1] ). Wie in [4] setzen wir fiir eine Gerade g mit
gny #@stetsg' =gnf .
Lemma 1: Es sei J{ eine (6,2)~H~Ebene vom Typ 3 und

[P]~2 = {Q | P(~2)Q} . Dann ist die nach [P]~2

induzierte Inzidenzstruktur eine affine Ebene.

Beweis: Da es keine (3,2)-H-Ebenen gibt [4], besitzt 3 = 3[?3 als
echtes epimorphe Bild eine (2,2)-H-Ebene Jf{ 2 d.h, q, = 2 bzw.

q; = 3. Khnlich wie in [2] sieht man, daB Jf nach [P]~2 ein r-Netz
der Ordnung a5 induziert. Wegen r;:; < 2 = r schneiden sich je zwei
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verschiedene Transversalen dieses Netzes in genau einem Punkt, so

da8 die induzierte Struktur eine affine Ebene der Ordnung 3 sein muS.

Lemma 2: Benachbarte Geraden einer (6,2)-H-Ebene vom Typ 3 schneiden

sich nie in genau vier Punkten.

Beweis: gegenteilige Annahme: Es sei g n h = {P], P,s Pg, P6} mit
P](:I)Pb(:Z)PS(:Z)Ps(:Z)PA (Lemma 1!), Die mittlere Verbindungszahl
(~1)-benachbarte Punkte ist nach [9]

A| = —(r+l)q2 =2

q, +!

Daher haben je zwei (~1)-benachbarte Punkte genau zwei Verbindungsge-
raden. Ist Q € h \ gnh, Q~Pl’ so gibt es eine Gerade k # g,h, die
vegen Lemma | die Gerade g mindestens in einem der Punkte PA’PS’PG
schneiden muB. Dies widerspricht )‘l =2 .

Lesma 3: Es sei Qf eine (t,r) H-Ebene und T eine K-Rel. von Jf mit
der Invarianten u = u. Ist n die minimale Verbindungszahl
benachbarter Punkte, so folgt aus

[P,Q] = t+n-1-un stets P 1 Q .

Beweis: [9]

Damit 1#Bt sich nun Satz | beweisen:

Satz 1: Jede (6,2)~PH-Ebene ist vom Typ 2, d.h. einfach.

Beweis: gegenteilige Annahme: Nach Lemma 1 wird durch nach [P]~2 eine
affine Ebene der Ordnung 3 induziert. Daher gibt es eine Gerade g2 P,
so da8 fiir alle Geraden h® P, h ~ g gilt: X ¢ g, P(~2)X »> X ¢ h.
Insbesondere existieren Geraden g(~1)h mit |gnh|2 3, was mit der

dualen Fassung von Lemma 3 zu einem Widerspruch fiihrt.

In [3) als auch in [6] wurden von DRAKE bzw. DRAKE/SHULT (6,2)-FAH-
Ebenen mit gruppentheoretischen Hilfsmitteln konstruiert. Der HuBerst
sihssme Vergleich auf Isomorphie ist bislang, auch von den Verfassern,
nicht gegeben worden. Gleichfalls offen ist die Frage nach dem jeweili-
gea Typ. Daher gestatten wir es uns, ohne den Vergleich zu fithren, eine
(gegebenenfalls weitere) (6,2)-FAH-Ebene aufzubauen, die vom Typ 3 ist,

Satz 2: Es existiert eine (6,2)~FAH-Ebene vom Typ 3.
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Beweis: Wir gehen von der Inzidenzmatrix M einer (2,2)-FAH-Ebene aus.

Punkte werden durch Zeilen, Geraden durch Spalten reprisentiert, Analog
wie in [5] bilden wir mit Hilfe einer affinen Ebene der Ordnung 3 vier
symmetrische 9x9-~(0,1)-Matrizen A,B,C,D, wobei gelten:

AB = AC = AD = BC = BD = CD, A% = 3a, B> = 3B, C2 = 3¢, D° = 3D,
A+B+C+D 2 J (Mit J bezeichnen wir die Matrix, die an jeder Stelle den

Eintrag 1 hat.)
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1a der Inzidenzmatrix M ersetzen wir nun die I-Eintrdge wie folgt
durch die Matrizen A,B,C,D, widhrend wir fiir einen O-Eintrag die
929-Mullmatrix schreiben.

A A BB D C
B B |AaA )
B B AA DC
A A B B c D
c D A A B B
D C B B | AA
co B B A A
D c A A B B
i
e c D D B
cc D D{B A
P D c c A B
D D c c B A
' c c D D A B
cc D D |BaA
DD c ¢ AB
| D D cC cC B A

Durch direkte Uberpriifung oder mit Hilfe eines Satzes aus [9] folgt,
daB die konstruierte Matrix M' Inzidenzmatrix einer (6,2)~FAH~Ebene
vom Typ 3 ist.

Da# diese in B. angegebene Ebene keine AH-Ebene vom Typ 3 sein kann,
erkenat man, venn man das Spaltenprodukt A2+BZ+CZ+D2 (23d ) be-
rechoet. Somit schneiden sich (~2)-benachbarte Geraden stets in ge-
nsw drei Punkten. Mehr noch - es gilt sogar der folgende Satz fiir

jede (6,2)-FAH-Ebene vom Typ 3:
Satz 3: Eine (6,2)-FAH-Ebene A€ vom Typ 3 besitzt keine Parallelismus,

Uater eimem Parallelismus verstehen wir eine Aquivalenzrelation in der

Memge der Geraden, wobei jede Klasse eine Partition der Punktmenge ist,

Als Polgerwng aus Satz 3 erhilt man unmittelbar:
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Folgerung 1: Eine (6,2)~AH-Ebene ist einfach,

was als Indiz fiir die Schwierigkeit des Existenzproblems angesehen

werden kann.

Den Beweis von Satz 3 zerlegen wir in kleinere Abschnitte und be-

weisen zundchst:

Lemma 4: Es sei &f eine (6,2)-FAH-Ebene vom Typ 3. Dann gibt es zu
jedem Punkt P Geraden g,h mit
(*) Peg,h, glzhund |h'n g'| = [hngalp],| =1 .

Beweis: Da die nach [P]~2 induzierte Struktur eine affine Ebene der
Ordnung 3 ist, gibt es Geraden g,h mit |g'ah'| = 1. Es sei g(~2)h.
Wegen q4 = 3 inzidiert eine weitere Gerade k(~2)g mit P. O.B.d.A. g' = k'.
(Lemma 1). Zu einem Punkt Qe h, Q(~2)P muB es eine Gerade 1 # h mit

P,Qel geben; also ist 1(~1)g, was Lemma 4 beweist.

Lemma 5: Es sei I eine (6,2)~FAH~-Ebene vom Typ 3. Geniigen P,g,h (*),
so gilt: Jede zu g(~2)-benachbarte Gerade k schneidet g in ge-
nau drei Punkten.

Beweis: Wir setzem: y, (g) = [{1] 1(~2)g und |g # 1 => gnl = §}|

Dann ist die mittlere Schnittzahl fiir zu g(~2)-benachbarte Geraden mit g:

1, - r-tlgy - 1)

q3 = Uz(g)
2
d.h. (q3

Dabei ist x bzw. y bzw. z die Anzahl der zu g (~2)-benachbarten Geraden

=Y, (g»4[2 = 24. Andererseits gilt: 24 = 2x + 3y + 6z .

mit genau 2 bzw., 3 bzw. 6 Schnittpunkten mit g. Wegen (*) und A, = 2
folgt z < 1. Annahme: z = 1, also 2x ¢ 3y = 18 mit x + y £ 7. Als ganz-
zahlige L3sungen unter dieser Nebenbedingung erhalten wir: x = 3, y = 4
bzw. x = 0, y = 6.

Fall 1: x = 3. y =4

Wir setzen: g = g, und Pl(:‘)QI + RI(:I)Sls g; - Zu Pl sind die Punkte
P2’ ey P9 (~2)=-benachbart usw, Es sei Pl’ P2, P3, Qs ooes Rl’ hey
S1s +nes S3eg! . Ferner schneide die Gerade h mit |gl nh| =6 in der
Nachbarschaft von R,. Wegen A = 2 schneiden keine (2)-benachbarte Ge-
raden in der Nachbarschaft von R, die Gerade g in genau zwei Punkten.

1
0,B.d,A. setzen wir daher:
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?'.,s."’QI'Qle9e sz, P27P6’P7,Q2,Q6’Q7€g3’ P3’PA’P8,03’Q1"Q8€g4
hat gy mit ngn gl| = 3 liegen 0.B.d.A. die Punkte P,P),P,,
Q"Qsiqsll"ns'Rs'sa‘ssfss' Dann folgt R7,R8’R9’S7’88,59 € g23g3’g4)

s l‘ = 2 widerspricht.

. . . ] [ [ ] L} [ ] L4 [ ] [ ] L
P, Pg Py Q@ Qg Q R, Rg By 87 83 5
. [] [ [ ] 1 ] [} [ ] [ ] * L] [ L]
B, Py B Y Q% O R, Rg Rg 54 S5 5
L] . . . . [} [ 4 [ 3 [ ] ] . [ 3
ByoPy By Q9 O R B Ry 51 5 55

Fig. 1

’.' . / ,', ,-I'. ¢ a—

» e — y -
K / .
ey’ ' (4 Py * ™ 'y . ». . 8)
hrd 3 - 4 7 -
Fig. 2

Fall 2: x =0, y=6
wegen x © y + | = 7 existiert eine Gerade gz(:z)gI mit g,n8; = g .

N[ "
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Es sei { PuaeeesPeyeees8,s00.,8g } = 8,- Da nach Voraussetzung eine
Gerade h(:l)g] mit |g|f1h| = 2 existiert, kénnen sich wegen Al =2
keine (~2)-benachbarte Geraden, die zu g (~2)-benachbart sind, in der
Nachbarschaft von Pl in sechs Punkten schneiden. Wir setzen o.B.d.A.
g3 = U PPyiP35Q,,05,06,R;,Rg, Ry, S5, 85,59 1

34 = { P];P21P31Q7’Q8$Q9’R4'R59R6vs[.’ssvss }.
gs = { P4,PS’P6!Q|'Q2-Q3'R7,R8nkgas7’ssysg } Fiir 86 (:’ 2)8|
mit P7’P8’P9’QI’QZ’Q3€ g6 folgt dann R4,Q45 8¢9 also
R4,Q4€ 8918,18¢ im Widerspruch zu Al =2,
Daher ist z = 0. Wir erhalten durch 24 = 2x + 3y < 3x + 3y < 3-8 = 24

sofort x = O und y = 8, insbesondere u, (g) =1, w.z.b.w.

Folgerung 2: Unter den Voraussetzungen von Lemma 5 folgt aus
[g*nh'| =1 stets g(~1)h.

Folgerung 3: Besitzt A als (6,2)-FAH-Ebene vom Typ 3 einen Parallelis-
mus, so sind die Parallelen zu einer Geraden g mit (*) stets
(~1)-benachbart zu g, so dag 3 keine AH-Ebene vom Typ 3
sein kann, Parallelen zu g durch Punkte, die zu P (~2) be-
hachbart sind, sind zu simtlichen Punkten Pie 2, Pi~'P (~2)-
benachbart, zu Punkten Q; €8, Q;~Qesg, Q # P immer (~1)-

benachbart.

Mit Lemma 5 und Folgerungen 2 und 3 konnen wir nun den Beweis von Satz 3

fiihren.

Beweis von Satz 3: Annahme: Es sei J{ eine FAH-Ebene vom Typ 3 und
besitze einen Parallelismus. Analog wie in Lemma 5 numerieren wir die
Punkte, wobei wir wegen Lemma 4 einen Punkt P und Geraden g,h mit (%)
betrachten kdnnen. Es sei g = 8, und h = hI 3 PI’PS‘P7‘ Nun ist wegen
Folgerung 3 die Parallele zu ) durch P5 zu g, (~1)~benachbart, anderer-
seits aufgrund von |h| nk,n [P]]~2| = | und Folgerung 2 daher

hl(:l)kl. Somit wire R‘(:Z)kl, im Widerspruch zur Folgerung 3,
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