GUNTER TORNER

n-UNIFORME PROJEKTIVE HJELMSLEV-EBENEN
SIND STARK »#-UNIFORM

n-Uniforme projektive Hjelmslev-Ebenen (PH-Ebenen) wurden von Drake
[3] als Verallgemeinerungen von endlichen uniformen PH-Ebenen eingefiihrt
und untersucht. Fiir die Behandlung dieser Klasse von PH-Ebenen erwies
sich die in [3, Def. 3.4] ‘Property A’ genannte Bedingung hilfreich. Da
bislang unbekannt war, ob diese Eigenschaft eine echte Zusatzbedingung fiir
n-uniforme PH-Ebenen ist, bezeichnete man solche n uniforme PH-Ebenen,
in denen ‘Property A’ gilt, als ‘strongly n-uniform’ PH-Ebenen. Bacon [2]
zeigte, daBl diese Ebenen genau die von Artmann [l] definierten endlichen
stark n-uniformen PH-Ebenen sind.

Hier wird nun der im Titel erwahnte Sachverhalt bewiesen. Fiir fast
n-uniforme fast affine Hjelmslev-Ebenen (FAH-Ebenen) wird unter der
Voraussetzung, daB die Ebene einen gleichmaBigen Paralielismus besitzt, ein
entsprechender Satz bewiesen. Damit verallgemeinern wir ein &hnliches
Ergebnis von Drake [5] fiir Quasitranslationsebenen.

Beziiglich der Definitionen und Eigenschaften von fast n-uniformen PH-
Ebenen, FAH-Ebenen und AH-Ebenen (affinen Hjelmslev-Ebenen) verweisen
wir auf [4]. GemaB [3] sagen wir: Eine fast n-uniforme (¢, r) PH-Ebene
(FAH-Ebene, AH-Ebene) besitzt die Eigenschaft (A), falls fiir Punkte P, Q,
Geraden g,h mit Pegnh, Qeg—h, |gNnh|=r und P(~j—i)Q
(i < j < n) stets Q(~))Ah folgt.

SATZ 1. Fast n-uniforme PH-Ebenen sind stark n-uniform.

Beweis. Wir zeigen zunichst, daB in einer fast n-uniformen PH-Ebene
Eigenschaft (A) erfiillt ist.

Zunachst gilt (A) wegen [4, Prop. 1.10.7] stets fiir i = 0, so dafl wir im
folgenden i > 0 voraussetzen. Dann ist insbesondere auch g ~ A. Daher
geniigt es nach [4, Lemma 1.12], den Schnittpunkt R einer Geraden k ~ g,
k 3 Q mit der Geraden A zu betrachten und wir erhalten: Q(~j)h < Q(~j)R.

Durch Induktion beziiglich j beweisen wir nun:

Fiir Punkte P, Q, R, Geraden g, h, k mit P, Qeg, R,Q€ck, P,Reh,
g+ k~hund0 <i<j< ngit:

) Q(~j)Rund P(~j — HQ = |gNh| =1,
) lg N Al = rfund P(~j — i)Q = Q(~/)R.

Es sei Q(~1)R. Samtliche r"~! zu g benachbarten Geraden 4 5 R schneiden
g in zu Q entfernten Punkten P ([4, Prop. 1.10.7 und Lemma 1.11]). Aus
Anzahlgriinden folgt daher:

3) O(=1)R und P(=0)0 = |g N A| = r.
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Aussage (3) gilt fiir alle r*~! — r*~2 Punkte R ek, die zu Q(~ 1)-benachbart
sind, so daB3 durch einen Punkt P ~ Q mindestens r*~! — r"~2 Geraden A
mit {g N h] = r gehen. Nach [4, Prop. 1.10.5] gilt fiir Pe g:

KhaP||lgnhl =r} =r"=1—r"-2 weswegen |gNh| =r
und P(~0)Q nun Q(~1)R nach sich zieht.

Sei nun (1) und (2) als richtig fiir alle j* < j — 1 vorausgesetzt und Q(~j)R
mit j < n. Wir setzen fiir 0 < v < j: M, = {Teg | T(~v)Q}. Man beachte,
daB aus [4, Prop. 1.10.7] folgt:

¢ XeM, = X(~v)R.

Fernersei R, = {h |IXeM,, X, Reh}, s, = |R,| und B, = {(P,h) | PeM,,
P, R e h}. Mit (4) und [4, Prop. 1.10.4] erhdlt man fiir 1 € v < j — I:

B, =Y —r" "Y' =¢* — 1 fiir v = 0 folgt:
[Bo| ="~ Yl +r)y—r*t =y
Nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir 0 < i < j:
©) he®,_, = |gNh| > r-
Also ist |g N A| = r'. Ist (P, h) € B,, so ist h e R,. Ist umgekehrt he R, so

gibt es X eM,, Yeh, also (X, h) € B,. Wegen (5) ist |g N h| = r?~Y, daher
folgt aus [4, Prop. 1.10.9]:

(X' eg|X(~n—j+vX}csgnh

Wegen j < n sind solche Punkte X'(~v)-benachbart zu Q. Daher gilt:
8.1’ < |B,| und somit

) s, K prolry —prmlody sy 2,7 —1; und
)] So S rYri =711,

Da zu g benachbarte Geraden 4, die mit R(~;)Q inzidieren, die Gerade g in
Punkten P(~»)Q mit 0 < v <j— 1 wegen [4, Prop. 1.10.7 und 1.11]
schneiden, folgt aus (6) und (7)

i=1 i=1
pn-1 gvzosvgrn f+vzl(rn J4v _ pn-1-f4vy = pn=1
Daher erhalten wir fiir 1 < v <j— 1, 5, = r*7 7% — pr=1=74 bzw, 50 =
r*~J. Offensichtlich impliziert dies:
v#EV=>RNN, =g
was {X'€g| X'(~n — j + v)X} = g N h zur Folge hat. Damit ist
®8) he®_,=|gNnhl=r
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bewiesen, was die Richtigkeit von (1) der Induktionsbehauptung belegt.
Entsprechendes gilt fiir simtliche r*=f — r"~7-1 Punkte R € k, die zu Q(=~j)-
benachbart sind. Somit gibt es durch einen Punkt P(~j — i)Q wegen (1) und
wegen R(~j — )P fiir jedes zu Q(~j)-benachbarte Rek, r*~t — p»-t-1
Geraden & durch P mit |g N 4| = rt; nach [4, Prop. 1.10.5] aber auch
hoéchstens r*~t — r*~i-1 Geraden durch P mit |g N A| = r'. Damit ist auch
(2) bewiesen, o erfiillt also Bedingung (A). Aus [4, Th. 3.5] und [2, Th. 3.1]
folgt die Behauptung.

Mit [1], [2, Th. 3.1] und Satz 1 erhdlt man unmittelbar:

SATZ 2. Fiir eine endliche PH-Ebene 3¢ sind folgende Aussagen dqui-
valent:

(a) S ist n-uniform.

(b) S ist ‘strongly’ n-uniform.

(c) S ist stark n-uniform.

(d) 5 ist PH-Ebene n-ter Stufe.

Wir wenden uns nun der Behandlung des affinen Falles zu. Analysiert man
den Beweis von Satz 1, so ergibt sich folgendes Resultat:

LEMMA 1. Es sei ¢ = (P, ©, €) eine fast n-uniforme FAH-Ebene und es
gelte fiir alle Punkte P, Geraden g und j < n:

) P(~j)g=>|{xe®|Pex, |xngl =0} <rI-L
Dann erfiilllt # die Bedingung (A4) und es gilt:
{xe® |Pex, |[xngl =0} =r-I-1

Beweis. Wir iibernehmen die Bezeichnungen des Beweises von Satz 1 und
beweisen mittels vollstandiger Induktion die Aussagen (1) und (2).

Es sei O(~1)R. Hoéchstens r*~2 Geraden durch R schneiden die Gerade g
nicht. Andererseits kann eine zu g benachbarte Gerade x mit |x N g| # 0 die
Gerade g nur in Punkten P ~ Q schneiden ([4, Prop. 1.10.7 und Lemma 1.11]).
Aus Anzahlgriinden folgt daher die Aussage (3). Ferner erhdlt man, daf3
genau r"~2 Geraden, die g nicht treffen, mit R inzidieren, woraus sich die
Aussage (2) im Falle j = 1 ergibt.

Beim Induktionsschluf3 verfahrt man analog wie im Beweis von Satz 1 und
erhilt dann die Abschatzung (10)

-1
(10) rml< Y s+ x| Rex, |xng| = 0}
v=0

i-1
g —prei-l g z (rn—j+v — 1Y) 4 pr-i-1

v=1
= pn-1
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Aus den Gleichungen

1mn So = r*! — pn-1-1
(]2) S = Rl — rn—1—1+v’ v = 1, . -9j -1
(13) Kx|Rex, |xng| =0} =rm-i-1

folgt wie oben die Behauptung.

Im folgenden Lemma werden wir zeigen, daBl die Existenz eines gleich-
méBigen Parallelismus [4, Def. 2.1] in einer fast n-uniformen FAH-Ebene
hinreichend fiir das Erfiilltsein von (9) ist.

LEMMA 2. Es sei # = (B, 6, €) eine fast n-uniforme (t, r) FAH-Ebene, die
einen gleichmdpfigen Parallelismus || besitze. Dann gilt fiir alle Punkte P,
Geraden g und j < n:

P(~j)g = |[{xe6 | Pex,|xNng| =0} =r-I-L

Beweis. Wie oben beziehen wir uns auf die Bezeichnungen im Beweis von
Satz 1. Ferner sei / die Parallele durch R zu g, in Zeichen: / = L(R, g).
Mittels vollstandiger Induktion beweisen wir die Aussagen (1), (2) und (9),
wobei wir im wesentlichen nur den InduktionsschluB} fiir die Aussage (9)
durchfiihren. Das Ubrige verlauft wie im Beweis von Lemma 1.

Es sei R(~1)Q und x 3 R mit [x N I| = r. Parallelen zu / durch simtliche
Punkte von x inzidieren auf der sie kreuzenden Geraden k mit genau r*/r =
r"~1 zu R benachbarten Punkten, d.h. |g N x| # 0. Daher kdnnen hichstens
Geraden x 3 R mit [x N /| > r?- also insgesamt hochstens r*~2 — die Gerade
g nicht schneiden.

Es sei nun R(~;)Q und (1), (2) und (9) werde fiir j* < j — 1 als richtig
vorausgesetzt. Wir zeigen, daB simtliche Geraden x3 R mit |x N I| < r/ die
Gerade g schneiden ; daher konnen wiederum hochstens

x| Rex, x| 2 ¢t} =pn-7-0

Geraden die Gerade g nicht treffen. Sei x> R mit |[x N /| = r® und
1 € v < j— 1. Da der Parallelismus gleichmaBig ist, gibt es (r — Dr*~1-"
Parallelen zu / durch Punkte auf x, die nicht zu R benachbart sind. Nach
Induktionsvoraussetzung (2) inzidieren diese Parallelen genau mit den (~v)-
benachbarten Punkten von R auf k. Ist m Parallele zu / mit |x N /| = r” durch
einen Punkt von x, der zu R benachbart ist, so folgt unter Anwendung der
Induktionsbehauptung (1) und [4, Prop. 1.10.7 und 1.10}, daBl m auf k mit
einem zu R(~v + 1)-benachbarten Punkt inzidiert. Somit schneiden samt-
liche r*~1/r¥ Parallelen dieser Art die Gerade k in zu R(~v + 1)-benach-
barten Punkten.

Betrachten wir nun eine Gerade x > Rmit |x N /| = r/, samtliche Parallelen
zu [ durch Punkte auf x und die Schnittpunkte mit der sie kreuzenden
Gerade k.
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Annahme. Es gibt einen Punkt R’ € k, R'(~j)R, der nicht mit einer der
oben erwihnten Parallelen inzidiert. Dann gibt es R" € k, R"(~p)Rmit p < j
und |[L(R", )N x| = r’. Sei P'ex N L(R", I), so ist P'(~p — i)R" fiir ein
i € p, also nach Induktionsvoraussetzung (1) |L(R", ) Nx| =ri<rt <
r!. Widerspruch! Daher treffen samtliche r*~/ Parallelen zu [/ durch
Punkte auf x die Gerade k in (~j)-benachbarten Punkten von R. Damit ist
[{x | Rex, |x N g| = 0}] < r"~/-1 bewiesen und die Behauptung von Lemma
2 ergibt sich wie oben erwahnt.

SATZ 3. Fiir eine fast n-uniforme FAH-Ebene 5 sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) S ist eine stark n-uniforme FAH-Ebene.

(b) S besitzt einen gleichmdigen Parallelismus.

Beweis. (a) = (b) [4, Th. 3.1}, (b) = (a) Lemma | und 2.

Da ein Parallelismus einer Quasitranslations-H-Ebene gleichmiBig ist,
ergibt sich ein Ergebnis von Drake [5] als Korollar:

KOROLLAR 1. Jede n-uniforme Quasitransiations-Hjelmslev-Ebene ist stark
n-uniform.
In Anwendung von [4, Th. 4.1] und Satz 3 erhalten wir:

KOROLLAR 2. Jede n-uniforme FAH-Ebene, die einen gleichmdpfigen
Parallelismus besitzt, hat als projektive Erweiterung eine stark n-uniforme PH-
Ebene.
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