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Angeordnete Korper

Von GUNTER TORNER' in Duisburg

In der vorliegenden Arbeit wird eine elementare Einfihrung
in die Theorie der angeordneten, insbesondere archimedisch
angeordneten Kdrper gegeben. Dabei werden Fragen der Fort-
setzbarkeit und Beschreibungen von Anordnungen flir einfa-
che K&rpererweiterungen behandelt. Mit Hilfe des Begriffes
"reeller Zerf&dllungskdrper" charakterisieren wir den Fall,
daB sdmliche die Anordnung von k fortsetzende Anordnungen
einer K8rpererweiterung K|k von Automorphismen des Kdrpers
K aus einer beliebigen Anordnung von K induziert werden.
Zahlreiche Beispiele verdeutlichen die Zusammenhédnge.

Zwar handelt es sich bei dem folgenden zum Teil um eine
Aufarbeitung einiger klassischer (und daher bekannter?)
Resultate; in neueren Algebra-Lehrblichern ist jedoch da-
riilber zumeist so gut wie nichts zu finden, und wenn {iber-
haupt, so steht fast immer der von der Vielfalt m&glicher
Anordnungen her uninteressante Fall der reell abgeschlos-

senen Korper im Vordergrund.

Schlieglich meinen wir, die Arbeit durch folgende Aspekte
zu rechtfertigen: Die Behandlung der klassischen geometri-
schen Konstruktion mit den Mitteln der Algebra wird oft
als eines der Ziele einer Algebra-Vorlesung angesehen. In
der Praxis einer einsemestrigen, dreistiindigen Veranstal-
tung allerdings stellt sich dieses Ziel allzu oft als zu
"ehrgeizig" heraus; man vergleiche etwa das Buch [{3] und

! Fir zahlreiche anregende Bemerkungen und Hinweise bin ich Prof.

Dr. Artmann und Prof. Dr. Pickert dankbar.
Der Autor dankt der Stiftung Volkswagenwerk flir die Unterstiitzung
wdhrend der Abfassung dieser Arbeit.
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den dortigen Hinweis zum Satz von Gauss {liber n-Ecke:
"Wollte man nur ihn beweisen, so kénnte man nicht allzu-
viel in den vorhergehenden Kapiteln i{ibergehen". Da8 man
hier berechtigte Zweifel anmeldén kann, hat Laugwitz in
[5] aufgezeigt. Wird in der Algebrau-Vorlesung dieses
"Klassenziel" nicht erreicht, so besteht jedoch die Ge-
fahr, daB viele Begriffsbildungen, insbesondere aus der
Korper- und Galoistheorie, steril bleiben. Gerade hier,
so meinen wir, k&énnen dennoch, obgleich man vielleicht
auf einer elementaren Stufe stehen bleiben muB, inter-
essante Ergebnisse gewonnen werden, wenn man die Quer-
verbindung zur Theorie der angeordneten, insbesondere
archimedisch angeordneten Korper herstellt. Dies wollen
wir im folgenden aufzeigen.

1. Prdliminarien

Ohne es im folgenden stets zu erwdhnen, wird die Multi-
plikation in einem K&rper K als kommutativ vorausgesetzt.
Ferner werden wir von Korperisomorphismen im Sinne von

"Isomorphismus Zn ..." sprechen. (Man beachte, daB somit
ein Kdrperisomorphismus ¢ : K+ L nicht notwendig ein Iso-

morphismus auf L ist.)

Definition 1. Unter einem angeordneten Kdrper verstehen
wir einen Korper K, zusammen mit einer linearen Ordnungs-

relation s, mit den folgenden Bedingungen:

(Mon+) Flir. alle x,y,z€K : x5y = x + z s y + 2
(Mon®) Fir alle x,y€K : 0sx, O sy = 0Osxy .

In der Literatur ist die Bezeichnungsweise nicht einheit-
lich; gelegentlich findet man die Begriffe "geordneter
K&rper" oder auch "linear" bzw. "total geordneter Kérper".
Eine mit den Verkniipfungen in K gemdSB (Mon+), (Mon") ver-
trédgliche lineare Ordnungsrelation wollen wir im folgen-
den Arnordnung nennen. Hiufig wird (Mon®) als
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(1) PFir alle x,y,2€K : x sy, O £ z = Xz 5 yz

formuliert, was mit (Mon’) gleichwertig ist. Erfahrungs-
gemdB taucht oft die Frage auf, warum man nicht analog

zu (Mon+)
(2) Fir alle x,y,2€K: X S y = X2 S yZ

fordert. Zundchst ist dem entgegenzuhalten, das8 (2) Aus-
druck eines vermuteten Zusammenhangs (Isomorphie) zwi-
schen der additiven und der multiplikativen Gruppe sein
kdnnte; allerdings, und das sollte stdrker betont werden,
gibt es keinen Korper, dessen additive und multiplika-
tive Gruppe zueinander isomorph sind [7], geschweige
denn ordnungsisomorph. Im Falle der reellen Zahlen, bei
denen die Exponentialfunktion einen ordnungstreuen Iso-
morphismus von (R, +) nach (]R+\{O},-) liefert, ist (1)
{(und nicht (2)) die Ubersetzung von (Mon+). Andererseits
folgte aber aus (2) zundchst 0 £ 1, O s -1.0der -1 £ O,
1 £ 0; beides fiihrt mit Hilfe von (Mon+) und der Anti-
symmetrie der linearen Ordnungsrelation zu O = 1.

Elemente x eines angeordneten Kbrpers O £ x wollen wir
als positiv bezeichnen, solche mit 0 < x als streng po-
sitiv. Summen von Quadraten sind, wie man sich leicht
iberlegt, stets positiv. Daher gilt in einem angeordne-
ten K8rper auch O < 1, so daB die Charakteristik eines
solchen K&rpers O ist. Dies hat zur Folge, daB8 ein ange-
ordneter K&rper K immer einen 2u @ isomorphen Unterkdr-
per (o.B.d.A. also Q@ selbst als Unterkdrper) enthidlt.
Darauf werden wir im folgenden noch oft zurickkommen.

In vielen Fdllen ist es vorteilhaft, eine weitere Kenn-
zeichnung von Anordnungen in K&rpern zu benutzen, ndm-
lich die Charakterisierung durch die Positivbereiche.
Darunter verstehen wir die Menge P aller positiven Ele-

mente eines angeordneten Kérpers.
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Lemma 1.

a) Sei P Positivbereich eines angeordneten Kdrpers K,
d.h. P = {X€EK|Osx}
Dann gentigt P den folgenden Bedingungen

(P1) P +PcP
(P2) PePckP
(P3) P N (-pP) = {0}
(r4) P U (-P) = K
b) Gentigt eine Teilmenge P eines Kérpers K den Bedin-
gungen (P1) - (P4), so ist K vermdge

X sy & y-X€EP

ein angeordneter Kdrper.

Den Beweis findet der Leser z.B. in [6, S. 241ff]. Ord-
nungen sind somit schon durch die Mengen der positiven
Elemente festgelegt.

Wenn keine MiBverstdndnisse zu beflirchten sind, sprechen
wir von dem Positivbereich eines angeordneten Kdrpers
und meinen damit den durch die (betrachtete) Anordnung

festgelegten.

Folgerung 1. Der Kdrper der reellen bzw. rationalen Zah-
len besitzt eine Anordnung.

Beweis. Wie man sich leicht iliberlegt, folgt fiir Positiv-
bereiche P, P' mit P ¢ P' stets P = P'. Nun ist jede (im
herkémmlichen Sinne) positive reelle Zahl Quadrat und
liegt daher in jedem Positivbereich von IR . Mithin be-
sitzt R genau eine Anordnung. Im Falle der rationalen
Zahlen sieht man sofort ein, daB die (herkmmlich) posi-
tiven Zahlen, daher auch deren multiplikativen Inversen
und somit alle Elemente von Q+ stets positiv sein miissen.
Wie oben folgt mit Q+ c P', daB @ genau eine Anordnung
besitzt.
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Folgerung 2. Der Kdrper der komplexen Zahlen ist nicht

anordnungsfidhig.
Beweis. Als Quadrat ist 11 = 1 in einem anordnungsfahi-
gen KOrper stets positiv, andererseits gilt 12 = -1 in C,

so daB aufgrund von (P 3) € nicht anordnungsfdhig sein

kann.

Folgerung 2 bedeutet aber nicht, daB jeder Koérper K, der
"komplexe Zahlen enthilt", d.h. K ¢ ¢, K ¢ R nicht an-
ordnungsfédhig ist.

Beispiel 1. @ (i %V2) 148t sich vermdge

(1) O<a+i%Zb+vVZic+idVa'vzia (inoi V2
<=> o<a+4\/§b-\/§c-4\/§ﬁd(in]R)

anordnen. Ndheres siehe in Abschnitt 3.

Der Vollstédndigkeit halber erwdhnen wir an dieser Stelle

das klassische Ergebnis von Artin-Schreier [1].

Satz 1. Ein Korper K Zst genau dann anorgnungsfdhig,
wenn es keine a1,...,an€K\{O} mit = a;” = 0
. i=1
gibt.

Korper, die der in Satz 1 erwdhnten Bedingung geniigen
(und somit anordnungsfdhig sind), werden in der Litera-
tur als formal-reell bezeichnet.

Definition 2. Die Anordnung eines Korpers K heiBt archi-
medisch (und K ein archimedisch angeordneter Kbrper),
falls fiir alle Elemente x,y + O des Positivbereichs P

von K gilt:

(2) x < y = es gibt eine natilirliche Zahl n mit y < n<x
(dabei bezeichnet nex das n-fache von x, d.h.

X+...+X mit n Summanden) .

Andernfalls spricht man von einem nichtarchimedisch an-

geordneten Kdrper.
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Hdufig sind zu (2) &dquivalente Formulierungen hilfreich
(wobei @ & K angenommen ist):

(3).'Fﬁr jedes x€K gibt es eine natiirliche Zahl n mit
-n < X < n.

(4) Fir jedes streng positive Element x€K gibt es eine

natiirliche Zahl n mit 0 < % < X .

Ein oft zitiertes Beispiel eines nichtarchimedisch ange-
ordneten Kdrpers ist das folgende:

Beispiel 23 [10]: Man nenne ein Polynom f mit rationalen
Koffizienten positiv, wenn der Koeffizient der hdchsten
vorkommenden Potenz der Unbestimmten positiv ist. Die
Anordnung des Ringes Q[X] 148t sich auf die Menge Q(X)
der rationalen Funktionen wie folgt fortsetzen: es ist

h = g positiv, falls fiir die Leitkoeffizienten fn’ 9

von f bzw. g mit f fnxn+...+f (£ # 0) bzw.

o
g = ngm+...+go(gm = 0) fngm 2 0 gilt. Da X-c streng po-

sitiv ist, "libertrifft" das Polynom X sd@mtliche konstan-

ten Polynome, mithin ist @Q(x) ein nichtarchimedisch ange-
ordneter Kodrper.

Dieses Beispiel zeigt auBerdem, daB ein Kdrper sowohl
nichtarchimedische als auch archimedische Anordnungen
zuldBft. Man betrachte die Funktionswerte der rationalen
Funktionen an einer transzendenten Stelle und bezeichne
f als positiv, wenn es an dieser Stelle einen positiven
Wert hat; das ergibt eine archimedische Anordnung von

Qix].

Fliir archimedische K&rper gilt der auf H8lder zuriick-
gehende Satz:

%2 siehe auch: KIRSCH, A.: Die Anordnungseigenschaften der Zahlen

als Gegenstand von Axiomatisierungsiibungen. Math.Phys.Sem.Ber. 13,
83-105 (1966).
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Satz 2 [4]. Jeder archimedisch angeordnete Kdrper ist

einem Unterkdrper der reellen Zahlen ordnungsisomorph.

In Abschnitt 2 werden wir die tragende Idee des Beweises
erldutern.

2. Kennzeichnungssatz

LdBt sich ein Korper K in den KSrper R der reellen Zah-
len einbetten, d.h., gibt es einen Isomorphismus ¢ von
K in R, so definiert in XK vermdge

(5 xe€P <=> o(x) € R

¢ eine archimedische Anordnung. ¢ ist bezliglich der in K
difinierten und der natlirlichen Anordnung in R ordnungs-
treu. Wesentlich fiir das folgende ist oft die Beobachtung,
daB flir jede rationale Zahl r das r-fache des Einselemen-
tes von K bei ¢ das Bild r hat; bei entsprechender Iden-
tifizierung der Primk&rper ist'dann die Einschrédnkung von
¢ auf den Primkérper von K die Identitit.

Umgekehrt erméglicht (siehe Satz 2) eine archimedische
Anordnung des Kdrpers K eine ordnungstreue Einbettung
nach R . Dies soll nun bewiesen werden.

Lemma 23. Jede archimedische Anordnung eines Kérpers K
induaziert einen Isomorphismus ¢ K + R in die reel-
len Zahlen, der bzgl. der betrachteten Anordnung
von K und der natirlichen Anordnung von R ordnungs-

treu 1s8t.

Beweis. Als Kdrper der Charakteristik O besitzt K (o.B.
d.A.) @ als Unterkdrper. Zundchst zeigen wir, das8 @ dicht
in K liegt, daB also zwischen (bzgl. der betrachteten)

3 Lemma 2 14Bt sich auch schon fiir archimedisch angeordnete Gruppen
formulieren und beweisen (siehe z.B. ANDELFINGER, Lehrerbegleit-

heft zu Algebrau 2, S. 90-93. Herder Verlag, Freiburg).
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Anordnung) Elementen a < b aus K mindestens ein r € @

mit a < r < b liegt.

Aus der Archimedizitdt der Anordnung von K folgt, daB
flir d € K stets s, t € 0§ mit O < s < d < t existieren.
Es sei nun p, g € Q mit O < p < a < b < g. Dann gibt es
n € N mit 9%B<b-a, so daB mindestens ein Element
Pp+k (S%El im Intervall la,b[ liegt.

Fiir positive Elemente x€K setzen wir ¢{x) = inf{re@|x<r},
wodurch wir eine Abbildung des Positivbereiches von K
nach R' erhalten. Uberdies ist ¢ (x) = sup{r€Q|r<x} und
nach obigen Uberlegungen ist ¢ injektiv. Man {iberzeugt
sich, daB ¢ sowohl additions- als auch multiplikations-
treu ist, d.h. o(x) +o(y) = o(x+y) bzw. o(xy) =0 (x) oly).
Setzt man schlieBlich noch ¢(-x) =-¢(x), so ist ¢ Iso-
morphismus von K in IR, ¢(K) also ein Unterkdrper von IR;
da je zwei Elemente aus K durch rationale Zahlen getrennt

werden konnen, ist ¢ schlieBlich auch ordnungstreu.

Der im Beweis von Lemma 3 angegebene Isomorphismus ¢ des
archimedisch angeordneten K6rpers K nach R ist der ein-
zig moégliche, der beziiglich der Anordnung in K und der
(natiirlichen) Anordnung von IR ordnungstreu ist: Ist nam-
lich § : K + IR ein ordnungstrcuer Isomorphismus und ¢
wie oben definiert, so haben y und ¢ auf @, dem Primkér-
per von K, dieselbe Einschrédnkung, ndmlich die Identitdt.
Aus o(x) = inf{rEQ|x<r} erhdlt man §(X)se(x). Anderer-
seits liegt @ in IR dicht, was $(x) = ¢(x) zur Folge hat.
Ohne Schwierigkeiten erkennt man, daB verschiedene An-
ordnungen von K zu verschiedenen Isomorphismen nach IR

filhren.

Unsere {Jberlegungen fassen wir zu dem folgenden Satz

Zusammen:

Satz 3. Zu jedem Positivbereich P jeder archimedischen

Anordnung des Kérpers K wird der Isomorphismus °p
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von K Zn IR durch
wp(x) = inf{reQ|r-x€P {0}} (fir alle x€EK)

gebildet; dann ist P+wp eine bijektive Abbildung
der Mengen der Positivbereiche archimedischer An-
ordnungen von K in den Kérper R. Xurz: Es gibt
genausoviel archimedische Anordnungen in K wie Iso-

morphismen von K nach IR.

Bemerkung 1. Jeder Isomorphismus ¢: R+ R ist die Iden-
titdt.

Bemerkung 2. Mit den obigen Argumenten erhidlt man, daB
der einzige ordnungstreue Automorphismus eines archime-
disch angeordneten Kdrpers die Identitédt ist (siehe auch

[61).*

Automorphismen ¥ eines. archimedisch angeordneten Korpers -
erzeugen aus der vorgegebenen Anordnung (£) vermdge

(6) x sw y <=> P(x) s Y(y)

stets weitere Anordnungen sw in K. Werden in einem ange-
ordneten Kdrper alle Anordnungen auf diese Weise indu-

ziert?

Eine vorldufige Antwort gibt der leicht 2zu beweisende

Satz 4.

Satz 4. Es sei (K,3) ein archimedisch angeordneter Kir-
per. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

a) Sdmtliche Isomorphismen von K in R haben das
gleiche Bild.

b) Sémtliche archimedischen Anordnungen werden
dureh Automorphismen von K erzeugt, d.h., Jjede

“ BAER nennt in Math. Ann. 188, 165-205 (1970), einen angeordneten

K&rper starr, wenn 1 der einzige ordnungserhaltende Automorphis-
mus von K ist.
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solche Anordnung LldBt sich mit einem Automorphis-

mus Y von K ale s, darstellen.

v

3. Fortsetzung von Anordnungen

Die bisherigen Ausfilhrungen waren weitgehend selbsttra-
gend und bendtigten so gut wir keine Begriffsbildungen
aus der Kd8rpertheorie. Auf einem elementaren Niveau sol-
len nun solche in unsere Uberlegungen miteinbezogen wer-
den, einerseits um deren Zweckmédfigkeit auf dem Gebiet
der angeordneten KOrper aufzuzeigen, andererseits um mit
Hilfe von Satz 3 detaillierte Aussagen zu erhalten.

Dazu bendtigen wir einen reichen Vorrat an K&rpern, den
wir uns mit Methoden der Korpertheorie verschaffen.

In vielen Fdllen kennen wir eine (oder alle alle) Anord-
nung (en) eines Grundkdrpers k, der oft der Korper @ der
rationalen Zahlen sein wird, und wir fragen uns, ob und
auf welche Weise wir diese Anordnung auf einen Oberkdrper
K von k fortsetzen kdnnen.

In naheliegender Weise setzen wir (unter "ldentifizie-
rung" der Anordnungen mit ihren Positivbereichen) :

Definition 3. Es sei k ein angeordneter Korper mit Posi-
tivbereich p. Eine Anordnung eines Oberk&rpers K von k
heiBt Fortsetzung von p, falls p ¢ P. Wir sprechen dann
von einer ordnungstreuen Erweiterung K|k.

Bemerkung 3. Ist K ein angeordneter Kérper mit Positiv-
bereich P, so definiert die Einschrdnkung P N k auf einen
Unterkdrper k eine Anordnung auf k. Ist P die Fortset-
zung der Anordnung p von k, so ist p = P n k. Die archi-
medische Eigenschaft der Anordnung von K ibertrédgt sich
auf die Einschrénkung.

Die Umkehrung der letzten Aussage ist unter einer Zusatz-
bedingung ebenfalls richtig.
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Lemma 3. Es sei K|k ordnungstreue, algebraische Erweite-
rung des archimedisch angeordneten Kdrpere k. Dann

t8t K notwendigerweise archimedisch angeordnet.
Zum Beweis siehe [6, S. 244/245].

Wir bemerken, daf der Beweis eigentlich mehr zeigt als

in Lemma 3 formuliert wurde: durch algebraische Erweite-
rungen, die die Anordnung fortzusetzen gestatten, wird
der Grundkdrper lediglich aufgefiillt, "Liicken" werden
"besetzt", mit anderen Worten: der Ordnungstyp der archi-
medischen Klassen, in Lemma 3 gerade 1, bleibt bei alge-
braischen Erweiterungen erhalten.

Folgerung 3. Keine (echte) algebraische Erweiterung von
IR 1&dBt sich anordnen; d.h., R ist reell-abgeschlossen.

Eine Anordnung einer algebraischen Erweiterung K ist
nach Lemma 3 archimedisch und eine Fortsetzung der natlir-
lichen Anordnung. Wire K anordnungsfdhig, d.h., gdbe es
einen Isomorphismus von K in IR, so erhielte man durch
die natilirliche Einbettung von R in K schlieflich einen
Isomorphismus von R in IR, also widre (nach Bemerkung 1)
R = K.

Durch Lemma 3 werden algebraische Erweiterungen schlies-
lich als solche Erweiterungen ausgezeichnet, bei denen
jede Anordnungsfortsetzung archimedisch bleibt, da nach
Beispiel 2 transzendente Erweiterungen eines archimedisch
angeordneten KBrpers stets eine nichtarchimedische An-
ordnung zulassen.

Wir wollen nun der Frage nachgehen, unter welchen Bedin-
gungen algebraische K&rpererweiterungen K|k eine archi-
medisch angeordneten Korpers ordnungstreu sein k&nnen.

Der Vollstdndigkeit halber erwidhnen wir das allgemeine
Kriterium:
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Satz 5 [8]. Es sei K|k Kbrpererweiterung eines angeord-
neten Kérpers. K igt genau dann anordnungsfdhig, so

daB K|k ordnungstreu wird, wenn aus

Epixi2 = 0 mit X €K und streng positiven Elementen
piek stets folgt: x, = O fur alle i,

Da wir uns zundchst auf den Fall einfacher K&rpererweite-
rungen beschrénken werden, werden wir ein "handlicheres"

Kriterium angeben k&nnen.
Die Ausgangssituation im folgenden ist stets:

(7) k ist ein archimedisch angeordneter K&rper und
¢ = ¢ die natiurliche, d.h. die in Satz 3 erklirte
Einbettung in R . Es sei ¢ die Fortsetzung mit
®(X) = X dieses Isomorphismus auf die Polynomringe
k(X] bzw. R[X] und f das Minimalpolynom der einfa-
chen Kdrpererweiterung, d.h. K = k[X]/(f); & (f) be-
zeichnet entsprechend das zugehdrige Polynom mit

reellen Koeffizienten.

Satz 6. FEs sei k, K; ¢, ¢ und £ wie oben festgelegt.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
a) Die Anordnung von k ldBt sich nach K fortsetzen.
b) ®(f) besitzt mindestens eine Nullstelle in R.

Beweis.
a) = b) Ist ¥ : K > IR die natlirliche Einbettung,
wlk = wlk und Y (X+(f)) = a, so folgt aus £(X+(f)) = O

sofort ¢ (£f) (a) = O.
b) = a) Mit ¢(f) (a) = 0 flir a€ER und

K = K[X]/(£f) 2 o(k)[X]/2(f) = o(k) () € R
ergibt sich die Behauptung.

Bemerkung 4. Ist f ein Polynom ungeraden Grades, so be-
sitzt (f) nach dem Zwischenwertsatz mindestens eine
reelle Nullstelle; K ist daher anordnungsfdhig.
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Bemerkung 5. Die Voraussetzung in Satz 6 - k archimedisch
angeordnet - ist wesentlich. In [2, 8. 37] wird durch ein
Beispiel belegt, daB a) = b) nicht fiir beliebige (nicht-
archimedisch) angeordnete Korper gelten kann.

iberdies ist in Satz 6 die in k betrachtete Anordnung fiir
die Fortsetzbarkeit von groBer Bedeutung; m.a.W.: nicht

Jjede Anordnung von k 1&B8t sich fortsetzen.

Beispiel 3. Es sei k = ®(v2) mit der natiirlichen Anord-
nung (¢ =id) vorgelegt. Das Polynom f = x%-vZ ist tiber
k irreduzibel. SchlieBlich besitzt ¢ (f) = f eine reelle
Nullstelle, so daB Q(V2) (4V7) = Q(4V5) in erwiinschter

Weise angeordnet werden kann.

Nun definiert o(v2) = -v2 und g = id einen Automorphis-

mus o von k, wodurch eine weitere Anordnung sa mit
X sy <= a(x) = aly)

in k definiert wird. Man beachte O s -V2. Zugleich ist
o auch die Einbettung ¢ nach R, d.h. &(f) = x% + V3.
Da ¢ (f) keine reelle Nullstelle besitzt, 148t sich §a

nicht nach X = @ (4V§) fortsetzen.

Allgemein gilt (wie leicht zu beweisen ist):

Lemma 4. Eine Anordnung von k mit dem Positivbereich P
LdBt sich genau dann auf k(o) mit az + a=0, ack

fortsetzen, wenn -a€P gilt.

Ferner sei bemerkt, daB, falls a Quadratsumme ist, die
(quadratische) Erweiterung nicht anordnungsf&hig ist. In
gleicher Weise erkennt man, daB flir irreduzible Polynome
fep[X] vom Grade 2, die eine {(und damit zwei) imagindre
Nullstelle(n) besitzen, @®[X]/(f) sich niemals anordnen
laBt.

Nachdem wir einfache Erweiterungen studiert haben, be-

schdftigen wir uns noch kurz mit der Anordnungsfdhigkeit
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des Zerfdllungskdrpers K eines Polynoms f iber dem archi-
medisch angeordneten Korper k. Ist ¢ die natlirliche Ein-
bettung von k nach R, so ist der Zerfdllungskdrper K'
von ¢(f) bzgl. ¢o(k) ein Unterkdrper von C. Es gibt nun
bekanntlich einen Isomorphismus ¢' von K auf K', der ¢
fortsetzt. Ein ebenfalls ¢ fortsetzender Isomorphismus ¥

! von K'

von K in R ergibt dann den Isomorphismus yeo'
in R, der idw(k) fortsetzt uqd der daher (wegen der Nor-
malitdt von K'|e(k)) ein Automorphismus sein muB: K' < R,
d.h., alle Nullstellen von ¢(f) sind reell. Umgekehrt
folgt daraus, daB ¢' ein Isomorphismus von K in R ist.

Damit haben wir:

Satz 7. Der Zerfidllungskdrper K eines archimedisch ange-
ordneten Kdrpere k (mit der natirlichen Einbettung
¢) beziiglich des Polynoms f l4Bt genau dann eine
Fortgetzung der Anordnung auf K zu, falls 3(f) nur
reelle Nullstellen besitszt.

Bemerkung 6. Der Zerfillungskdrper K eines Polynoms f&R[X]
ist genau dann anordnungsfdhig, wenn £ (als Polynom aus
C[X]) nur reelle Nullstellen besitzt (f also in Linear-
faktoren zerfdllt und somit K = R ist).

Beispiel 4. Der Zerf&llungskdrper K von f = (X2+¢€)
(X2+V76)(X2+VT§) iiber k = Q(VE,V?,Vg) ist nicht anord-
nungsf&hig. Andernfalls gdbe es einen Positivbereich P
in k mit -v/6€P (Lemma 4). 0.B.d.A. ist dann V2eP, -/3€P.
Um eine Nullstelle von x2+V76 zu adjungieren und die An-
ordnung fortsetzen zu kdnnen, muB -V10€P, d.h. wegen
V2eP ist -V/5€P. Das hétte aber (-V3) (-V5) = /15¢P zur
Folge, woraus mit Lemma 4 ein Widerspruch folgt.
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4. Anzahl von Anordnungen

Schon beim Beweis von Satz 6 wurde deutlich, daB8 die An-
zahl mdglicher Fortsetzungen einer Anordnung von k auf
die einfache Erweiterung K eng mit der Anzahl von reellen
Nullstellen des Minimalpolynoms ¢ (f) verknilipft ist. Dies
wollen wir als Satz formulieren:

Satz 8. FEs sei k, K, ¥, & und £ wie in (7) vereinbart.
K besitzat genau so viele Fortsetaungen der Anordnun-

gen von k, wie ®(f) reelle Nulletellen hat.

Beweis. Da f irreduzibel und die Charakteristik von k
Null ist, sind s#mtliche Nullstellen von ¢ (f) einfach.

Ist o eine Nullstelle von 9(f), so wird durch o (X+(£f))=a,
clk=w eine Einbettung o : K+ 1R bestimmt. Verschiedene
Nullstellen von ¢ (f) bestimmen verschiedene Einbettungen
nach R und gehdren daher zu verschiedenen archimedischen
Anordnungen; schlieBlich korrespondiert jede Einbettung

0 +: K+ IR mit einer reellen Nullstelle, nidmlich o (X+(£f)),
von ¢ (f).

Ist £ ein rationales (irreduzibles) Polynom vom Grad 2,

so besitzt, wie bereits schon frither erwdhnt, Q[X]/(f) =K
entweder zwei oder keine Fortsetzungen der Anordnung von
®, je nachdem ob f reelle oder imagindre Nullstellen hat.

Diese Situation 148t sich geeignet geometrisch veran-
schaulichen, was in [9] ndher ausgefiihrt ist: K ist ein
zweidimensionaler Vektorraum iiber (. Eine Einbettung von
K in R ist eine Q-lineare Abbildung; daher entsprechen
die Anordnungen von K den mdglichen Projektionen des
@-Vektorraums K in die reelle Achse (d.h. den Q-Vektor-
raum JR) unter Berilicksichtigung der definierenden Glei-
chung f (a) = O.

Ein rationales Polynom f vom Grade 3 besitzt sicher eine
reelle Nullstelle o, so daB auch die einfache Erweitetung



84 Giinter Térner

0 (o) mindestens eine Anordnung zul&dBt. Ist eine weitere
{(und damit jede der beiden) Nullstelle(n) nichtreell (also
imagindr), so 1ldB8t sich K auf genau eine Weise anordnen,
d.h., K 148t sich als die natlirliche Einbettung Q(a) in R
interpretieren. Fiir die Fortsetzung dieser Einbettung auf
die Polynomringe Q(a)[X] bzw. IR X gilt daher ¢(f) = £.
Weil die beiden, nicht in Q(o) liegenden Nullstellen ima-
gindr sind, 1&8t sich der Zerf&dllungsk&rper f {iber @ nicht
anordnen.

Hat f genau drei reelle Nullstellen, so treten die folgen-
den zweil Fdlle auf.

1. Die einfache Erweiterung K ist bereits der Zerf&llungs-
kérper. Dann besitzt K genau drei Anordnungen.

2. Der Zerfé&dllungskdrper von f iiber @ ist vom Grade 6,
d.h. verschieden von K. Auch hier 148t sich K auf
genau drel Weisen anordnen.

Mit dem letztgenannten Fall werden wir uns in Abschnitt 5
nochmals beschdftigen.

Zuvor geben wir noch ein Beispiel einer algebraischen Er-
weiterung an, in der {iberabz&hlbar viele Anordnungen még-
lich sind.

Beispiel 5. Wir adjungieren zu @ die Quadratwurzeln von
Primzahlen: K = @(V2,V3,V5,...). K ist als Unterkdrper
von R sicherlich anordnungsfdhig. Aus der Menge
(V2,V3,/5,...} = o wihlen wir eine Teilmenge o und be-
trachten als Automorphismus ¢ die Fortsetzung des mittels

VPeo=> ¢ (VB) = -VP
definierten
VPeo=> ¢ (VP) = VP .

Da es iberabzdhlbar viele Teilmengen von Q gibt, besitzt
auch K liberabzdhlbar viele Automorphismen, die jeweils
verschiedene Anordnungen in K definieren.
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5. Anordnungen, die durch Automorphismen induziert werden

Es sei k ein archimedisch angeordneter Korper and K eine
endliche Erweiterung, auf die man die Anordnung von k
fortsetzen kann, d.h., es gibt ¥ : K -+ IR mit wlk = .
Jede Anordnung von K, die eine Fortsetzung der Anordnung
in k ist, ruft einen Isomorphismus ¢ von Y (K) in einen

Unterkdrper K' von IR hervor, der auf ¢(k) identisch

A

\——-——» ¥y (K) = K’

wirkt.

K ¢'2

"o (k)

K' bezeichnet man als zu y(K) konjugiert. Nach unseren
tiberlegungen in Kapitel 4 ist die Anzahl der zu K konju-
gierten Unterkdrper in IR bei einfachen Erweiterungen
gleich der Anzahl der reellen Nullstellen von ¢ (f).

Nach Satz 4 werden genau dann s&mtliche Anordnungen in
K durch Automorphismen aus einer Anordnung erzeugt, wenn
sédmtliche zu K konjugierten UnterkOrper in IR gleich

sind.

In Abwandlung der allgemeinen Fragestellung in der Kor-
pertheorie - Unter welchen Bedinungen sind sdmtliche zu
einem Korper K konjugierten Unterkdrper eines Korpers L
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gleich? - stellt sich uns daher das Problem: Wann sind
sdmtliche Isomorphismen von ¥ (K) in IR Automorphismen?

Die Antwort fiir die oben gestellte allgemeine Fragestel-
lung

(8) Fiir eine endliche Kérpererweiterung'Klk sind folgen-
de Aussagen &dquivalent:
1) K|k ist Zerfillungskdrper eines Polynoms fek([X].
2) Fir jeden Isomorphismus ¢ von K in einen Ober-
kSrper von K mit
o1 = igq, gilt ¢(K) € K (und damit ¢(K) = K);

zeigt auch hier den Weg einer L&sung auf. Dazu ist die
folgende Begriffsbildung hilfreich.

Definition 4. Es sei k ¢ R und f€k[X]. Ein Erweiterungs-
ko6rper von k heiBt ein reeller Zerfdllungskdrper von f
iber k, wenn K durch Adjunktion aller reellen Nullstellen
von £ aus k entsteht.

Satz 9. Es sei K|k eine endliche, ordnungstreue Kérper-
erweiterung des archimedisch angeordneten Kdrpers k
und ¥ baw. ¢ die Einbettungen von K bzw. k in R.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) Y(K) Zet reeller Zerfillungekdrper eines Poly-
noms € (k) [X].

b) Jede die Anordnung von k fortsetzende Anordnung
von K wird durch einen Automorphismus von K bagl.

k eréeugt.

Beweis. Zur Vereinfachung der Bezeichnungen identifizie-
ren wir K bzw. k mit ihren isomorphen "Kopien" in R,
setzen also ¢ = idk, P o= idK voraus.

a) = b) Nach Voraussetzung gibt es ein f€k[X] und
aqre-.sa €K, g€k[X] ohne reelle Nullstellen mit
f = (x-a1)...(X—an)g. Es sei K = k(a1,...,an).
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Es ist nun zu zeigen, daBf jeder Isomorphismus
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0 +: K+ R mit olk = idk ein Automorphismus von K ist.

Da die Kdrpererweiterung endlich vorausgesetzt ist,
genligt es, 0(K) < K nachzuweisen. Offensichtlich ist
f(c(ai)) = c(f(ai)) = g(0) = 0 fiir jedes i€{1,...,n}
und man erhidlt c{a1,...,an} < {a1,...,an}. Hieraus
folgt wegen K = k(a1,...,an) unmittelbar o(K) < K.

r

b) = a) Als endliche Erweiterung des K6rpers k (der Cha-

rakteristik Null) ist K|k eine einfache Erweiterung
(satz vom primitiven Element [3, S. 167]). Sei f das
Minimalpolynom dieser Erweiterung und K = k{a) mit
f(a) = 0. Ist B reelle Nullstelle, so definiert

c(a) = B mit olk = idk einen Homomorphismus von k{a)
in k(B) £ R. Bedingung b) besagt nun in Verbindung
mit Satz 4, daB sdmtliche Homomorphismen von K in R

r

die ¢ fortsetzen, dasselbe Bild haben, also BeK. Somit

ist K reeller Zerf&llungsk&rper von f.

Folgerung 5. Es sei K|k eine endliche, ordnungstreue, nor-

male Kérpererweiterung des archimedisch angeordneten Kor-

pers und ¥ bzw. ¢ die Einbettungen von XK bzw. k in R.
Dann sind die folgenden Aussagen &dquivalent:

a) Die Anzahl der die Anordnung von k fortsetzenden An-

ordnungen von K ist gleich der Ordnung der Galoisgruppe

von K iiber k.

b) Jede die Anordnung von k fortsetzenden Anordnung von

K

wird durch einen Automorphismus von K bzgl. k erzeugt.

Die oben unter (8) angegebenen Kriterien charakterisieren

bekanntlich normale Kérpererweiterungen.

In naheliegender Weise bietet sich in unserem Zusammen-
hang die folgende Begriffsbildung an:

Definition 5. Eine Kdrpererweiterung K|k mit K c R heiBt

reell normal, falls K|k algebraisch ist und fiir jedes
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irreduzible Polynom f€k[X], das in K eine reelle Null-
stelle hat, alle reellen Nullstellen in K liegen.

Offensichtlich ist K reeller Zerfé&dllungskdrper iber k,
wenn K|k reell normal ist. Im Unterschied zu (8) gibt es
allerdings reelle ZerfdllungskSrper K eines Polynoms
fek[X], ohne daB K|k reell normale Kdrpererweiterung ist.

Beispiel 6. Man wdhle ein irreduzibles Polynom

f = X3+b1X2+b2X+b3€Q[X], dessen reelle Nullstellen a,8,Y
der Bedingung o >0, B,y < O genligen. Ferner fordern wir:
[@(a,B) : @] = 6, d.h., die Galoisgruppe von £ hat Ord-
nung 6. Der reelle Zerf&dllungskOGrper K von

g = X6+b1x4+b2X2+b3 ist @(vo). Im Falle BEQ(/o) wire aus
Gradgriinden Q(a,B) = 0(/a). Nun gibt es aber einen Anti-
morphismus von Q(a,B), der o in B iiberfiihrt, und da B (<0)
kein Quadrat (in @(c,B)) sein kann, ist auch o nicht
Quadrat eines Elements aus Q(o,B). Dies widerspricht
®(a,R) = @(V/a), und daher gilt B¢Q(Ya). Also ist f€Q[X]
ein irreduzibles Polynom mit der reellen Nullstelle
a€Q(Ya), ohne daB die weiteren (reellen) Nullstellen von
f in @{/o) liegen. Dies belegt die Existenz von reellen
Zerfdllungskdrpern, die keine reell normale Erweiterung
sind.

Liest man die Aussage b) in Satz 9 wie folgt:

Alle aus dem Korper X durch Fortsetzung der Anordnung
von k hervorgehenden angeordnetern KoSrper sind zum an-

geordneten Korper K ordnungsisomorph;

so bietet sich in Analogie zu Satz 9 die folgende Charak-

terisierung einer reell normalen Kdrpererweiterung an.

Satz 10. Es sei K|k keine endliche, ordnungstreue Kdr-
pererweiterung des archimedisch angeordneten Kdrpers
k und ¢ bzw. ¢ die Einbettungen von K bzw. k Zn R.

Dann sind dquivalent:
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a) V(K)|o(k) Zst reell normal.

b) Fiir jeden Zwischenkdérper L mit K 2 L 2 k sind alle
aug thm dureh Fortsetzung der Anordnung von k her-
vorgehenden angeordneten Kdrper zu angeordneten
Unterkdrpern des angeordneten Kdrpers K ordnungs-

1somorph.

Beweis. Wie in Beweis von Satz 9 seien K, L, k Unterkdrper

von R.

a) = b) Sei L = k(a), £ irreduzibles Polynom aus k[X] und
f(a) = 0. Ist L angeordnet, so gibt es einen Ordnungs-
morphismus T : L > IR mit le = idK.

Offensichtlich ist f(t(a)) = O, nach Voraussetzung
aber auch T (a)€EK, was b) beweist.

b) 1&Bt sich wie folgt umschreiben: Ist
T : L + R ein Isomorphismus mit le = id, so gilt
T(L) < K.

Sei nun f ein irreduzibles Polynom iiber k[X], £(a) = O,
o€K. Setze L = k(a). Ist B reelle Nullstelle von £, so

wird durch 1(a) = B und 1 = id ein Isomorphismus

|k
T : L + R bestimmt, der eine Anordnung in L induziert.
Daher ist t(a) = BEK. Also liegen s&mtliche reellen Null-

stellen von £ in K.

Folgerung 6. Ist K ein Zerf&dllungskdrper eines Polynoms
fek[X],k < R, so ist K N R| k reell normal.

Wie wir bereits im letzten Abschnitt angedeutet haben,
wollen wir das Ergebnis aus Satz 9 benutzen, um die An-
ordnungen in einem Zerf&dllungskdrper eines Polynoms vom
Grad 3 {iber @ ndher zu beleuchten.

Sei also f ein irreduzibles Polynom vom Grade 3, das
(notwendigerweise) nur relle Nullstellen besitzt. Der
Zerfdllungskdrper K von f ist reeller Zerfdllungskdrper.
Nach Satz 9 werden sd@mtliche Anordnungen durch Automor-
phismen induziert.
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Aus [3] zitieren wir den folgenden Satz:

Satz 11. Sei f = X3+b1X2+b2X+b3 ein irreduziblesg Polynom

dritten Grades aus Q[X] und

_ . 2 _ ,.3 2 .2 _
dg = =27 by - 4b + 18b,b,by + by by - 4b]

Dann gilt: Die Galoisgruppe dees Zerfillungskdrpers

3.3
by

von £ bagl. Q ist <somorph zu
A3 , falls df Quadrat einer rationalen Zahl

S3 gonet.

Mit Satz 11 kO8nnen wir abschlieBend die Anordnungen des
Zerfdllungskdrpers eines Polynoms f€Q[X] vom Grade 3 wie
folgt beschreiben.

Satz 12. Es set fe€Q[X] ein Polynom vom Grade 3 und K der
Zerfillungskdrper von £ bzgl. Q.
a) K st genau dann anordnungsfiéhig, wenn £ dret
reelle Nullstellen besitzt.
b) K besitzt genau
sechs Anordnungen kein Quadrat in Q

drei Anordnungen » falls df Quadrat in Q tst.

Den Fall, daB K sechs Anordnungen besitzt, m&chten wir
noch kurz detaillierter aufzeigen. Es seien a,B,y die
(verschiedenen) reellen Nullstellen. Die einfache Erwei-
terung Q[X1/(f) identifizieren wir o.B.d.A. mit dem Un-
terkdrper @(c) von R . Die drei Isomorphismen

Q (o)

Q(8)

Q{y)

korrespondieren zu den drei Anordnungen von Q(a).
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Bei Adjunktion einer weiteren Nullstelle, o.B.q.A. sei
es B, an Q(a), ist eine Fortsetzung von ci, da die Galois-
gruppe zu S3 isomorph ist, wie folgt m&glich.

o1
Q(a) T @(a)

l A
() (B) "—_ll*__.———'m(a) (B)\‘

T

w_ﬁ
Q(a) (Y)

0(a) o (B)

121 —"9(B) (a)
0(a) (B) \u\
Q(B) (Y)

o)
0 (a) : > 9 (1)

/‘L\-/'Qm (@)
2 (a) (B) \TR
(v) (B)
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Beispiel 6. Der Zerf&llungskdrper von
£=x>-x+ 1

hat genau drei Anordnungen.
a) f ist irreduzibel in @[X], da das Polynom
g = X3+ X + 1€z, [X] keine Nullstellen in Z

(Reduktionskriterium [3, S. 1181).

2 hat

b) £ hat drei reelle Nullstellen.

f(%£)=—;—/§—%/§+%<o

f(-%/?)=—1/§+%/§+l>o

9 3
= =27 = - =
C) df——9—'+4— 3 +4=1.

Beispiel 7. Der Zerfdllungskdrper von

= x3 - 1
f =X 2X + 5
hat genau sechs Anordnungen.

3

a) f ist irreduzibel, da das Polynom g = 2X° - 4X + 1€Z[X]

5

keine Nullstellen in ZS hat (Reduktionskriterium).

b) £ hat drei reelle Nullstellen.

f(%)<o, £(- 250
1

3
_ =27 _ 10
c) df = * 32 = '
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