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Lisa Hefendehl-HebekerIGiinter Torner 

fher Schwierigkeiten bei der Behandlung der Kombinatorik 

Anliegen der Studie ist eine Darstellung von Schwierigkeiten beim Erlernen der Kombinatorik, die 
von g;unds~tzlicher Bedeutung fiir e ine~idakt ik der Kornbinatorik sein konnten. Das zugrundege- 
legte Unterrichtskonzept versucht, das vie1 zitierte ,,didaktische Potential" der Kombinatorik zu 
nitzen, indem es eine schablonenhafte Beschrankung auf die klassischen kombinatorischen Grund- 
aufgaben vermeidet und die Schuler in erster Linie mit den hinter den Regeln stehenden fundamenta- 
len Ideen und Strategien vertraut macht. Als wesentlich werden dabei die drei Zahlprinzipien Pro- 
duktregel, Summenregel und ,,Prinzip der Schafer" sowie die Hilfsstrategien der Einfuhrung und 
Riicknahme von Unterscheidungen bzw. Anordnungen erachtet. 

Die eigentliche Schwierigkeit beim Losen von Aufgaben der elementaren Kombinatorik besteht dann 
im Erkennen der passenden Losungsstrategie sowie in der Strukturierung der Aufgabendaten in 
Form eines der Strategie angepaoten Schemas. Dabei ist eine Orientierung an natiirlichen Hand- 
lungsablaufen nicht immer moglich; sie kann sogar hinderlich sein und Scheineinengungen verschie- 
dener Art bewirken. Somit gewinnt das in allen Bereichen der Mathematik anzutreffende Miihen um 
das Erkennen isomorpher Strukturen hier bereits in elementarem Kontext besondere Bedeutung. 
Durch diese Beobachtungen wird die Aufmerksamkeit zwangslaufig auch auf das Problem der Erstel- 
lung geeigneten Aufgabenmaterials gelenkt. 

Ausgangspunkt der folgenden Diskussionl waren (unenvartete) Schwierigkeiten, die wir 
innerhalb des Stochastikunterrichts in zwei Grundkursen der Sekundarstufe I1 bei der 
Behandlung der Kombinatorik machten. Da einerseits die im Rahrnen der Stochastik 
behandelte Kombinatorik fur alle Schuler Neuland war, andererseits ahnliche Schwierig- 
keiten bei jungeren durch Fallstudien des ersten Autors nachgewiesen werden konnten, 
meinen wir, daf3 die darzustellenden Phanomene von grundsatzlicher Bedeutung fiir eine 
Didaktik der Kombinatorik sein konnten; eine Interpretation erscheint uns urn so dringli- 
cher, als die didaktische Diskussion in der Literatur sparlich ist (vgl. lediglich Kapur [17], 
Kutting [20] und Perko [22]). 

1. Zur Abgrenzung des Themas 

Bekanntlich ist Kombinatorik im gymnasialen Mathematikunterricht i. a. kein eigenstan- 
diges Stoffgebiet. Neben einer Einbindung in Kurse uber endliche Geometrie oder rekursi- 
ve Verfahren tritt sie hauptsachlich innerhalb der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf. Wird 
diese auf Laplace'sche Wahrscheinlichkeitsrlume, also auf ihren historisch-genetischen 
Ursprung, beschrankt, so bilden die kombinatorischen Zahlverfahren das einschlagige 
Werkzeug, auf dessen geeigneten Einsatz sich jedes Problem reduzieren 11Bt. In alteren 
Schulbuchwerken und insbesondere in der Lehrbuchliteratur fur den Anwender von Ma- 
thematik (Biomathematik, Sozialwissenschaften usw.) beinhaltet die Kombinatorik, zu- 
meist losgelost von der Stochastik und in Gestalt eines Vorratswissens bereitgestellt, aus- 

1 Herrn Kollegen Kirsch danken wir herzlich Fur kritische Anmerkungen. 
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schlie13lich eine Behandlung der sog. klassischen kombinatorischen Grundaufgaben. Auf 
die Mange1 dieser Darbietungen hat u,  a. Kirsch [I81 hingewiesen (vgl. auch Abschnitt 2). 

Demgegenuber scheint sich in neueren Kursheften, auch unter dem Aspekt, Minimallehr- 
gange fur Grundkurse zu konzipieren, eine starker integrative Behandlung durchzuset- 
Zen, wobei man bewuBt auf eine vollstandige Diskussion der Grundaufgaben verzichtet 
und unter Benutzung von wenigen Grundprinzipien, insbesondere der Produktregel, Auf- 
gabenstellungen der elementaren Kombinatorik ad hoc bewaltigt. 

Die dabei auftretenden Schwierigkeiten werden wir in Abschnitt 3 ausfuhrlich erortern 
und exemplarisch durch Aufgaben belegen. Unsere Aufmerksamkeit wird dabei zwangs- 
laufig auch auf das Aufgabenproblem gelenkt, dem wir den Abschnitt 5 widmen. Ab- 
schnitt 4 beinhaltet das Problem der Isomorphie bei kombinatorischen Aufgabenstellun- 
gen. 

2. Die sogenannten klassischen Grundaufgaben 

Es wird immer wieder darauf hingewiesen, da13 die Kombinatorik vie1 ,,didaktisches Po- 
tential" enthalte (z. B. Jeger [15, S. 14]), insbesondere die Schuler zum kreativen Denken 
anregen konne und deshalb auf der Schule entsprechend zu pflegen sei. Eine Zusammen- 
stellung moglicher allgemeiner Rechtfertigungen fur die Behandlung der Kombinatorik 
im Schulunterricht sowie eine Auflistung der in ihr liegenden didaktischen Vorzuge findet 
man bei Kutting [20, S. 174/175] bzw. Perko [22, S. 1531. 

Will man den damit verbundenen Zielen gerecht werden, so wird man die Kombinatorik 
nicht unterrichten als ein System von Rechenregeln, in die lediglich numerische Daten 
eingesetzt werden. Das ware nach Freudenthal [I 3, S. 5343 ,,entarteter Unterricht". Man 
wird also nicht den Weg einer schnellen Erarbeitung der kombinatorischen Grundfiguren 
und anschlie13ender Anwendung gehen, wobei die Anwendung dann darin besteht, die 
benotigte Grundfigur aufzusuchen und die Aufgabendaten in die zugehorige Losungsfor- 
me1 einzusetzen. Eine schablonenhafte Beschrankung auf die ,,klassischen" Grundproble- 
me verbietet sich aus drei Grunden: 

2.1. Inhaltlich mu13 man sich (trivialerweise) auf Anwendungsprobleme beschranken, die 
zu den kombinatorischen Grundaufgaben passen! Wie die folgenden Aufgaben zeigen, 
fallen bereits naheliegende Fragestellungen aus dem System heraus: 

Aufgahe I: In einer Lieferung von 100 Gliihbirnen befinden sich 3 defekte. Wie groD ist die Wahr- 
scheinlichkeit, daO a) unter 4 b) unter 6 zufallig ausgewahlten Gliihbirnen mindestens eine defekte 
k t?  (Bosch/Wolff [8, S. 531) 

Aufgabe 2: Ein Gartner pflanzt eine Hecke aus 20 Fichten. Drei von den Pflanzen haben eine Baum- 
krankheit, die der Gartner jedoch mit blooem Auge nicht erkennen kann. a) Wie grol3 ist die Wahr- 
scheinlichkeit, daR diese drei Baume nebeneinander gepflanzt werden? b) Wie grolj ist die Wahr- 
scheinlichkeit, da13 mindestens zwei Baume nebeneinander gepflanzt werden? 

In Abschnitt 5 werden wir noch einmal ausfuhrlich zum Aufgabenproblem Stellung neh- 
men. 
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2.2. Die traditionelle (,,klassische") Bezeichnungsweise, die die Vokabeln Permutation, 
Kombination, Variation, mit bzw. ohne Wiederholung, venvendet, ist fachlich gesehen 
antiquiert und pragt sich zudem nicht leicht ein. Darauf haben u. a. Kirsch [18] und 
Borges [6] mit Nachdruck hingewiesen. Mittlerweile ist in der Neuausgabe von DIN 1302 
(siehe Borges [7]) eine einheitliche Terminologie verfugbar, wobei man sich wechselseitig 
erganzend auf das Urnenmodell, das Verteilungsmodell, das Wortmodell und das Mengen- 
model1 bezieht. Die letzten Modelle bedienen sich moderner mathematischer Begriffsbil- 
dungen, deren Bedeutung nicht auf die Kombinatorik beschrankt ist (Mengen, Abbildun- 
gen, Relationen). Eine Formulierung der kombinatorischen Grundaufgaben mit Hilfe 
dieser Begriffe liefert einerseits eine einheitliche Darstellungsweise fur die Kombinatorik 
und erschliel3t damit andererseits die Kombinatorik als Anwendungsfeld fur wichtige 
mathematische Grundbegriffe, verhalt sich also auf Schulniveau im Sinne des Integra- 
tionsprinzips. Innerhalb der Kombinatorik erscheinen die Grundaufgaben dann als wich- 
tige Spezialfalle; die bei der Formulierune erworbenen Strategien weisen aber uber diese 
hinaus. 

2.3. Didaktisch verkennt ein vorgefertigtes Losungsschema die eigentlichen Anforderun- 
gen beim Losen kombinatorischer Aufgaben. Bereits das Erkennen des Aufgabentyps 
erfordert vom Schuler die Fahigkeit zur Analyse der vorgelegten Aufgabe und deren 
~ b e r s e t z u n ~  in ein Modell, in dem die Grundfiguren formuliert sind. Insbesondere mu0 
der Schiiler wissen, welche Objekte der Aufgabe als unterscheidbar oder nicht unter- 
scheidbar, geordnet oder nicht geordnet angesehen werden mussen. Mithin envartet man 
bereits unausgesprochen, da13 der Schuler mit den hinter den Regeln stehenden fundamen- 
talen Ideen und Strategien der Kombinatorik vertraut ist. 

Das didaktische Problem verlagert sich also dahin, dal3 die fur die Kombinatorik benotig- 
ten fundamentalen Ideen und Strategien richtig diagnostiziert und vermittelt werden. Als 
grundlegend erachten wir die folgenden drei Zahlprinzipien: 

1. die Produktregel oder das fundamentale Zahlprinzip; 

2. die Summenregel oder Regel des getrennten Abzahlens als Spezialfall des Prinzips der 
Inklusion und Exklusion; 

3. das ,,Prinzip der Schaifer" als Spezialfall des Prinzips der doppelten Abzahlung. 

HiEfsstrategien bei der Anwendung des Prinzips der Schafer sind: 

- Einfuhrung und Rucknahme von Anordnungen 

- Einfuhrung und Rucknahme von Unterscheidungen. 

Diese fundamentalen Techniken werden wir anschliel3end ausfiihrlich diskutieren. Mit 
ihrer Hilfe konnen die kombinatorischen Aufgaben in ihrem jeweiligen Gewand gesehen 
und in ,,naturlicher Weise" gelost werden (s. Kutting [20, S. 1031); mit ihrer Hilfe konnen 
auch die klassischen kombinatorischen Grundprobleme als wichtige Spezialfalle bearbei- 
tet werden. Die Losungsformeln bilden dann eine zusltzliche Absicherung fur die Schuler, 
sind aber nicht die einzigen Stutzpfeiler. ~ b e r ~ e o r d n e t  bleiben die Grundfahigkeiten, die 
sogar die Rekonstruktion der Formeln erlauben. Damit verschiebt sich die Funktion der 
kombinatorischen Grundaufgaben von der alleinigen Grundlage zur mathematischen 
Abrundung einer auf Kreativitat und Vielfalt beruhenden Arbeit. 
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3. Drei Zahlprinzipien 

3.1. Die Produktregel oder das ,,grundlegende Zahlprinzip" 

Den mathematischen Hintergrund dieser Regel bildet die Berechnung der Machtigkeit 
eines cartesischen Produktes A, x A, x . . . x A, aus endlich vielen endlichen Mengen Ai 
(1 5 i 5 n) durch Multiplikation der einzelnen Machtigkeiten: 

card ( x Ai) = n card (Ai) . 
i =  1 i =  1 

So gesehen, hat die Produktregel stutischen Charakter. 

Die didaktische Umsetzung grundet sich zumeist auf die Vorstellung eines in n unabhangi- 
gen Stufen bzw. Teilversuchen ablaufenden Experimentes, ist also dynamisch, handlungs- 
bezogen. Berechnet wird die Anzahl der Ergebnisse des zusammengesetzten Experimentes. 
Der entscheidende Sachaspekt besteht darin, daB die Anzahlen der Teilergebnisse auf den 
einzelnen Stufen voneinander unabhangig sind: ,,Das fundamentale Zahlprinzip kann nur 
angewandt werden, wenn die Anzahl der Moglichkeiten fiir den zweiten Schritt fur jede 
Wahl des ersten Schrittes dieselbe ist." (Johnston u. a. [I 6, S. 121) 

Fur die Darstellung eines solchen Experimentes bieten sich alle drei Reprasentationsebe- 
nen an. Das Experiment kann enaktiv ausgefuhrt werden, wobei vielfach nicht alle mogli- 
chen Ergebnisse gleichzeitig realisierbar sind. Es kann auch ikonisch durch ein Baumdia- 
gramm oder symbolisch durch eine Menge geordneter n-Tupel reprasentiert werden. Ein 
Bindeglied zwischen den Reprasentationsebenen bilden die Codeworter, die entstehen, 
wenn man die Pfade eines Baumdiagramms durch Symbole beschriftet. Lost man die 
Codeworter aus dem Baumdiagramm heraus, so sind an ihnen ruckwirkend noch die 
Pfade ablesbar. Die Codeworter konnen aber auch handlungsbezogen interpretiert wer- 
den als Kurzprotokolle eines Versuchsablaufes (dynamische Sicht) oder eines Versuchser- 
gebnisses (statische Sicht) und sind dabei im wesentlichen geordnete n-Tupel. 

Alle Darstellungsweisen begrunden geordnete Strukturen: der geordnete Ablauf der 
Handlung in der Zeit, das Baumdiagramm, dessen Pfade von der Wurzel bis zum Ende 
durchlaufen werden, und schlieBlich die geordneten Codeworter und n-Tupel. 

Um die Produktregel anwenden zu konnen, ist die Organisation der Aufgabendaten in 
Form eines Stufenablaufes notwendig, und hierin liegt eine entscheidende Schwierigkeit 
fur den Unterrichtsalltag. 

Problemlos sind Aufgaben vom Typ 

Aufgabe 3: Gegeben sind die Ziffern 1 , 2 , 3  und 4. Wie viele dreiziffrige Zahlen kann man bilden, wenn 
keine Ziffer wicderholt werdcn darf? 

Aufgabe 4: Bei einer Wanderung miissen 3 Fliisse durchquert werdcn. i jbcr den crsten Flu6 gibt es 2 
Briickcn, iiber den zweiten 4 und iiber den dritten FluB 3 Briicken. Wie viele verschiedene Moglich- 
keiten der Uberquerung gibt es? 

Es ist naheliegend, daB sich der Schuler bei der Organisation eines Stufenablaufes an der 
Dynamik natiirlicher Handlungsablaufe orientiert, was sich in manchen Fallen als hilfreich 
fur das Auffinden geeigneter Stufungen erweist, in anderen Fallen eher hinderlich ist. Aus 
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diesem Grunde sollten die diskutierten Schwierigkeiten nicht nur auf dem enaktiven Re- 
prasentationsniveau gelost werden, sondern gerade im Hinblick auf eine Vermeidung von 
falschen Fixierungen ikonisch und moglichst symbolisch bewuBt bearbeitet werden. 

Aufgabe 5 belegt, daB der zugrundeliegende naturliche Handlungsvorgang nicht immer 
eine zielgerechte Strukturierung liefert: 

Aufgabe 5: Beim Verteilen der Skatkarten bekommt ein Spieler drei der vier Buben, zwei der vier Asse 
und funfder 24 sonstigen Karten. Wieviel verschiedene Moglichkeiten gibt es fur ein solches ,,Blatt6'? 
(Althoff/Kosswig [I, S. 721). 

Eine Orientierung am gebrauchlichen Verfahren der Kartenausteilung fuhrt hier nicht zu 
einer der Produktregel angepaBten Stufung. Vielmehr mu0 man sich das Austeilen der 
Karten an den fraglichen Spieler etwa so schematisiert denken: 

1. drei Karten aus der Menge der vier Buben; 

2. zwei Karten aus der Menge der vier Asse; 

3. funf Karten aus der Menge der 24 iibrigen Karten. 

Somit ist der StufungsprozeIj nur eine Schematisierungshilfe zum Abzahlen bestimmter 
Konstellationen, ein Gerust, das nicht immer auf naturliche Weise sichtbar ist. Einer 
Aufgabe konnen daher unterschiedliche Stufungsprozesse angemessen sein, so daB die 
jeweilige Anzahl der Stufen und die Anzahl der moglichen Teilergebnisse auf den Stufen 
keine Invarianten sind. Vielfach leistet das systematische AuJlisten, das dem systemati- 
schen Ahzahlen vorangestellt werden sollte, eine wertvolle propiideutische Hilfe fur das 
Erkennen von Stufungsprozessen. 

Entscheidend ist, daB eine Stufung die Unabhangigkeit der Stufen garantiert. Schuler 
versuchen jedoch immer wieder, auch in anderen Situationen mit der Produktregel zu 
arbeiten, etwa bei der 

Aufguhe 6: Wie viele Moglichkeiten gibt es, 10 Kaninchen auf 3 Kafige zu verteilen? (nach Engel 1973, 
s. 43). 

Hierzu liefern manche Schuler einen Losungsansatz, der die Besetzung der Kafige in die 
folgenden drei Stufen einteilt: 

1. Stufe: Besetzung des 1. Kafigs mit a Kaninchen - (la0) Moglichkeiten; 

2. Stufe: Besetzung des 2. Kiifigs mit b Kaninchen - (I ") Moglichkeiten; 

3. Stufe: Besetzung des 3. Kafigs mit den restlichen Kaninchen. 

DaI3 der Losungsansatz die Kaninchen als unterscheidbar ansieht, ist wegen der ungenau- 
en Aufgabenformulierung zulassig. Die Anzahlen fur die Ergebnisse auf den einzelnen 
Stufen liegen jedoch weder absolut fest, noch sind sie voneinander unabhangig. Das Pro- 
blem verschiebt sich dahin, alle Zerlegungen der Zahl 10 in drei nichtnegative Summan- 
den zu bestimmen. 
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Die Frage, uber welche Objekte der Aufgabenstellung gestuft werden kann und uber 
welche auf keinen Fall oder nur mit Vorsicht gestuft werden darf, wird vielfach durch 
Dichotomien storend beeinflufit. Betrachten wir dazu die 

Aujgabe 7: Die Schiiler Klaus, Ingo und Olaf erhalten je eines von funf zum Referat anstehenden 
Buchern. Auf wieviel Arten ist eine solche Verteilung moglich? 

Eine einfache Losung der Aufgabe setzt einen VerteilungsprozeB in drei Stufen, entspre- 
chend den drei Personen, an, wobei auf den einzelnen Stufen nacheinander 5 , 4 , 3  Bucher 
zur Auswahl stehen. Es wird also uber die Personen gestuft; dabei ist unwesentlich, in 
welcher Reihenfolge die Personen aufgefuhrt werden. Auf eine hiermit verbundene psy- 
chologische Schwierigkeit kommen wir weiter unten zuruck. 

Ein typischer Fehlansatz besteht in einer wie folgt angelegten Stufung uber die Bucher: 

1. Stufe: Buch Nr. 1 wird verteilt - 3 mogliche Adressaten; 

2. Stufe: Buch Nr. 2 wird verteilt - 2 mogliche Adressaten; 

3. Stufe: Buch Nr. 3 wird verteilt - 1 moglicher Adressat. 

Fur die Bucher Nr. 4 und Nr. 5 sind keine Adressaten mehr da. Der Verteilungsvorgang ist 
beim 3. Buch beendet. Also gibt es 3 . 2 . 1  = 6 Verteilungen. Dieser Ansatz trifft eine 
Vorentscheidung dariiber, welche Biicher uberhaupt ausgegeben werden sollen und zahlt 
nur noch diejenigen Verteilungen, die es im AnschluB an diese Vorentscheidung gibt. Der 
Ansatz kann dadurch korrigiert werden, daB man die Auswahl in eine vorgeschaltete 

moglichen Ausgangen aufnimmt und so mit .3 !  = 5 . 4 . 3  = 60 zum 

richtigen ~ igebnis  kommt. Aus der Sicht des Lehrers, der die kkferate verteilt, kann diese 
Version sogar einem naturlichen Handlungsablauf entsprechen. 

Es ist angemessen, in der obigen Aufgabe 7 uber die Schuler als Subjekt der Handlung zu 
stufen. Sind jedoch mehr Schuler als Bucher da, und sol1 eine injektive Verteilung aller 
Bucher vorgenommen werden, so mu13 ein dem obigen vergleichbarer unmittelbarer Lo- 
sungsansatz eine Stufung uber die Bucher als die Objekte der Handlung vornehmen, d. h. 
die Stufung ,,kipptl' urn (vgl. auch Aufgabe 8 in Turke [22 (1972)l. Sind genauso viele 
Bucher wie Schuler da, so kann sowohl uber die Schuler wie uber die Bucher gestuft 
werden. Das Subjekt-Objekt-Schema einer Handlung garantiert also allein noch kein 
Muster fur die Stufung. Diese Subjekt-Objekt-Dichotomie kann vielmehr die Handhabung 
der Produktregel erschweren. 

~ h n l i c h  verhalt es sich mit der Ding-Platz-Dichotomiel, die wir anhand der Aufgaben 8 
bis 11 verdeutlichen: 

Aufgabe 8: Auf wie viele Arten kann man 5 verschiedene Briefe in 9 PostGcher einsortieren, wenn 
Mehrfachbelegungen zugelassen sind? 

Aufgabe 9: Eine Autonummer besteht aus 3 Buchstaben, gefolgt von 3 Ziffern. Wie viele solche 
Autonummern gibt es? (Engel [I 2, S. 361) 

1 Wir verweisen auf die Analyse der Handlungen ,,Legenu und ,,Belegen" bei Kirsch [I91 
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.Jufgabe 10: Auf wie viele Arten konnen 8 Tiirme auf ein Schachbrett gestellt werden, so daB sie sich 
gegenseitig nicht schlagen konnen? (Engel [22, S. 331) 

.4ufgabe 11: Auf wie viele Arten konnen 3 verschiedene Merkmalplattchen in eine Reihe gelegt 
werden? 

Zur Losung von Aufgabe 9 kann man iiber die Platze auf dem Nummernschild stufen und 
die Buchstaben und Ziffern variieren. In Aufgabe 8 dagegen werden die Postfacher, also 
die Platze, variiert. ~ h n l i c h  stuft die von Engel vorgeschlagene erste Losung von Aufgabe 
10 [12, S. 3.51 uber die Turme bzw. Spalten und variiert die Plitze in den Spalten. In 
Aufgabe 11 kann man sowohl iiber die Dinge wie uber die Platze stufen. ,,In manchen 
Situationen ist auch nicht ohne Willkur entscheidbar, welche der beiden Objektmengen 
die Menge der Dinge, welche die Menge der Platze sein soll." (Kirsch [19, S. 1761). 

SchlieDlich treten bei der Anwendung der Produktregel auf der Grundlage von Hand- 
lungsvorstellungen auch psychologische Schwierigkeiten auf. Die Vorgabe von Stufen 
kann Scheineinengungen verschiedener Art bewirken. Der StufungsprozeB wird gedank- 
lich in der Zeit realisiert; die Stufenreihenfolgel kann als Rangfolge (miI3-)interpretiert 
werden; beides mag dazu beitragen, daB in der Vorstellung subjektive Moglichkeitsbe- 
schrankungen entstehen konnen. LaBt man in Aufgabe 7 zum Beispiel die Schuler in der 
angegebenen Reihenfolge ihre Bucher in Empfang nehmen, so kann leicht der Eindruck 
entstehen, Klaus, der zuerst wahlen darf, sei im Vorteil, folglich sei das Verfahren unge- 
recht und liefere nicht alle Verteilungen. Ein vollstandiges Auflisten aller Moglichkeiten 
bei Aufgaben mit kleinen Zahlen kann diese Fehlvorstellung ausraumen. Eine ahnliche 
Einengung liegt vor, wenn die Vorstellung, ein einmal vergebenes Buch sei bereits in festen 
Handen und stehe nicht mehr zur Verteilung an, den Blick auf die Gesamtheit aller Mog- 
lichkeiten verstellt. Diese Schwierigkeiten mussen auch vor dem Hintergrund des kogniti- 
Len Entwicklungsstadiums der Schuler gesehen werden. 

Zum Abbau vieler Schwierigkeiten, insbesondere der genannten Scheineinengung, schla- 
gen wir vor, bei der Arbeit mit der Produktregel verstarkt Codeworter zu venvenden und 
gegenuber dem Handlungsaspekt den Codierungsaspekl zu betonen. Die entscheidende 
Frage bei Aufgabe 7 lautet dann nicht mehr, wie man sich die Verteilung der Bucher als 
Vorgang vorstellen muD, um einen fur die Anwendung der Produktregel brauchbaren 
StufenprozeB zu erhalten. Die Frage lautet nun: Wie kann man alle moglichen Ergebnisse 
einer solchen Verteilung systematisch auJEsten und dann abzahlen? 

Die Stufen erhalten hierbei den Charakter von Listenspalten. Was beim handlungsorien- 
tierten Zugang die Menge der Teilergebnisse auf einer Stufe war, dem entspricht nun die 
Menge der moglichen Eintrage in einer Spalte der Liste. Das Baumdiagramm selbst wird 
im Blick darauf zweckmal3igerweise eher als Leitfaden fur die Codierung, denn als Hand- 
lungsschema interpretiert. SchlieDlich kann man auch von der Liste abstrahieren und nur 
noch die Struktur der benotigten Codeworter analysieren. 

Die Aufmerksamkeit des Schiilers wird bei diesem Zugang verlagert auf das echte techni- 
sche Problem einer geeigneten Codierung und nicht zentriert auf oft kunstlich schemati- 

I Das Aneinandersetzen von Wegstrecken oder das Zusammensetzen von Zahlen kt  etwas anderes 
als das emotional vie1 starker besetzte Verteilen von Gegenstanden. 
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sierte Handlungsablaufe, die den naturlichen Vorgehensweisen nicht entsprechen. Da- 
durch werden die Scheineinengungen des Handlungsaspektes vermieden, ohne dalj Hand- 
lungsvorstellungen da, wo sie nutzlich sind, ganz ausgeschaltet werden mussen. Wie ein- 
gangs gezeigt, sind die Codeworter ein dem mathematischen Kern der Produktregel nahe- 
stehendes Hilfsmittel, das jedoch den Vorteil hat, nach Bedarf fur den ubergang zu jeder 
Reprasentationsebene offen zu seinl . 

3.2. Die Summenregel oder Regel des getrennten Abzahlens 

Den mathematischen Hintergrund dieser Regel bildet das Verfahren, die Machtigkeit der 
Vereinigung von zwei disjunkten endlichen Mengen A und B als Summe der einzelnen 
Machtigkeiten zu berechnen: I A v B I = I A 1 + I B I falls A n B = $3. Es ist der einfachste 
Spezialfall des Prinzips der Inklusion und Exklusion, das eine Formel zur Berechnung der 
Machtigkeit beliebiger endlicher Vereinigungsmengen liefert (vgl. Dembowski [1 I]). 

Von der Sache her durchsichtig, ist die Summenregel naiv anwendbar. Jedoch beobachtet 
man im Unterricht die Schwierigkeit, dal3 sie haufig unreflektiert gebraucht und mit der 
Produktregel verwechselt wird. Das sei an zwei Beispielaufgaben demonstriert: 

Aufgabe 12: Auf wie viele Arten konnen 4 Madchen und 4 Jungen sich so in eine Reihe setzen, dal3 
Madchen und Jungen abwechselnd sitzen? 

Aufgabe 13: Abel wohnt in (010) und arbeitet in (8 18). Sein Arbeitskollege Kain wohnt in (414). Abel 
fahrt jeden Morgen zur Arbeit und nimmt unterwegs Kain mit. Auf wie viele Arten kann er das tun, 
wenn er keine Umwege fahren will? (Engel 112, S. 411) 

Fig. 1 

Ein Schuler errechnet zu Aufgabe 12, dalj es 576 Sitzreihen gibt, bei denen ein Junge an 
erster Stelle sitzt, und eben so viele, bei denen ein Madchen an erster Stelle sitzt. Er schlagt 
daraufhin 576' als Losungszahl vor. Jedoch schliel3en sich beide Sorten von Sitzreihen 

1 In diesem Sinne auch von Kirsch [I81 empfohlen. 
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gegenseitig aus. Sie mussen daher getrennt abgezahlt und ihre Anzahlen mussen addiert 
werden. Die von Johnston u. a. [I61 verwendete Formulierung ,,Regel des getrennten 
Abz5hlens" ist aus diesem Grunde der Bezeichnung ,,Summenregel" vorzuziehen, weil 
erstere einen Hinweis auf die Verwendungssituation der Regel enthalt. 

Hiufiger noch beobachtet man den umgekehrten Fehler, daB Schuler die Summenregel 
statt der Produktregel venvenden, etwa bei dem folgenden Ansatz zu Aufgabe 13: ,,Von 

(0 10) bis (4 14) gibt es Wege, von (4 14) bis (8 1 8) nochmal so viele Wege; das sind 
\ ,  

zusarnmen (:) + (:) = 70 + 70 = 140 Wege." Jedoch handelt es sich hier nicht um ge- 
. . . . 

rrennt zu zahlende Wege, sondern um Etappen, von denen jeweils zwei zu einem vollstan- 
digen Weg zusammenzusetzen sind. 

Wihrend also die Summenregel sich ausschlieBende, aber in sich vollstandige Falle zahlt, 
d h l t  die Produktregel die Moglichkeiten, Teile zu einem Ganzen zusammenzusetzen. 

33. Das ,,Prinzip der Schafer" 

.4ls ,,principe des bergers" bezeichnet Bourbaki [lo] den folgenden 

Sab: Seien B und S zwei Mengen mit (endlichen) Kardinalzahlen b und s, und sei f eine 
Surjektion von B auf S, so daB die Mengen [ ' ( y )  fur alle y E S die Machtigkeit c haben. 
Dann gilt: 

Das Prinzip der Schafer laDt sich veranschaulichen durch eine dem Volksmund gelaufige 
Anekdote, die zugleich die Namensgebung motiviertl : Ein Schafer versetzt seine Kollegen 
in Erstaunen, weil er mit ungewohnlicher Schnelligkeit die Anzahl einer Schafherde uber- 
priifen kann. Nach seinem Erfolgsrezept befragt, erlautert er: ,,Das ist ganz einfach. Ich 
dh l e  die Beine und teile durch vier." Der Schafer bestimmt also die gesuchte Anzahl s der 
Schafe mittelbar, indem er ersatzweise die Beine zahlt und diese dann in Klassen zu je vier 
zusarnmenfaflt. Diese Methode, die in der vorliegenden Situation grotesk umstandlich 
wirkt und damit der Anekdote ihre Komik verleiht, enveist sich in anderen Zusammen- 
hangen als hilfreicher Ausweg. 

Nehrnen wir den eingangs zitierten Satz genauer unter die Lupe: Vermoge der Abbildung f 
wird die Menge Bin s ~~uivalenzklassen je der Machtigkeit c eingeteilt. Fachert man die 
Klassen wieder auf in ihre Elemente, so erhalt man die Menge B zuruck. Die Elemente von 
B konnen daher auf zwei Weisen gezahlt werden: direkt oder in zwei Stufen, indem nach- 
einander die Anzahl der ~quivalenzklassen und die Anzahl der Elemente pro Klasse 
bestimmt werden. Umgekehrt 1aBt sich naturlich die Anzahl s der Klassen errechnen, 
wenn b und c bekannt sind. So geschieht es in der Anekdote. 

I Es handelt sich hierbei urn eine eigene Interpretation der Verfasser und nicht urn ein Urteil 
dariiber, welche Griinde Bourbaki fiir die Bezeichnung ,,principe des bergers" hatte. 
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FaBt man die Elemente von B als Punkte und die Aquivalenzklassen als Blocke einer 
einfachen Inzidenzstruktur auf, so erkennt man das Prinzip der Schafer als Spezialfall des 
Prinzips der doppelten Abzahlung, das fur die endliche Geometrie grundlegend ist (vgl. 
etwa Beutelspacher [5] ) :  Die Inzidenzen einer einfachen endlichen Inzidenzstruktur wer- 
den auf zwei Weisen gezahlt, und entsprechend wird die Anzahl durch zwei verschiedene . 

Terme dargestellt, aus denen man durch Gleichsetzung eine gesuchte GroBe errechnen 
kann. 

In der elementaren Kombinatorik begegnet der Schuler dem Prinzip der Schafer bei der 
Berechnung der Binomial- (und Multinomial-)koefizienten. So kann man die Anzahl N 
der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge durch zweifache Abzahlung 
aller geordneten Stichproben ohne Zurucklegen vom Umfang k aus n Elementen bestim- 
men. Stellt man sich die Bildung einer geordneten Stichprobe als k-maliges Ziehen je eines 
Elementes vor, so ergibt eine Anwendung der Produktregel die Anzahl 
n(n - 1) . . . (n - k + 1) =: (n),. Organisiert man demgegeniiber den Vorgang zunachst als 
Zwei-Stufen-ProzeD, wobei auf der ersten Stufe eine k-elementige Teilmenge gebildet und 
diese Menge auf der zweiten Stufe angeordnet wird, so erhalt man N . k !  mogliche Aus- 
gange. Es muD also die Gleichung 

N .  k! = (n), (2) 

gelten, aus der sich N leicht in der Form 

berechnen 1aDt. 

Die Gleichung (2) laBt sich, von links nach rechts gelesen, auf der Sachebene dynamisch 
interpretieren durch die Auffacherung der N Mengen in die jeweils zugehorigen k ! Anord- 
nungen. Dieser Vorgang fuhrt auf die Menge aller k-Stichproben ohne Zurucklegen, deren 
Anzahl (n), bekannt ist. Umgekehrt laDt sich die Gleichung (3), von rechts nach links 
gelesen, durch die zum Auffachern gegenlaufige Bewegung des Identifizierens deuten. 
Indem man die Anordnung vergiDt, faBt man je k! Reihen in der zugrundeliegenden 
Objektmenge zusammen. 

Ahnlich fuhrt eine zweifache Abzahlung aller Anordnungen von n Elementen auf die 
Identitat 

Somit laDt sich das Prinzip der Schafer modifizieren zu einer Strategie, die wir Strategie 
der Auffiicherung bzw. Klassenbildung (Identifizierung) nennen wollen. Sie konkretisiert 
sich insbesondere in der Einfuhrung bzw. Riicknahme von kiinstlichen Unterscheidungen 
und Anordnungen. Von Vorteil ist das Einfuhren von kunstlichen Unterscheidungen bei 
ungeordneten Stichproben mit Wiederholungen', z. B. bei der folgenden 

1 siehe auch die iiberzeugende ikonische Darstellung bei Kirsch [18]. 
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.4ufgabe 14: Gesucht ist die Anzahl N aller 8-stelligen Zahlen, in denen zweimal die Ziffer 3 und je 
dreimal die Ziffern 1 und 2 vorkommen. 

Man konkretisiert zu jeder Ziffer so viele unterschiedliche Exemplare, wie ihre Vielfach- 
heit angibt, so daB man acht verschiedene Ziffern erhalt, die bekanntlich auf 8! Weisen 
anzuordnen sind. Nimmt man nun in umgekehrter Richtung die zuvor getroffenen Unter- 
scheidungen fur jede der drei Ziffern wieder zuruck, so entfallen auch die hierdurch be- 
dingten zusatzlichen Anordnungsmoglichkeiten. Durch eine dreifache Anwendung des 

8! 
Prinzips der Schafer gelangt man dann zur Losung 

2 !  . 3! .3! '  
Zusammenfassend halten wir fest: Man kann die Gleichung (1) als Protokoll von drei 
verschiedenen Handlungen deuten: als zweifache Abzahlung, als Auffacherung oder als 
Klassenbildung. Fur die Beispiele gilt entsprechendes. Die Deutungen erganzen sich ge- 
genseitig. Welche Sichtweise zur ersten Erarbeitung einer Losung die geeignete ist, hangt 
vom jeweiligen Unterrichtsgang ab. Der Lehrer sollte alle verfugbar haben und die nicht 
verwendeten in der Phase der Sicherung einsetzen. 

Das Verfahren der mittelbaren Anzahlbestimmung, das wir inhaltlich als Strategie der 
Auffacherung bzw. Identifizierung von Moglichkeiten interpretiert haben, fuhrt auf Um- 
kehraufgaben zur Produktregel. Es scheint daher ratsam, solche Umkehrungen im Unter- 
richt fruhzeitig anzubahnen, ohne daB der Terminus ,,Quotientenregel1', den man in Unter- 
richtswerken gelegentlich findet, verwendet werden muflte. 

4. Das Beziehungsgeflecht der Grundfahigkeiten 

Damit die grundlegenden Prinzipien und Strategien sich wirksam so bundeln, da13 sie den 
Schiiler zur Losung verschiedenartiger Probleme befahigen, mussen sie in sich beweglich 
werden und in ihren wechselseitigen Beziehungen klar sein. Sie miissen also im Sinne des 
operativen Prinzips unterrichtet werden. 

4.1. Zur Umkehrbarkeit von Gedankengangen 

Regeln sollten nicht immer nur in einer Richtung verwendet werden. 

Aufgabe 15: Ralfhat einen komplizierten Heimweg. Er mu13 zunachst eine der StraBenbahnlinien 3,9, 
1 I benutzen, am Bahnhof in die S-Bahn oder einen Eilzug umsteigen und die letzte Teilstrecke 
rhlieDlich mit einer der Buslinien A, B, C zuriicklegen. Wie viele Moglichkeiten hat Ralf, seine 
Heimfahrt zusammenzustellen? (nach Athen-Griesel [2, S. 681). 

Diese Aufgabe ist mit einer elementaren Anwendung der Produktregel zu beantworten. 
Die Situation weist eine naturliche Stufung auf, so daB nicht erst ein kunstlicher Stufungs- 
prozeB geschaffen werden mu13. Eine mogliche AnschluBfrage lautet: Wie viele Moglich- 
keiten hat Ralf noch, wenn er vom Bahnhof aus immer die S-Bahn benutzt? Sie kann 
durch eine erneute Anwendung der Produktregel gelost werden, wobei die Anzahl der 
Ergebnisse auf der 2. Stufe 1 ist. Es bietet sich aber auch eine Umkehruberlegung folgen- 
der Art an: Von den 18 Moglichkeiten insgesamt fallen bei der Festlegung auf die S-Bahn 
je 2 zusammen, so da13 nanmehr 9 Moglichkeiten bleiben. 
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Zum Auffachern, das der direkten Produktregelanwendung entspricht, gehort umge- 
kehrt das Identifizieren. Da diese Venvendungsmoglichkeiten der Produktregel spater in kom- 
pliziertere Strategien eingebunden werden, sollte man sie fruhzeitig behandeln (vgl. 3.3). 

Sinnvoll ist auch eine Umkehrung der Richtung Aufgabe - Ergebnis. Oft ist es hilfreich, 
wenn Schuler nach einem fehlerhaften Ansatz die gestellte Aufgabe selbst so abwandeln, 
dal3 der Ansatz richtig wird. Eine geeignete Frage fur diesen Fall lautet also: Wie hatte die 
Aufgabe gestellt werden qussen, damit das vorgeschlagene Ergebnis stimmt? In manchen 
Fallen kann sich hieran eine generelle Variation der Problemstellung anschliel3en: Variiere 

die Aufgabe so, dab das Ergebnis nk,  (n),, lautet. Solche ubungen dienen der Sicher- (3 
% ,  

heit im Erkennen einer passenden Losungsstrategie und verhindern blindes Einsetzen in 
Formeln. Zum Beispiel ist Aufgabe 6 offen fur die Betrachtung verschiedener Zusatzbe- 
dingungen (die Kaninchen sind unterscheidbar - nicht unterscheidbar, desgl. die Kafige, 
kein Kafig sol1 leer bleiben . . . vgl. Engel [12, S. 431). 

4.2. Die Variation von Losungswegen 

In 3.1 wurde bereits hingewiesen auf Moglichkeiten, bei der Anwendung der Produktregel 
die Stufungen unterschiedlich anzusetzen. Eine Ausschopfung aller Moglichkeiten gehort 
zu den allgemeinen Lernzielen des Mathematikunterrichts. Da die verschiedene Organisa- 
tion von Stufenfolgen beim Prinzip der zweifachen Abzahlung zur Methode wird, sollte 
sie auch aus fachlichen Griinden fruhzeitig geubt werden. Wie eine kombinatorische Auf- 
gabe sowohl durch direkte Anwendung einer Regel wie auch durch eine Umkehriiberle- 
gung gelost werden kann, wurde in 4.1 gezeigt. 

Wichtig ist in diesem Zusammenhang noch die Moglichkeit, die Summenregel durch eine 
geschickte Anwendung der Produktregel zu umgehen, sofern die durch die Summenregel 
abzuzahlenden Ergebnismengen gleichmachtig sind. Wir demonstrieren sie am Beispiel 
der folgenden 

Aufgabe 16: Von drei lnsassen eines Autos haben nur zwei einen Fiihrerschein. Auf wie viele Arten 
konnen sie sich fiir eine Urlaubsfahrt auf die vier Platze verteilen? 

Der erste Losungsweg benutzt sowohl die Summenregel wie auch die Produktregel. Wir 
benennen Personen A, B, C wobei A und B die Fahrtuchtigen seien. Dann haben wir 

Fall 1: A fahrt. 
Fall 2: B fahrt. 

Innerhalb von Fall 1 bestimmen wir die Anzahl der Besetzungsmoglichkeiten mit Hilfe der 
Produktregel: 

1. Stufe: B wahlt einen der 3 freien Platze, 

2. Stufe: C wahlt einen der restlichen 2 Platze. 

Nach der Produktregel ergeben sich somit je 6 Moglichkeiten fur Fall 1 und Fall 2. Das 
sind nach der Summenregel insgesamt 12 Moglichkeiten. Ein schnellerer Weg integriert 
diese Gedankengange in eine einmalige Anwendung der Produktregel: 
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1. Stufe: Entscheidung, wer fahrt: 2 Mogiichkeiten, 

2. Stufe: Besetzung einer der drei freien Platze durch die im Alphabet erste nicht fahrende 
Person: 3 Moglichkeiten, 

3. Stufe: Besetzung einer der zwei verbleibenden Platze durch die letzte Person: 2 Mog- 
lichkeiten. 

Nach der Produktregel erhalt man somit 12 Moglichkeiten insgesamt. 

Auf diese Weise kann man meist eine Falluntersuchung in einen StufungsprozeD einarbei- 
ten. Man nimmt dabei in Kauf, daD auf den einzelnen Stufen Handlungen unterschiedli- 
chen Typs vollzogen werden. 

Als weiteres Beispiel mit reichhaltigen ,,Interpretationsdivergenzen" zitieren wir aus Per- 
ko [22] die folgende 

hfgabe  17: Aus 5 Ehepaaren werden 4 Personen ausgewahlt. In wieviel4-Gruppen ist kein Ehepaar. 

Wir iiberlassen dem Leser die Rekonstruktion der Losungswege, die zum Ergebnis 5 .24 
1 0 . 8 . 6 . 4  

oder 
4! 

oder (I4') - (:) - 5 ((i) - 4) oder f (i) (i I :) fuhren. 

5. Die Isomorphie in der Kombinatorik als Problem 

Das Isomorphieproblem ist in der klassischen Behandlung der Kombinatorik beim Weg 
iiber die Erarbeitung der Grundaufgaben bereits explizit vorgezeichnet, namlich in der 
von Aufgabe zu Aufgabe notwendigen Zuweisung zu einer der Grundfiguren. Zur Verfu- 
gung stehen hierfur standardisierte Aufgabentypen: Ziehen von k Kugeln aus einer Urne 
mit n Kugeln - mit Wiederholung/ohne Wiederholung/als geordnete Stichprobe/als un- 
geordnete Stichprobe, bzw. das duale Model1 des Verteilens von k Kugeln auf n Zellen - 
ohne AusschluDprinzip (Doppelbelegung)/mit AusschluDprinzip/als unterscheidbare 
Kugeln/als ununterscheidbare Kugeln. Wie in 2. aufgezeigt worden ist, wird jeder Ansatz 
zur Losung einer Aufgabe sich sofort mit dem Klassifizierungsproblem auseinanderzuset- 
zen haben, also mit der Frage nach einer isomorphen standardisierten Aufgabe obigen 
Typs. 

Das Miihen um das Erkennen von isomorphen Strukturen sol1 als Lernziel innerhalb der 
Kombinatorik nicht bestritten werden, gleichwohl - und das sollte bedacht werden - 
handelt es sich hierbei um ein recht anspruchsvolles Ziel. SchlieDlich ist das Hinarbeiten 
auf eine Standardisierung von Fragestellungen in allen Bereichen der Mathematik anzu- 
rreffen, allerdings ergeben sich vielfach die Grundfiguren erst am Ende eines Klassifizie- 
runpsprozesses. Aufgabensammlungen zur Kombinatorik, in denen intern die Aufgaben 
kreits nach den Grundtypen sortiert sind (z. B. Lipschutz [21] und stellenweise auch bei 
Engel [12]) sind unter diesen Gesichtspunkten nur bedingt hilfreich. 

Hmzu kommt, daD die syntaktische Isomorphie von kombinatorischen Aufgabenstellun- 
p keineswegs die mathematische Isomorphie impliziert. Man vergleiche dam: 
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Aufgabe 18: Auf wie viele Arten konnen 12 Studenten eine Klausur schreiben, wenn 3 verschiedene 
Themen zur Verfiigung stehen und je 4 Studenten das gleiche Thema bearbeiten? (Lipschutz [21, 
S. 301). 

Aufgabe 19: Wieviel Moglichkeiten gibt es, 12 Sportler in 3 Mannschaften A,, A, und A, mit je 4 
Spielern aufzuteilen? (Lipschutz [21, S. 301). 

Wahrend es im zweiten Fall nur um die Bildung von drei Vierergruppen geht (Klassenein- 
teilung), ist im ersten Fall auch die Zuordnung der Gruppen zu den verschiedenen Themen 
(aus der Sicht des Pruflings) nicht unerheblich. 

Nach unseren Beobachtungen mussen die Schwierigkeiten beim Erkennen von isomor- 
phen Aufgabenstellungen bereits in unvermutet elementarem Kontext, der von den 
Grundaufgaben vollig ignoriert wird, bewaltigt werden; z. B. ist n-maliges Wufeln mit 
einem Wurfel bei fortlaufendem Protokollieren gleichwertig einem Wurf mit n unter- 
scheidbaren Wufeln. Auch wird die paradigmatische Aufgabenkette 

Aufgabe 20' 

a) In einem Zimmer gibt es 8 Lampen, die unabhangig voneinander ein- und ausgeschaltet werden 
konnen. Wie viele Beleuchtungsarten gibt es? 

b) Ich habe 8 Miinzen von verschiedenem Wert. Auf wieviel Arten kann ich sie auf zwei Taschen 
verteilen? 

C) Auf wieviel Arten kann man davon Trinkgeld geben? (Engel [12, S. 361) 

von Schulern vielfach erst nach dem Vergleich der ubereinstimmenden Ergebnisse kritisch 
analysiert und danach im Hinblick auf die Isomorphie erschlossen; gleiches gilt fur das 
von Freudenthal [13, S. 5311 des ofteren zitierte Geburtstagsproblem. 

Blockierend in bezug auf das Isomorphieproblem wirkt die in den Grundaufgaben ausge- 
sprochene Unterscheidung: geordnet/ungeordnet; es entsteht der falsche Eindruck, als 
konnten niemals geordnete Strukturen zu ungeordneten Strukturen isomorph sein. Nun 
begrundet aber gerade die Produktregel eine Praferenz fur geordnete Strukturen; ihr uni- 
verseller Einsatz ware nur bedingt verstandlich, wenn es solche Isomorphiebeziehungen 
nicht gabe. Die bekannten Beispiele fur ein korrespondieren scheinbar ungeordneter Ob- 
jekte zu Ordnungsstrukturen sind: Auswahl einer k-Menge aus einer n-Menge/O-1- 
Folgen der Lange n mit k Eintragen ,,l"/links-rechts-Wege in einem Gitternetz; Repra- 
sentieren von Umstellklassen (Teilmengen) durch isotone (streng isotone) Worter. Man 
beachte, da13 die vielfach nicht unmittelbar verfugbare Ordnungsstruktur von Mengen 
(Mengen versus n-tupel!) zumeist durch die Unterscheidbarkeit der Elemente geliefert 
wird, wed diese eine Numerierung und somit auch eine Anordnung ermoglicht. Diese 
Numerierung ist oft das Ergebnis eines Willkuraktes, dessen ,,o. B. d. A." eingesehen wer- 
den muD. 

1 Nach einem Hinweis von Herrn Kirsch sollte man in b) von zwei ,,unterscheidbarenU Taschen 
sprechen. Die Frage c) nach den verschiedenen ,,Arten" ist nicht gleichzusetzen der Frage nach den 
,,verschiedenen Werten". 
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6. Zum Aufgabenproblem 

Das Miihen um die Bereitstellung eines vielschichtigen, fachlich angemessenen, intellektu- 
ell ansprechenden und zugleich wirklichkeitsnahen Aufgabenmaterials ist verstandlicher- 
weise kein spezifisches Problem einer Didaktik der Kombinatorik. Leider erhalt der Leh- 
rende - ahnlich wie bei manchen anderen T'hemenkreisen - durch die derzeit vorliegenden 
Lehrbiicher vielfach nur bescheidene Anregungen. 

Was sollen die Aufgaben im Kombinatorik-Unterricht grundsatzlich leisten (Lernzielas- 
pekt)? Ein maJgebliches allgemeines Lernziel sehen wir insbesondere darin, dalj durch die 
Erfahrung von Mathematisierungsprozessen die Fahigkeit zur Modellbildung im allge- 
meinen (vgl. auch Kap. 3) geschult wird. Dariiberhinaus versteht es sich von selbst, dal3 
auch eine bewegliche Anwendung der grundlegenden Prinzipien angestrebt wird (sachspe- 
ziJisches Lernziel). Ein solches Ziel wird sicher nicht erreicht, wenn die Aufgaben bereits 
vorher (vgl. Lipschutz [21]) typisiert und dem Lernenden nach Gruppen geordnet prasen- 
tiert werden (vgl. 3.1). 

Inwieweit tragen die gangigen Unterrichtswerke diesen Zielen Rechnung? Welche Aufga- 
bentypenl findet man in der Literatur, und welchen Situation sind sie entnommen (phuno- 
menologischer Aspekt)? Einen weiteren Raum nehmen die Aufgaben ein, die Gliicksspielsi- 
tuationen beinhalten (Lotto, Toto, Skat, Partyspiele, Urnenaufgaben). Nicht zu Unrecht 
mu0 daher die Wahrscheinlichkeitsrechnung gegen das Image ankampfen, eine Wiirfelbu- 
denmathematik zu sein. Manche der traditionellen Urnenaufgaben werden mittlerweile 
als Aufgaben zur Quali~utskontrolle umgeschrieben: 

.4ufgabe 21. In einer Lieferung von 100 Gluhbirnen befinden sich 3 defekte. Wie groB ist die Wahr- 
xheinlichkeit. daB a)  unter 4. b) unter 6 zufallig ausgewahlten Gluhbirnen mindestens eine defekte 
kt? (Bosch Wolf [8. S. 53)) 

Dal3 in der Realitat bei Warenproben zur Qualitatskontrolle die Aufgabenstellung gerade 
entgegengesetzt lautet, dal3 also von der Stichprobe auf die Gesamtheit geschlossen wird, 
sei nur am Rande bemerkt. Immerhin ist diese Aufgabe sinnvoll, im Gegensatz zu den drei 
folgenden. 

Zur Geniige bekannt sind auch die in keinem Lehrbuch fehlenden Turnierplane oder das 
Abzahlen von Sitzordnungen (lineare Anordnungen, Anordnungen am runden Tisch) 
unter Nebenbedingungen (2. B. abwechselnde Geschlechterverteilung). 

Zahlreiche Aufgaben beschaftigen sich mit EntscheidungsJindungen durch ein Losverfah- 
ren. Makaber mutet die folgende fast triviale Aufgabe an: 

Aufgabe 22: 3 Frauen und 1 Mann sollen am Blinddarm operiert werden. Die Reihenfolge wird 
ausgelost. A sei das Ereignis, daB der Mann als zweiter operiert wird. Berechnen Sie P(A). 
(Bosch/WolK [9, S. 391) 

1 Zwar wird in den meisten folgenden Aufgaben nach bestimmten Wahrscheinlichkeiten gefragt; da 
das Wahrscheinlichkeitsmodell zweifelsohne laplacesch angenommen werden darf, zahlen wir die 
Aufgaben im umfassenden Sinne zur Kombinatorik. 



260 DdM 4, 1984 (245-262) 

Manchmal wird dieses Losverfahren in der Willkur einer individuellen Entscheidung gese- 
hen: 

Aufgabe 23: 10 Reisende steigen in einen Zug mit 12 Wagen ein. Wir nehmen an, daB die Auswahl des 
Wagens jeweils zufallig erfolgt. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da13 

a) alle Reisenden in denselben Wagen einsteigen, 
b) jeder Reisende in einen anderen Wagen einsteigt 
C) der 12. Wagen nicht besetzt wird? 
(Berg/Horn/Schmidt [4, S. 491) 

Es erscheint hier der Hinweis angebracht, da13 ein D-Zug mit 12 Wagen immerhin eine 
Lange von 320 m am Bahnsteig beansprucht und daL3 man in der Aufgabe manchem 
Reisenden ungeachtet seines Gepacks 100 m-Sprints zumutet. Die Aufgabe 

Aufgabe 24: Auf wieviel Weisen kann ein Trainer die 11 Spieler einer FuBballmannschaft umgruppie- 
ren? (Bangen [3, S. 231) 

wird - zumindest fur FuDballkenner - eher zum Beleg fur die Realitatsferne denn fur die 
Niitzlichkeit der Mathematik. 

In einer weiteren Gruppe von Aufgaben geht es um das Abzahlen con Wortern uber einem 
Alphabet (Ziffernfolgen, KFZ-Kennzeichen, Codes). 

Der oben angesprochene phanomenologische Aspekt hat, wie wohl deutlich geworden ist, 
auch eine inhaltliche Dimension. 

Ein Make1 vieler Aufgaben besteht darin, daL3 sie nur scheinbar wirklichkeitsnah, im 
Grunde genommen aber unrealistisch sind. Nicht geleugnet werden soll hier die Berechti- 
gung diverser Denksportaufgaben, die sachspezifischen Lernzielen Rechnung tragen kon- 
nen (vgl. z. B. Engel [12, Aufgabe 4, S. 331). Ob aber iiber eingekleidete Aufgaben dem 
anspruchsvollen allgemeinen Lernziel, durch Modellbildung den Mathematisierungs- 
aspekt herauszuarbeiten, genuge getan werden kann. ist zweifelhaft. Die Einkleidung soll 
- so hofft man - motivierend wirken. Eine allzu kunstliche Einkleidung durfte dagegen zu 
einer Entfremdung zwischen dem Schuler und dem mathematischen Gegenstand fuhren 
und tragt einmal mehr zu jenem Image von Mathematik als einer Wissenschaft im Elfen- 
beinturm bei. 

Es ist fur uns offen, inwieweit gegebenenfalls durch geringfugige Textveranderungen Auf- 
gaben annehmbar werden. Man vergleiche etwa 

Aufgabe 25: Drei Herren verlassen vorzeitig eine Gesellschaft und greifen in der verdunkelten Gard- 
erobe auf gut Gliick in den Schirmstander, in welchem sich 10 Schirme befinden, darunter auch ihre 
eigenen. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB jeder durch Zufall gerade seinen eigenen Schirm 
erwischt? (Ineichen [14, S. 573) 

mit der sachlich verwandten Aufgabe 

Aufgabe 26: Auf einer Party miissen die 3 erschienenen Autofahrer ihre Autoschlussel abgeben. Die 
Schliissel werden in eine Schachtel gelegt und gut durchgemischt. Am Ende der Party darf jeder 
Autofahrer aus dieser Schachtel ,,bllnd6' einen Schliissel ziehen. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit 
dafur, daB alle ihren richtigen Schliissel bekommen? (nach Berg/Horn/Schmidt [4, S. 491) 
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Allerdings eroffnen sich bei der Besprechung solcher ,,gemachten6' Aufgaben auch 
manchmal positive Moglichkeiten - sie zu nutzen ist Sache des Lehrers - etwa wenn im 
Zusammenhang mit Aufgabe 27 die Voraussetzung der  Gleichwahrscheinlichkeit in Frage 
gestellt wird: 

Aufgabe 27; In einem Aufzug sind 5 Gaste. Der Aufzug bleibt in 7 Stockwerken stehen. Wie groB ist 
die Wahrscheinlichkeit, daB alle Gaste den Aufzug in verschiedenen Stockwerken verlassen, wenn 
man (sicher nicht ganz realistisch) davon ausgeht, daB das Aussteigen zufallig erfolgt? 
(Berg/Horn/Schmidt [4, S. 491) 

Insofern kann die eine oder andere unrealistische Aufgabe zur Aufdeckung falscher Denk- 
ansatze in  der Wahrscheinlichkeitsrechnung beitragen. 

Anschrift der Verfasser: Privatdozent Dr. Lisa Hefendehl-Hebeker/Professor Dr. Giinter Torner, 
Universitat-Gesamthochschule-Duisburg, FB 11/Mathematik, LotharstraBe 65, 4100 Duisburg 1 

Eingangsdatum: 4.6.1983 
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