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Mentale Reprisentationen — der Zusammenhang zwischen ,Subject-
Matter Knowledge‘ und ,Pedagogical Content Knowledge‘ — darge-
stellt am Beispiel der Exponentialfunktion in einer Fallstudie mit
Lehramtsstudenten

... die e-Funktion ... die sieht einfucher aus als sie ist (B.R.)

In der amerikanischen fachdidaktischen Literatur wird vielfach zwischen
,subject matter knowledge‘, ,pedagogical content knowledge‘ und ,pe-
dagogical knowledge* (Shulman, 1986) unterschieden. Dieses begriffliche
Konzept wird in einer Fallstudie mit 6 gymnasialen Lehramtskandidaten
(im Hauptstudium) angewandt, um einerseits diese Begriffskategorien zur
Beschreibung des Ist-Zustandes zu benutzen, um aber auch andererseits
individuelle mentale Reprasentationen von Exponentialfunktionen zu be-
schreiben, eine Fragestellung, die von Davis (1992) als zentrales For-
schungsproblem eingestuft wird. Bei der Vermittlung mathematischen
Wissens (Anféngervorlesung) wird in der Regel einem verallgemeinert ver-
standenen ,pedagogical content knowledge* anscheinend eine untergeord-
nete Rolle beigemessen. Moglicherweise werden Defizite beim ,subject
matter knowledge‘ durch ein unzureichendes ,pedagogical content know-
ledge‘ nicht nur verdeckt, sondern sogar begiinstigt, weil entsprechende
Liicken beim letzteren keinen Nachfragedruck ausiiben.

1. Zum Hintergrund der Forschungsfrage. Schoenfeld hat 1998 mit
einer bemerkenswerten Arbeit iiber ,Toward a theory of teaching-in-cont-
ext* die Frage neu aktualisiert, inwieweit sich Vorgéinge beim teaching-in-
context moglicherweise sogar durch Modelle beschreiben lassen. Was
schon an anderer Stelle sich abzeichnete, steht im Mittelpunkt seiner Unter-
suchung, ndmlich ,.knowledge, beliefs and goals are critically important
determinants of what teachers do and why teachers do. The model which he
develops describes, at a level of mechanism, the ways in which the te-
acher’s goals, beliefs, and knowledge interact.”* Diesem teaching-in-
context steht in dualer Weise ein ,replying-in-context® gegeniiber, wenn
man darunter das spontane Referieren von Mathematik versteht und es
sollte erwartet werden, dass hier ebenfalls knowledge und beliefs in vielfa-
cher Weise miteinander verwoben sind.

Dieser Frage ist der Autor nachgegangen, in dem er mit sechs Lehramts-
kandidaten (Hauptstudium) ein freies Interview zum Thema ,Exponential-
funktionen® gefiihrt hat. Ein besonderer Fokus wurde dabei auf die Art des
Wissens und der geduBlerten Beliefs gelegt (vgl. Abschnitt 2) und die Frage
verfolgt, welche mentalen Reprisentationen dominant sind. Die Entschei-
dung fiir dieses Thema ergab sich aus dem Umstand, dass es natiirlich stu-
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diums- wie auch schulrelevant ist und einen hohen Vernetzungsgrad zu an-
deren Bereichen aufweist.

Die Teilnahme an diesen Interviews erfolgte aufgrund einer freiwilligen
Meldung. Die Interviews dauerten 30 — 45 Minuten, das Gesprach wurde
auf Videoband aufgezeichnet, stichwortartig transscripiert und auszugswei-
se den Kandidaten zur Abstimmung vorgelegt.

2. Zur theoretischen Einordnung. Wenn wir im Folgenden uns der
englischen Terminologie bedienen, dann steht dahinter die Beobachtung,
dass diese Begrifflichkeiten in der englisch-sprachigen fachdidaktischen
Literatur in mehreren Publikationen auf mathematische Kontexte ange-
wandt wurden (vgl. Shulman, 1986; Bromme, 1994; Even & Tirosh, 1995).
Die Bezeichnungen ,subject-matter knowledge* wie ,pedagogical know-
ledge* verstehen sich wohl von selbst. ,Pedagogical content knowledge* -
(vgl. Shulman, 1986) - ist das Wissen rund um den mathematischen Kon-
text, insbesondere unter dem Blickwinkel, dass dieser Inhalt Lehrgegen-
stand ist. Insofern kommt dem ,pedagogical content knowledge® eine
Briickenfunktion zu, es ist Reflexionswissen, es ist Orientierungswissen,
dass Vernetzungsaspekte beinhaltet (zu Erweiterungen, vgl. Bromme
(1994). Lediglich eine weitere Verallgemeinerung soll hier noch erwihnt
werden. Wie an anderer Stelle diskutiert (Calderhead 1996), muss die alte
Frage, was einerseits als ,knowledge‘, andererseits als ,beliefs einzustufen
ist, weiterhin als nicht einvernehmlich beantwortbar angesehen werden.
Insofern relativieren wir unsere Kategorisierung, in dem wir hartes ,know-
ledge* vielfach durch die ,weicheren® beliefs ersetzen.

3. Zur Durchfiihrung der Interviews. Die im Kern offene Gesprichs-
fiilhrung im Interview orientierte sich an folgenden Fragen. Bekanntgabe
des Themas — Riickfrage nach der spontanen Befindlichkeit; Begriffskli-
rung: Exponentialfunktionen - e-Funktion; Herangehensweise in der
Schule; Behandlungsweise im Studium; mégliche Definitionen fiir die e-
Funktion; Eigenschaften der e-Funktion; was ist e? Welche Dezimalen sind
bekannt? Vergleich schulische Behandlung versus universitire Behand-
lung; auBermathematische Bedeutung der e-Funktionen; Metapher: be-
trachtet man die diversen Funktionen in der Analysis als Zootiere; welchen
Tieren entsprechen die Exponentialfunktionen? Exponentialfunktion und
Geschichte der Mathematik; Riickfrage nach ,weiBen® Flecken, die man
gerne fiillen mochten?

4. Einige Resultate. Hier sollen einige Detailergebnisse referiert wer-
den, die auch die begriffliche Differenzierung in ,subject-matter knowled-
ge‘ und ,pedagogical content knowledge‘ verdeutlichen helfen. Die unvor-
bereitete Frage nach der Euler’schen Zahl e = 2,71 82 82... ldsst bestenfalls
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eine Dezimalstelle deutlich werden. Das Reproduzieren einzelner Stellen
gehort zum ,subject-matter knowledge®, die Bemerkung, da gibt es viele
weitere Stellen, die ich nicht kenne, assoziiert die Irrationalitiit von e; noch
eindeutiger als ,pedagogical content knowledge* ist die Aussage zu inter-
pretieren, dass e fiir die Mathematiker so etwas wie eine Naturkonstante ist.
Insofern hat ,pedagogical content knowledge* auch Bewertungscharakter.
In die gleiche Richtung weisen Bemerkungen, dass man die Euler’sche
Zahl nicht im eigentlichen Sinne festgelegt hat, sondern sie wurde kon-
struiert, um nidmlich f* = f zu realisieren.

Auch die Antworten zur Exponentialfunktion unterstreichen die auf-
schlufireiche Differenzierung zwischen ,subject-matter knowledge‘ und
,pedagogical content knowledge*.

Andererseits waren Riickfragen nach dem, was man unter exponentiel-
lem Wachstum versteht, auf den Blick erfolgreich; hier fielen Schlagworte
wie Wachstum von Algen, Fischen, Bakterien usw., ohne dass man aber die
Qualitidt des Exponentiellen auch nur anndhermnd quantifizieren konnte.
SinngemiiBes gilt fiir Anwendungsrelevanz der Exponentialfunktionen.

5. Allgemeine Beobachtungen. Zur Differenzierung zwischen ,Subject-
matter knowledge® und ,Pedagogical Content Knowledge. Mangelnde
Verkniipfung von ,subject-matter - und ,pedagogical content knowled-
ge‘. In der Mehrzahl der Fille konnte beobachtet werden, dass entweder
,subject-matter knowledge® prisent war, weitergehendes ,pedagogical
content knowledge* aber nicht abgerufen werden konnte; umgekehrt kann
manches, was als ,pedagogical content knowledge® einzustufen gewesen
wire, als duBerst vage bezeichnet werden. Die prisentierten Informationen
oder Einschdtzungen hatten ,wolkigen‘ Charakter, ohne einen eigentlichen
Kern aufzuweisen. Diese Einschitzung bestitigte sich auch bei Fragen, in-
wieweit Vorwissen um die Exponentialfunktionen integriert wurde oder
wenn nach ,weiflen Flecken‘ recherchiert wurde, die der Interviewte gemne
gefiillt hitte. Diese Beurteilung ist auch konsistent zu einer weiteren Beob-
achtung, dass nidmlich ,pedagogical content knowledge‘ nicht selten
nicht vorhandenes ,subject-matter knowledge* kaschiert.

Zur Differenzierung zwischen ,Knowledge* und ,Beliefs‘. Nur einge-
schrinkt sind die prisentierten Informationen als ,knowledge‘ zu qualifi-
zieren; viele Aussagen haben originiren ,Beliefs-Charakter®, insbeson-
dere weil bei Riickfragen oft eine Verankerung an Autorititen (Lehrer, be-
sonderer Assistent in einem Kurs, der Hochschullehrer, Kommilitone und
Freund usw.) erfolgte.
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Kennzeichnend ist auch die Gleichgiiltigkeit gegeniiber dem geschichtli-
chen Prozess der Mathematisierung (vgl. H.M. Enzensberger's These von
der Mathematik als im Jenseits der Kultur). Im Gegensatz dazu weiss
der Physikstudent viel iiber die mathematische Bedeutung der e-Funktion
zu berichten. Fast alle Studenten hatten ein wenig ausgeprigtes, eher absti-
nentes mathematisches Weltbild gegeniiber den Naturwissenschaften.

Zur Frage der Reprdsentation der e-Funktion. Mental dominant ist die
formale Reprisentation als differenzierbare, sich selbst reproduzierende (f*
= f) Funktion f. Diese Vorstellung geht einher mit einem naiven Exponen-
tialfunktionsverstidndnis, als konnte man fiir e genau so gut auch 3 schrei-
ben. Die stets gestellte Frage nach dem Wert der e-Funktion an der Stelle 7t
wurde immer dhnlich beantwortet, ndmlich als Taschenrechnerproblem
degradiert. Dass f = f* charakterisierend ist und mental dominant eingestuft
wird, liegt nicht primdr an der Exklusivitit dieser Differentialgleichung,
sondern ,erklart‘ sich durch ...man sich nur etwas Einfaches zu merken hat
bzw. dass man sich beim Ableiten nicht verrechnen kann. Hier scheint der
mnemotechnische Vorteil pragender als alles andere zu sein. Dies geht ein-
her mit einer Relativierung von mathematischen Strukturelementen;
sie ,verschwimmen* in der mentalen Reprisentation: ... kam das als Aus-
sage oder als Definition? ... weiss ich nicht mehr! Im Gegenteil: fachliche
Vernetzungen in der Reprisentation konnen auch erschwerend einge-
schitzt werden. Eine Studentin berichtete, dass mit der Nennung des The-
mas das Funktionspaar (e-Funktion, natiirlicher Logarithmus) ihr bildhaft
vor Augen stand. Das habe sie sich eingeprigt, weil sie sich mit der ,leich-
ten e-Funktion die ,schwere‘ In-Funktion erarbeitet habe. Insofern ist es
nicht iiberraschend, dass die Wissensreprisentation eng mit emotionalen
Strukturen verkniipft ist, wie mehrere zuriickhaltende Aussagen der Stu-
denten belegen, die sowohl auf schulische Episoden als auch auf universiti-
re Begegnungen verweisen.
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