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Aufgabe 9. (12 Punkte)

a) Für eine reguläre Kurve α(t) =
(
α1(t), α2(t)

)
im R2 ist die Krümmung durch

k(t) =
α̇1α̈2 − α̈1α̇2

|α̇|3

gegeben. Zeigen Sie, dass |k(t)| mit dem Ausdruck aus Aufgabe 5) für Kurven im
R3 übereinstimmt. Warum ist es sinnvoll der Krümmung im R2 ein Vorzeichen
zu geben?

b) Leiten Sie eine Formel für die Krümmung des Graphen einer Funktion t 7→ f(t)
her. Prüfen Sie, ob die Extremstelle der Normalparabel f(t) = t2 auch ein Extre-
mum der Krümmung k(t) ist.

Aufgabe 10. (12 Punkte)

Sei r : R→ (0,∞) glatt mit r(t) > 0, ∀t ∈ R, und α(t) =
(
r(t) cos t, r(t) sin t

)
.

a) Zeigen Sie, dass hiermit eine bereits reguläre Kurve α in R2\0 definiert wurde
und dass sich deren Krümmung k mittels der Formel

k(t) =
2(ṙ)2 − rr̈ + r2(

(ṙ) + r2
)3/2 (t)

berechnen lässt.

b) Benutzen Sie a), um die Krümmung der
”
Archimedischen Spirale“ α, gegeben

durch r(t) = at mit a > 0, und der
”
logarithmischen Spirale“ β, gegeben durch

r(t) = ebt mit b > 0, zu berechnen. Wie verhalten sich die Krümmungen dieser
beiden Spiralen für t→∞?
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Aufgabe 11. (12 Punkte)

a) Berechnen Sie die Krümmung einer Ellipse α, welche durch α(t) = (a cos t, b sin t),
für t ∈ [0, 2π] und a > b > 0, parametrisiert sei, und vergewissern Sie sich
insbesondere darüber, dass deren Krümmung k in allen t ∈ [0, 2π] positiv ist. In
welchen und wie vielen Punkten tj verschwindet deren Ableitung k′?

b) Sei nun allgemeiner Ω ein konvexes Gebiet im R2, welches von einer regulären,
geschlossenen glatten Kurve α : [0, 2π]→ R2 berandet werde. Beweisen Sie, dass
deren Krümmung k in keinem t negativ werden kann.
Hinweis: Betrachten Sie einen beliebigen Randpunkt α(t) von Ω und die durch
diesen führende

”
Stützgerade“ Gt (an ∂Ω), welche von der Tangente α′(t) aufge-

spannt wird. Nutzen Sie nun, dass Ω vollständig in einer der beiden Halbebenen
enthalten ist, in die der R2 von Gt aufgeteilt wird.

Aufgabe 12. (12 Punkte)

Sei α(t) eine reguläre, nicht notwendig nach Bogenlänge parametrisierte Kurve im
R3 mit der Eigenschaft, dass α′(t) und α′′(t) zu jedem Zeitpunkt t linear abhängige
Vektoren sind. Bestimmt solch eine Bedingung bereits die geometrische Gestalt der
Kurve α? Wenn ja, welche Form muss α dann haben?
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