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Aufgabe 13. (12 Punkte)

Die sog. Fundamentallésungen der Laplacegleichung sind gegeben durch

L log |z — ), n=2
T, (z) :==T(|x —y|) := { %m — vy, n >3,

wobei w,, := |B1(0)|, B1(0) C R™. Zeigen Sie:

a) DiTy(z) = (2 — yi)|lw —y| ™"

b) DT, (x) = -l =y — n(x; — yi) (x5 — yj)l|lo —y| ™

c) AT =0.

Aufgabe 14. (12 Punkte)

Sei 2 C R” ein beschrinktes Gebiet mit 09 € C*, v sei die duflere Normale an ) und

% = Vu - v bezeichne die Normalenableitung von u. Zeigen Sie:

a) Fiir u,v € C?(Q) gilt

/vAu + (Vu - Vou)dz = /v%dA
v
Q o0
und 5 5
u v
/(vAu — uAv)dr = / (v% — ua) dA
Q o0

b) Fiir u € C?(Q) gilt
ut) = [ {u@ G ) = T Ge) | da+ [ Ta)dute)ds
onN Q

wobei T' die Fundamentallésung der Laplacegleichung (siche Aufg. 13) ist.
(Tipp: Wenden Sie den zweiten Teil von a) auf v = T sowie das Gebiet Q2 — B.(y)
an und lassen Sie anschliefend £ — 0 gehen.)
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Aufgabe 15. (12 Punkte)
Sei Q C R” ein Gebiet und u € C?() harmonisch, d.h. Au = 0 in Q. Zeigen Sie, dass
fir jede Kugel Bgr(zo) CC Q die Mittelwertformeln

1

nw, "1

/ u(x)dAundu(a:o):wann / w@)dz (1)

BBR(I()) BR(xO)

u(zg) =

gelten, hierbei sei w,, = |B1(0)|. Zeigen Sie ferner, dass aus Au > 0(< 0) die entspre-
chenden Ungleichungen in (1) folgen.
(Tipp: Aufgabe 14 b))

Aufgabe 16. (12 Punkte)

a) Sei u € C*(Q) mit Au > 0(< 0), es gebe ein 2y € Q mit u(zy) = supu (u(zy) =
Q
i%f u). Zeigen Sie, dass u dann konstant ist, d.h. eine nicht-konstante harmonische

Funktion kann im Inneren kein Maximum oder Minimum annehmen.

b) Seien u,v € C°(Q) N C?(Q) mit Au = Au in Q und u = v auf 9. Zeigen Sie,
dass dann u = v in € gilt.

¢) Sei u € C°(Q) NC%Q) und Au > 0(< 0) in Q, Zeigen Sie, dass dann supu =
Q

supu (infu = inf u) gilt. Ist w harmonisch, so folgt
a0 Q o0

infu <wu(x) <supu Vo € Q.
[oJ9) 90

(Tipp: Aufgabe 15)
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