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Ubungen zu Minimalflichen 1

Blatt 1

Aufgabe 1

Sei 2 C R? ein Gebiet und X (u,v) € C?(Q,R3) eine Parametrisierung einer Fliche im
R3. (Hiufig identifizieren wir zur Vereinfachung die Fliche mit der gewiihlten Para-
metrisierung, wir sprechen also einfach von der Flidche X.) Dann ist der Flacheninhalt

. . X2 Xu-Xp\ .
von X definiert durch Aq(X) := [ \/gdudv, wobei g := det v 9 die
Xu - Xy X
Q

Gramsche Determinante bezeichnet.

a) Zeigen Sie, dass die obige Definition des Fldcheninhalts mit der aus der Vorlesung

(AQ(X) = / X, % Xv\dudv> iibereinstimmt.
Q

b) Berechnen Sie die Oberfliche einer Kugel mit Radius R.
Tipp: Eine Parametrisierung der Kugeloberfliche ist gegeben durch X (¢, ) =

(Rsind cos p, Rsind sin ¢, Rcosd), ¢ € (0,27), 9 € (%ﬂ,g)

Aufgabe 2

a) Zeigen Sie, dass die Definition des Fldcheninhalts unabhéngig von der gewéihlten
Parametrisierung X ist.
Tipp: Sei 7 : © — Q ein C'-Diffeomorphismus und X = X(7) eine andere
Parametrisierung, dann ist zu zeigen: Ag(X) = Ag(X).

b) Die Normale an eine Fliche X im Punkt X (u,v) ist definiert durch N(u,v) =

X, X X . ) . . . .
|X—><XU|' Zeigen Sie, dass die Normale (bis auf das Vorzeichen) unabhéngig von
der gewahlten Parametrisierung X ist.

Xu X Xy (u,v) = :i:—{(u X A (T_l(u, v))

Tipp: Fiir X = X (7) ist zu zeigen: —+ """ —
pp () B Y X, X%



Aufgabe 3

Eine Parametrisierung X € C?(Q, R?) einer Fliche heifit regulir, falls X, x X, (u,v) # 0
fir alle (u,v) € Q. Eine Flache heifit reguldr, wenn eine regulére Parametrisierung der
Fléache existiert.

a) Zeigen Sie, dass der Kegel
K ={(z,y,2) € R} 2° +¢* = 2%}

auflerhalb des Punktes (0,0, 0) eine regulire Fliache ist und geben Sie Parametri-
sierungen an, mit denen er sich vollstédndig iiberdecken lasst.

b) Zeigen Sie, dass der Kegel K in (0,0, 0) keine reguldre Fldche ist.
Tipp: Aufgabe 2 b).

¢) Geben Sie eine nicht reguldre Parametrisierung der  — y—Ebene an.

Aufgabe 4

a) Zeigen Sie, dass das Katenoid
X (u,v) = (acoshucosv, —acoshusinv, au), u € (—o00,00), v € [0,21)
eine Minimalfliche ist, d. h. es gilt AX =0, |X,|* = |X,|?, X, X, =0.
b) Zeigen Sie, dass das Helikoid
X*(u,v) = (asinhusinv, asinh ucosv, av), u € (—00, ), v € (—00,0)
eine Minimalfléche ist.

c) Zeigen Sie, dass die Funktion f = X + iX* die Cauchy-Riemann-Gleichungen
X, =X}, X, = =X erfiillt.
Abgabe am Montag, 07.11.2016 in der Ubung.
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